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A point cosyzygy has a 0-dimensional support analogously to a point distribution.

В настоящей работе будем использовать определения и обозначения [1–5].
Пусть R — коммутативное кольцо с единицей, x = (x1, . . . , xn) — переменные, f(x) =

= (f1(x), . . . , fs(x)) — полиномы из R[x]. Обозначим R[x]∗ = HomR(R[x],R) — множество
линейных над R отображений R[x] → R, такие отображения называются функционала-
ми. В работах [1, 2] было введено понятие корневого функционала, обобщающее понятие
корня на случай кратных корней. Корневым функционалом называется функционал, анну-
лирующий идеал полиномов f(x). Простому корню x ≡ λ ∈ R

n соответствует функционал
1x(λ) : H(x) 7→ H(λ), он аннулирует идеал полиномов (x − λ) = (x1 − λ1, . . . , xn − λn).
Кратному корню x ≡ λ соответствуют функционалы, аннулирующие некоторую степень
идеала полиномов (x − λ), такие функционалы назовем локальными в точке x ≡ λ. Сумма
локальных функционалов является точечным распределением. Точечное распределение ан-
нулирует идеал (F (x))x, где F (x) = (F1(x), . . . , Ft(x)) — некоторые полиномы из R[x] такие,
что R[x]/(F (x))x является конечно порожденным как модуль над R. Функционалы, удов-
летворяющие последнему условию, назовем точечными. Если R является алгебраически
замкнутым полем, то любой точечный функционал является суммой локальных функцио-
налов. Функционалы являются бесконечно компонентными объектами, но из работ [6–8]
видно, что точечный функционал полностью задается конечной его частью, т. е. действием
на полиномы ограниченной степени.

В работе [3] были обобщены результаты работ [1, 2] на весь комплекс Кошуля, при этом
элементы дуального комплекса Кошуля есть линейные функционалы на комплексе Кошуля,
т. е. линейные над R отображения его в R. Поэтому аналогично введено понятие точечного
элемента дуального комплекса Кошуля.

Лемма 1. Пусть R — коммутативное кольцо с единицей, x = (x1, . . . , xn) — пере-
менные, M — модуль над R[x] конечно порожденный как модуль над R. Пусть h(x) —
полином из R[x], h — переменная. Тогда:

1) существует унитарный полином T (h) ∈ R[h] такой, что M · T (h(x)) = {0};
2) существует система полиномов F (x) = (F1(x), . . . , Fn(x)) из R[x] такая, что имеет

место M·(F (x))x = {0} и R[x]/(F (x))x является конечно порожденным как модуль над R.
Доказательство 1. Пусть M = (M1, . . . ,MD) — вектор образующих M как модуля

над R. Тогда Mp · h(x) =
∑
q

Mq · Aq
p для p = 1, D, где Aq

p ∈ R для p = 1, D и q = 1, D.

Следовательно, имеет место
∑
q

Mq ·(A
q
p−Eq

p ·h(x)) = 0; где E — единичная матрица размера

D × D, т. е. такая, что Eq
p = 1, если p = q; Eq

p = 0, если p 6= q. Тогда M · det(A − E · h(x)) =

= M ·E ·det(A−E ·h(x)) = M ·(A−E ·h(x)) ·(A−E ·h(x))⊥ = 0, так как M ·(A−E ·h(x)) = 0;
здесь для матрицы C = ‖Cq

p‖
q=1,D
p=1,D, C⊥ обозначает присоединенную матрицу ‖(C⊥)pq‖

p=1,D
q=1,D ,
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где (C⊥)pq = (−1)p+q · det ‖Cq′

p′‖
q′=1,D&q′ 6=q
p′=1,D&p′ 6=p. Пусть T (h) = det(A − E · h), это унитарный,

т. е. с коэффициентом 1 при старшей степени переменной, полином степени D из R[h], тогда
Mp · T (h(x)) = 0, следовательно, M · T (h(x)) = {0}, поскольку {Mp|p = 1,D} порождают
M как модуль над R. (См. также [9, с. 32]).

Доказательство 2. В силу 1 леммы для полинома hj(x) = xj существует унитарный
полином Tj(hj) степени D такой, что M · Tj(hj(x)) = {0}. Положим Fj(x) = Tj(hj(x)) =
= Tj(xj), тогда M · Fj(x) = {0}, следовательно, M · (F (x))x = {0}. При этом R[x]/(F (x))x
является конечно порожденным как модуль над R, так как конечное множество {xα =
= xα1

1 · . . . · xαn

n | ∀i = 1, n : 0 6 αi 6 D − 1} порождает R[x]/(F (x))x как модуль над R.

Определение 1. Пусть R — коммутативное кольцо с единицей, x = (x1, . . . , xn) —
переменные, M — модуль над R[x].

M′ называется точечным подмодулем модуля M, если M′ является подмодулем модуля
M и является конечно порожденным как модуль над R.

Элемент M из M назовем точечным, если M ∈ M′, где M′ является точечным под-
модулем модуля M. Обозначим M• множество всех точечных элементов из M.

Лемма 2. Пусть R — коммутативное кольцо с единицей, x = (x1, . . . , xn) — перемен-
ные, M — модуль над R[x].

1) Пусть M′ и M′′ — точечные подмодули модуля M, тогда M′ + M′′ является
точечным подмодулем модуля M.

2) Пусть M ′ и M ′′ — точечные элементы модуля M, тогда M ′ + M ′′ и M ′ − M ′′

являются точечными элементами модуля M.

3) Пусть M — точечный элемент модуля M, F (x) ∈ R[x], тогда M · F (x) является
точечным элементом модуля M.

4) M• является подмодулем модуля M.

Доказательство 1. Так как M′ и M′′ — точечные подмодули модуля M, то явля-
ются подмодулями модуля M и являются конечно порождеными как модули над R. Из
первого утверждения следует, что M′ + M′′ является подмодулем модуля M; из второго
утверждения следует, что M′ + M′′ является конечно порожденным как модуль над R.
Следовательно, M′ + M′′ является точечным подмодулем модуля M.

Доказательство 2. Так как M ′ и M ′′ — точечные элементы модуля M, то M ′ ∈ M′

и M ′′ ∈ M′′, где M′ и M′′ — точечные подмодули модуля M. Тогда в силу 1 леммы M′+M′′

является точечным подмодулем модуля M. Так как M ′ + M ′′ и M ′ − M ′′ принадлежат
M′ + M′′, то являются точечными элементами модуля M.

Доказательство 3. Так как M — точечный элемент модуля M, то M ∈ M′, где M′ —
точечный подмодуль модуля M, тогда M · F (x) ∈ M′, так как M′ является подмодулем
модуля M, который является модулем над R[x]. Следовательно, M ·F (x) является точечным
элементом модуля M.

Доказательство 4. Утверждение следует из 2 и 3 леммы.

Лемма 3. Пусть R — коммутативное кольцо с единицей, x = (x1, . . . , xn) — перемен-
ные, M — модуль над R[x].

Элемент M ∈ M является точечным тогда и только тогда, когда существуют по-
линомы F (x) = (F1(x), . . . , Ft(x)) из R[x] такие, что R[x]/(F (x))x является конечно по-
рожденным как модуль над R и имеет место M · (F (x))x = {0}.

Доказательство 1. Пусть M · (F (x))x = {0}, и R[x]/(F (x))x является конечно по-
рожденным как модуль над R. Пусть {ω1(x), . . . , ωD(x)} — образующие R[x]/(F (x))x как
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модуля над R. Тогда M ∈ M · R[x], M · R[x] является подмодулем модуля M, кроме того,
{M ·ω1(x), . . . ,M ·ωD(x)} являются образующими M ·R[x] как модуля над R, т. е. M ·R[x]
является конечно порожденным как модуль над R. Следовательно, M является точечным.

Пусть M является точечным, тогда M ∈ N , где N является подмодулем модуля M над
R[x] и конечно порожденным как модуль над R. Тогда в силу 2 леммы 1 существует система
полиномов F (x) = (F1(x), . . . , Ft(x)) из R[x] такая, что N · (F (x))x = {0}, и R[x]/(F (x))x
является конечно порожденным как модуль над R. Поскольку M ∈ N , то M ·(F (x))x = {0}.

Лемма 4. Пусть R — коммутативное кольцо с единицей, x = (x1, . . . , xn) — перемен-
ные. Пусть M, N — модули над R[x], τ : M → N линейное над R[x] отображение.

1) Если M′ является точечным подмодулем модуля M, то τ.M′ является точечным
подмодулем модуля N .

2) Если M ′ является точечным элементом модуля M, то τ.M ′ является точечным
элементом модуля N .

Доказательство 1. Так как M′ является точечным подмодулем модуля M, то являет-
ся подмодулем модуля M и является конечно порожденным как модуль над R. Из первого
утверждения следует, что τ.M′ является подмодулем модуля N , так как отображение τ
является линейным над R[x]. Из второго утверждения следует, что τ.M′ является конечно
порожденным как модуль над R, так как отображение τ является линейным над R; ли-
нейность отображения τ над R следует из его линейности над R[x]. Следовательно, τ.M′

является точечным подмодулем модуля N .
Доказательство 2. Так как M ′ является точечным элементом модуля M, то M ′ ∈

∈ M′, где M′ — точечный подмодуль модуля M. Тогда τ.M ′ ∈ τ.M′ и в силу 1 леммы
τ.M′ является точечным подмодулем модуля N . Следовательно, τ.M′ является точечным
элементом модуля N .

Лемма 5. Пусть R — коммутативное кольцо с единицей, x = (x1, . . . , xn) — перемен-
ные, (C, ∂) — комплекс над R[x].

Тогда (C•, ∂) является подкомплексом комплекса (C, ∂) над R[x].
Доказательство. Пусть c ∈ C•, т. е. c является точечным, тогда в силу 2 леммы 4 ∂[c]

является точечным, т. е. ∂[c] ∈ C•, так как ∂ является линейным над R[x] отображением
C → C. В силу 4 леммы 2 C• является подмодулем модуля C над R[x]. Следовательно,
(C•, ∂) является подкомплексом комплекса (C, ∂) над R[x].

Определение 2. При условиях леммы 5, если c1, c2 ∈ C и c1 − c2 = ∂[c], где c ∈ C•, то

будем писать c1

∂•

≃ c2. Понятно, что в этом случае если c2 ∈ C•, то и c1 ∈ C•.
Определение 3. Пусть R — коммутативное кольцо с единицей, x = (x1, . . . , xn) —

переменные.
Пусть f(x) = (f1(x), . . . , fs(x)) — полиномы из R[x], ∂ : f̂x 7→ f(x). Обозначим C

•(x∗, f̂
x
∗ )

множество точечных элементов C(x∗, f̂
x
∗ ) как модуля над R[x]. Заметим, что C

•(x∗, f̂
x
∗ )

является подкомплексом комплекса C(x∗, f̂
x
∗ ) над R[x]. Обозначим

Z
•(x∗, f̂

x
∗ ) = Z(C•(x∗, f̂

x
∗ )),

B
•(x∗, f̂

x
∗ ) = B(C•(x∗, f̂

x
∗ )),

H
•(x∗, f̂

x
∗ ) = H(C•(x∗, f̂

x
∗ )).

Элементы Z
•(x∗, f̂

x
∗ ) назовем точечными косизигиями.

Лемма 6. Пусть R коммутативное кольцо с единицей, x = (x1, . . . , xn) — переменные,
f(x) = (f1(x), . . . , fs(x)) — полиномы из R[x], ∂ : f̂x 7→ f(x).
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Если c(x∗, f̂
x
∗ ) ∈ C

•(x∗, f̂
x
∗ ), a(x, f̂x) ∈ C(x, f̂x), то a(x, f̂x) · c(x∗, f̂

x
∗ ) ∈ C

•(x∗, f̂
x
∗ ).

Доказательство. Так как отображение

C(x∗, f̂
x
∗ ) ∋ c(x∗, f̂

x
∗ ) 7→ a(x, f̂x) · c(x∗, f̂

x
∗ ) ∈ C(x∗, f̂

x
∗ )

является линейным над R[x], и c(x∗, f̂
x
∗ ) ∈ C

•(x∗, f̂
x
∗ ), т. е. является точечным, то в силу 2

леммы 4 a(x, f̂x) · c(x∗, f̂
x
∗ ) является точечным, т. е. ∈ C

•(x∗, f̂
x
∗ ).

В дополнение к теореме 1 из [5] сформулируем следующую теорему.
Теорема 1. Пусть R коммутативное кольцо с единицей; x = (x1, . . . , xn) — перемен-

ные; f(x) = (f1(x), . . . , fs(x)), F (x) = (F1(x), . . . , Ft(x)) — полиномы из R[x]; ∂ : f̂x, f̂
′
x 7→

7→ f(x), F̂x, F̂ ′
x 7→ F (x). Тогда:

1) если c(x∗, f̂
x
∗ ) ∈ C(x∗, f̂

x
∗ ) является точечным, то его образ при отображении

C(x∗, f̂
x
∗ ) ∋ c(x∗, f̂

x
∗ ) 7→ ⊥

x
⊤
f̂ ′

x

x0 · det ‖F̂ x
∗ ‖ · exp(f̂ ′

xf̂x
∗ ) · c(x∗, f̂

′x
∗ ) =

= det ‖F̂ x
∗ ‖ · c(x∗, f̂

x
∗ ) ∈ C(x∗, f̂

x
∗ , F̂ x

∗ )

является точечным;
2) если c(x∗, f̂

x
∗ , F̂ x

∗ ) ∈ C(x∗, f̂
x
∗ , F̂ x

∗ ) является точечным, то его образ при отображении

C(x∗, f̂
x
∗ , F̂ x

∗ ) ∋ c(x∗, f̂
x
∗ , F̂ x

∗ ) 7→ ⊥
x
⊤
f̂ ′

x

⊤
F̂ ′

x

x0 · (F̂ ′
x)0 · exp(f̂ ′

xf̂x
∗ ) · c(x∗, f̂

′x
∗ , F̂ ′x

∗ ) =

= ⊤
F̂x

(F̂x)0 · c(x∗, f̂
x
∗ , F̂ x

∗ ) ∈ C(x∗, f̂
x
∗ )

является точечным.
Доказательство 1, 2. Поскольку оба отображения являются линейными над R[x], то

утверждения имеют место в силу леммы 4.
В дополнение к теоремам 2, 3 из [4], теореме 3 из [5] сформулируем следующую теорему.
Теорема 2. Пусть R — коммутативное кольцо с единицей 1; x = (x1, . . . , xn) —

переменные; f(x) = (f1(x), . . . , fs(x)) и F (x) = (F1(x), . . . , Ft(x)) — полиномы из R[x];

Fj(x) =
∑

i

fi(x)Gi
j(x) для j = 1, t, где Gi

j(x) ∈ R[x] для i = 1, s и j = 1, t; ∂ : f̂x 7→ f(x),

F̂x 7→ F (x). Тогда:
1) если c(x∗, f̂

x
∗ ) ∈ C(x∗, f̂

x
∗ ) является точечным, то его образ при отображении

C(x∗, F̂
x
∗ ) ∋ c(x∗, F̂

x
∗ ) 7→ c′(x∗, f̂

x
∗ ) = ⊤

F̂x

⊥
x

det

∥∥∥∥∥
G(x) −f̂x

∗

F̂x 0

∥∥∥∥∥ · c(x∗, F̂
x
∗ ) ∈ C(x∗, f̂

x
∗ )

является точечным;
2) если c(x∗, f̂

x
∗ ) ∈ C(x∗, f̂

x
∗ ) является точечным, то его образ при отображении

C(x∗, f̂
x
∗ ) ∋ c(x∗, f̂

x
∗ ) 7→ ⊤

f̂x

⊥
x

c(x∗, f̂
x
∗ ) · det ‖f̂xG(x)F̂ x

∗ ‖ ∈ C(x∗, F̂
x
∗ )

является точечным.
Доказательство 1, 2. Поскольку оба отображения являются линейными над R[x], то

утверждения имеют место в силу 2 леммы 4.
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Уточним теорему 4 из [3] (теорему 5 из [4], теорему 4 из [5]).
Теорема 3. Пусть R коммутативное кольцо с единицей; y ≃ x = (x1, . . . , xn) — наборы

переменных; f(x) = (f1(x), . . . , fs(x)) — полиномы из R[x]; ∂ : f̂x 7→ f(x), f̂y 7→ f(y).
Если R[x]/(f(x))x является конечно порожденным как модуль над R, то существует

точечный e(x∗, f̂
x
∗ ) ∈ Z(x∗, f̂

x
∗ ) такой, что

⊤
y
⊤
f̂y

det

∥∥∥∥∥
∇f(x, y)

f̂x − f̂y

∥∥∥∥∥ · e(y∗, f̂
y
∗ )

∂
≃ x0 · (f̂x)

0 = 1.

Доказательство. Из теоремы 4 из [4] и из доказательства теоремы 4 из [5] следует,
что существует система полиномов F (x) = (F1(x), . . . , Fn(x)) из R[x] такая, что Fj(x) =
=

∑
i

fi(x) · Gi
j(x) для j = 1, n, где Gi

j(x) ∈ R[x] для i = 1, s и j = 1, n, и для которой при

∂ : F̂x 7→ F (x), F̂y 7→ F (y) существует E(x∗, F̂
x
∗ ) ∈ Z

0(x∗, F̂
x
∗ ) такой, что

⊤
y
⊤
F̂y

det

∥∥∥∥∥
∇f(x, y)

F̂x − F̂y

∥∥∥∥∥ · E(y∗, F̂
y
∗ ) = x0 · (F̂x)0 = 1.

Тогда E(x∗, F̂
x
∗ ) = l(x∗) · 1F̂x

(0̂) и ∂[E(x∗, F̂
x
∗ )] =

∑
j
⊥
x

Fj(x)F̂ j,x
∗ · (l(x∗) · 1F̂x

(0̂)) = 0̂∗, где

l(x∗) ∈ R[x]∗. Последнее равенство означает, что l(x∗) · Fj(x) = 0∗ для любого j = 1, n,
т. е. l(x∗) аннулирует (F (x))x. Тогда следуя теореме 3 из [4] (там имеется ошибка при опи-
сании e(x∗, f̂

x
∗ )) или продолжению доказательства теоремы 4 из [5] получаем, что для

e(x∗, f̂
x
∗ ) = ⊤

F̂x

⊥
x

det

∥∥∥∥∥
G(x) f̂x

∗

−F̂x 0

∥∥∥∥∥ · E(x∗, F̂
x
∗ )

имеет место ∂[e(x∗, f̂
x
∗ )] = 0 и

⊤
y
⊤
f̂y

det

∥∥∥∥
∇f(x, y)

f̂x − f̂y

∥∥∥∥ · e(y∗, f̂
y
∗ )

∂
≃ x0 · (f̂x)

0 = 1.

В доказательстве теоремы 4 из [4] и в доказательстве теоремы 4 из [5] Fj(x) = Tj(xj) ·x
0, где

Tj(xj) — унитарный полином. Как было показано в доказательстве 2 леммы 1, R[x]/(F (x))x
является конечно порожденным как модуль над R. Поскольку l(x∗) · (F (x))x = {0∗}, то
E(x∗, F̂

x
∗ ) · (F (x))x = l(x∗) · 1F̂x

(0̂) · (F (x))x = {0̂∗}, тогда в силу леммы 3 E(x∗, F̂
x
∗ ) явля-

ется точечным. Поскольку E(x∗, F̂
x
∗ ) является точечным, то в силу 1 теоремы 2 e(x∗, f̂

x
∗ )

является точечным.
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Об устойчивости приближенных решений нечетких

дифференциальных уравнений в пространстве E
2

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины А.А. Мартынюком)

The stability of solutions of differential equations in the E
2 space is investigated. The Lyapunov

function is constructed by using the classical isoperimetric Brunn-Minkowski inequality.

В работе [1, 2] изложен подход к построению приближенных решений нечетких диффе-
ренциальных уравнений в пространстве E

2. В рамках этого подхода естественной является
постановка задачи об устойчивости приближенных решений данного класса уравнений.

Рассмотрим нечеткое дифференциальное уравнение в пространстве E
2

dh(t)

dt
= F(t, h(t)), h(t0) = h0, (1)

где h(t) ∈ Ω, F : R+ × E
n → Ω.

Относительно этого уравнения сделаем следующие предположения.

Предположение. Нечеткое дифференциальное уравнение (1) такое, что:
1) оператор F в области DT,r = {(t, h) | 0 6 t − t0 6 T, ‖h − h0‖Ω 6 r} удовлетворяет

условию Липшица, т. е. существует постоянная L такая, что

‖F(t, α, h′) −F(t, α, h′′)‖Ω 6 L‖h′ − h′′‖Ω

при всех (t, h′) ∈ DT,r, (t, h′′) ∈ DT,r;
2) существуют операторы Fα : K2

C → C[0, 2π], где K2
C — пространство опорных функ-

ций непустых выпуклых компактов на плоскости, такие, что

[F(t, h(t))]α = Fα(t, hα(t)), α ∈ [0, 1],

где hα(t) = h(t, α, .) ∈ C[0, 2π].
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