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На пiдставi розрахунку нелiнiйної фрикцiйної взаємодiї долота i руйнiвної породи по-

ставлено задачу про дослiдження самозбудження хвильових i коливальних рухiв у вер-

тикальнiй складенiй колонi глибокого бурiння з урахуванням ефектiв вiдбиття-залом-

лення хвилi крутiння в мiсцях зчленування дiлянок колон з рiзними жорсткостями.

Аналiзується вплив ефекту запiзнювання хвилi крутiння, що прийшла, на динамiчний

процес. Проведено дослiдження цих ефектiв.

1. Автоколивання механiчних систем з тертям є одним з найбiльш поширених явищ в приро-
дi. Вони реалiзуються в результатi саморегуляцiї пiдводу в систему енергiї вiд зовнiшнього
джерела таким чином, щоб компенсувати її втрати на тертя. При рiвностi енергiї, якої сис-
тема набуває вiд зовнiшнього джерела за один перiод, i енергiї, що витрачається на подолан-
ня сил тертя, коливання, якi збуджуються, стають незатухаючими i перiодичними. Частота
цих коливань, в загальному випадку, вiдрiзняється вiд частоти власних коливань [1, 2].

Автоколивальнi явища часто виникають i в бурильних колонах при роторному способi
бурiння глибоких нафтових i газових свердловин. Одним з динамiчних явищ, що сприяють
виникненню позаштатної ситуацiї в процесi бурiння, є самозбудження крутильних коливань
обертової бурильної колони. Оскiльки бурильна колонна (БК) являє собою торсiонний маят-
ник, у нижнiй частинi якого за рахунок дисипативної взаємодiї мiж долотом i руйнiвною
породою вiдбувається вiдтiк енергiї вiд приводного механiзму в навколишнє середовище,
при порушеннi умов цього вiдтоку колона може переходити вiд режиму стацiонарного рiв-
новажного обертання в режим крутильних автоколивань.

Для їх встановлення важлива нелiнiйнiсть силової взаємодiї мiж окремими частинами
системи, що керує надходженням енергiї i ї ї витратою, i яка, таким чином, призводить
до обмеженостi амплiтуди коливань. У бурильних установках причиною самозбудження
торсiонних коливань є бiфуркацiйне порушення балансу моментiв сил пружностi в колонi
й нелiнiйних сил тертя мiж долотом i стiнкою свердловини. В роботах [3, 4] поставлена
i розв’язана задача про моделювання хвильових крутильних автоколивань в однорiдних
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БК. В данiй роботi розглянута динамiка колони, що складається з двох дiлянок з рiзними
жорсткостями при крутiннi.

2. Основнi спiввiдношення проблеми самозбудження хвильових торсiонних

коливань бурильних колон. У роботi [3] розглядалася бурильна колона у виглядi тор-
сiонного маятника, до нижнього кiнця якого прикрiплене долото. Верхнiй кiнець БК оберта-
ється iз заданою постiйною швидкiстю ω. Пружнi крутильнi рухи БК описуються рiвнянням

ρIz
∂2ϕ

∂t2
−GIz

∂2ϕ

∂z2
= 0, (1)

де ρ — густина матерiалу БК; G — його модуль пружностi при зсувi; Iz — полярний момент
iнерцiї площi поперечного перерiзу труби БК.

Позначивши β =
√

G/ρ, де β — швидкiсть поширення поперечної пружної хвилi (хвилi
крутiння), рiвняння (1) зведемо до стандартної форми [5]

∂2ϕ

∂t2
− β2 ∂

2ϕ

∂z2
= 0. (2)

Воно має розв’язок у формi Даламбера

ϕ(z, t) = f(z − βt) + g(z + βt). (3)

Вказанi функцiї мають граничнi умови

F [f(0− βt), g(0 + βt)] = 0 (z = 0), (4)

f(L− βt) + g(L+ βt) = 0 (z = L), (5)

де F — нелiнiйний диференцiальний оператор, що описує рух долота.
Умова (4) формується за допомогою рiвняння балансу моментiв сил iнерцiї M in, сил

тертя M fr i сил пружностi M el

M in +M fr +M el = 0, (6)

що випливає з принципу Даламбера, записаного для долота, умовно вiдокремленого вiд
труби БК.

Розглянемо тепер складену бурильну колону. Нехай, наприклад, БК складається з двох
дiлянок (рис. 1), довжини яких становлять l1, l2 i механiчнi характеристики дорiвнюють β1,
ρ1, l1 та β2, ρ2, l2, вiдповiдно.

Тодi елементи хвилi f(z − βt), поширюючись вiд точки z = 0 i досягаючи точки z = l1,
будуть в нiй пiддаватися впливу актiв ударного заломлення-вiдбиття. Для обчислення iн-
тенсивностей вiдповiдних заломлених i вiдображених хвиль розглянемо процес дифракцiї
елемента хвилi довжиною β1∆t протягом часу ∆t. Видiлимо елементи БК у падаючiй, вiд-
битiй i прониклiй хвилях, що беруть участь у цiй взаємодiї i мають кутовi швидкостi ϕ̇i

1,
ϕ̇r
1, ϕ̇

t
2 i довжини β1∆t, β1∆t, β2∆t, вiдповiдно. Тут iндексами i, r, t позначенi, вiдповiдно,

падаюча, вiдбита i заломлена хвилi. Вважаючи, що ϕ̇i
1 вiдома, пiдрахуємо ϕ̇r

1, ϕ̇
t
2. Для цього

використаємо умову збереження моменту кiлькостей руху видiлених елементiв до i пiсля
удару. Воно має вигляд

∆Ki
1 = ∆Kr

1 +∆Kt
2, (7)
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Рис. 1. Схема поширення хвиль крутiння в складенiй бурильнiй колонi

де

∆Ki
1 = ϕ̇i

1 · ρ1I1β1∆t, ∆Kr
1 = ϕ̇r

1 · ρ1I1β1∆t, ∆Kt
2 = ϕ̇t

2 · ρ2I2β2∆t. (8)

Доповнивши рiвняння (7) умовою нерозривностi кутових швидкостей

ϕ̇i
1 + ϕ̇r

1 = ϕ̇t
2, (9)

отримуємо систему двох рiвнянь для обчислення ϕ̇r
1 i ϕ̇t

2. Вона має розв’язок

ϕ̇r
1 =

β2ρ2I2 − β1ρ1I1
β1ρ1I1 + β2ρ2I2

ϕ̇i
1, ϕ̇t

2 =
2β1ρ1I1

β1ρ1I1 + β2ρ2I2
ϕ̇i
1. (10)

З умов нерозривностi крутного моменту i кута крутiння ϕ обчислюються кути крутiння
у вiдбитiй i прониклiй хвилях

ϕr
1 =

β2ρ2I2 − β1ρ1I1
β1ρ1I1 + β2ρ2I2

ϕi
1, ϕt

2 =
2β1ρ1I1

β1ρ1I1 + β2ρ2I2
ϕi
1. (11)

При розглядi дифракцiї хвилi g(z + βt) в перерiзi z = l1 хвиля gi2(z + β2t) на другiй
дiлянцi, прибуваюча до цього перерiзу, є падаючою i вважається вiдомою, а хвилi gr2(z −

− β2t) (z > l1) i gt1(z + β1t) (z 6 l1) — вiдбитою i заломленою i пiдлягають визначенню. Їх
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кiнематичнi характеристики обчислюються за викладеною вище методикою за допомогою
рiвностей

ϕ̇r
2 =

β1ρ1I1 − β2ρ2I2
β1ρ1I1 + β2ρ2I2

ϕ̇i
2, ϕ̇t

1 =
2β2ρ2I2

β1ρ1I1 + β2ρ2I2
ϕ̇i
2, (12)

ϕr
2 =

β1ρ1I1 − β2ρ2I2
β1ρ1I1 + β2ρ2I2

ϕi
2, ϕt

1 =
2β2ρ2I2

β1ρ1I1 + β2ρ2I2
ϕi
2. (13)

В результатi дифракцiї хвиль ϕi
1(z − β1t) i ϕi

2(z − β2t) суперпозицiя прониклої ϕt
2(z −

− β2t) i вiдбитої ϕr
2(z − β2t) хвиль складає хвилю f2(z − β2t) на другiй дiлянцi, а сума

ϕr
1(z + β1t) + ϕt

1(z + β1t) — хвилю g1(z + β1t) на першiй дiлянцi. З урахуванням цього
отримаємо початковi умови в точцi z = l1 для хвилi f2(z − β2t) в областi l1 6 z 6 L

f2(l1 − β2t) =
2β1ρ1I1

β1ρ1I1 + β2ρ2I2
f i
1(l1 − β2t)−

β1ρ1I1 − β2ρ2I2
β1ρ1I1 + β2ρ2I2

gi2(l1 + β1t),

ḟ2(l1 − β2t) =
2β1ρ1I1

β1ρ1I1 + β2ρ2I2
ḟ i
1(l1 − β2t)−

β1ρ1I1 − β2ρ2I2
β1ρ1I1 + β2ρ2I2

ġi2(l1 + β1t)

(14)

i початковi умови в цiй точцi для хвилi g1(z + β1t) в областi 0 6 z 6 l1

g1(l1 + β1t) =
β1ρ1I1 − β2ρ2I2
β1ρ1I1 + β2ρ2I2

f i
1(l1 − β2t) +

2β2ρ2I2
β1ρ1I1 + β2ρ2I2

gi2(l1 + β2t),

ġ1(l1 + β1t) =
β1ρ1I1 − β2ρ2I2
β1ρ1I1 + β2ρ2I2

ḟ i
1(l1 − β2t) +

2β2ρ2I2
β1ρ1I1 + β2ρ2I2

ġi2(l1 + β2t).

(15)

Рiвняння (2), (3) разом з граничними умовами (5), (6) i умовами спряження (14), (15)
описують триточкову крайову задачу вiдносно змiнної ϕ з умовами в точках z = 0, z = l1
i z = L. Для її розв’язання застосовується метод Рунге–Кутта.

3. Аналiз результатiв. Для встановлення залежностi особливостей виникнення бiфур-
кацiй народження циклу й процесу крутильних автоколивань БК довжиною L = 1000 м
вiд характеру змiни її механiчних властивостей вздовж осьової лiнiї розв’язанi двi задачi.
В задачi 1 розглянута БК, що складається iз двох секцiй довжинами l1 = l2 = 500 м. Зна-
чення основних визначальних параметрiв: J = 3,1 кг· м3, G = 8,076 · 1010 Па, β = 3218 м/с.
Вибрана функцiя Mfr(ω + ϕ̇) задається рiвнiстю

Mfr = −

a1(ω + ϕ̇) + a3(ω + ϕ̇)3 + a5(ω + ϕ̇)5 + a7(ω + ϕ̇)7 + a9(ω + ϕ̇)9

1 + a2(ω + ϕ̇)2
(16)

при значеннях коефiцiєнтiв a1 = 2400 Н · м · с, a2 = 225 с2, a3 = 15000 Н · м · с3, a5 =
= 1 Н ·м · с5, a7 = 4 Н ·м · с7, a9 = −130 Н ·м · с9. Перерiз верхньої секцiї має момент iнерцiї
Iz,2 = 3,12 · 10−5 м4, перерiз нижньої секцiї — Iz,1 = 0,404 · 10−5 м4. В задачi 2 довжини
секцiй БК становлять l1 = 667 м, l1 = 333 м.

Чисельнi дослiдження показали, що при малих i великих значеннях швидкостi ω долото
знаходиться в станi стацiонарного обертання з постiйним кутом закручування ϕ(t) = const
i ϕ̇(t) = 0. Крутильнi автоколивання долота збуджуються всерединi дiапазону ωb 6 ω 6

6 ωd, де ωb, ωd — бiфуркацiйнi значення ω, при яких народжуються i втрачаються цикли
автоколивань. Вивчалася поведiнка системи в станi бiфуркацiї народження циклу при ω =
= ωb. Результати поданi в табл. 1, де ϕst — кут пружного квазiстатичного закручування
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Таблиця 1

Номер задачi ωb, рад/c ϕst, рад ϕav, рад D, рад T , c

1 0,71 −105,8 −85,9 39,8 139,9
2 0,71 −178,4 −145,2 66,4 124,5

Рис. 2. Графiк змiни кутової швидкостi долота: а — великий масштаб; б — малий масштаб

долота в передбiфуркацiйному станi; ϕav — значення ϕ, вiдносно якого вiдбуваються авто-
коливання; D — розмах автоколивань; T — перiод автоколивань.

Заслуговує на увагу встановлений ефект незалежностi бiфуркацiйного значення ωb =
= 0,71 рад/с вiд жорсткiсних i iнерцiйних властивостей БК, проте iншi числовi значення
параметрiв автоколивального процесу вiдрiзняються один вiд одного iстотно.

Рис. 2, а вiдображає змiну кутової швидкостi ϕ̇(t) долота за часом для задачi 1. Аналiз
цiєї функцiї показав, що автоколивання набули бiльш впорядкованої квантованої структури
з довжиною кванта ∆t = 2L/3β ≈ 0,20833, однакової для обох задач (рис. 2, б ). Такий
ефект для однорiдних БК описаний в [6].
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V. I. Gulyayev, P. Z. Lugovyy, O.V. Glushakova

Bifurcations of wave torsion autovibrations of articulated drill columns.

On the basis of calculations of the nonlinear frictional interaction of a bit and broken rock, the

problem on the excitation of wave and vibration torsion motions of a hyperdeep drill column is

stated. The effects of the wave refraction-reflection at the joint points are taken into account. The

influence of the incident wave delay on the dynamic process is investigated.
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