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Встановлюється розв’язнiсть задачi Кошi для сингулярного еволюцiйного рiвняння

з псевдобесселевим оператором, побудованим за змiнним символом, у класi неперервних

обмежених початкових функцiй.

Широкий клас операторiв формально можна подати у виглядi A = J−1
σ→x[a(t, x;σ)Jx→σ ], де

J — деяке iнтегральне перетворення, a(t, x;σ) — функцiя (символ) оператора, яка задоволь-
няє певнi умови; якщо a(t, x;σ) ≡ a(σ), то символ називається сталим. На сьогоднi найбiльш
повно дослiджено випадок, коли J = F , де F — перетворення Фур’є. До вказаного класу
належать оператори диференцiювання, дробового диференцiювання та iнтегрування, iнте-
гральнi оператори типу згортки та iншi.

При J = FB , де FB — перетворення Бесселя, еволюцiйнi рiвняння вигляду

∂u(t, x)

∂t
= Au(t, x), (t, x) ∈ (0, T ]× R

+
n , (1)

дослiджувалися у випадку, коли символ a(t, x;σ), як функцiя аргументу σ, є полiномом,
який задовольняє певнi умови (умови параболiчностi). Рiвняння (1) при цьому називається
сингулярним параболiчним рiвнянням. У простiшому випадку, коли a(t, x;σ) ≡ −σ2, σ ∈
∈ (0,∞), оператор A = F−1

Bσ→x
[σ2FBx→σ

] збiгається з оператором Бесселя Bν = d2/dx2 +

+ (2ν + 1)x−1d/dx, ν > −1/2, — фiксований параметр, який вироджується за просторовою
змiнною, а рiвняння (1) з таким оператором вироджується на межi областi.

Класична теорiя задачi Кошi для сингулярних параболiчних рiвнянь побудована в пра-
цях М. I. Матiйчука, В.В. Крехiвського, С.Д. Iвасишена, В.П. Лавренчука, I. I. Веренич
та iн. Задача Кошi для сингулярних параболiчних рiвнянь у класах розподiлiв та ультра-
розподiлiв вивчалася Я. I. Житомирським, В.В. Городецьким, О.В. Мартинюк, В.А. Лi-
товченком та iн. Для рiвнянь вигляду (1) з оператором A, побудованим за змiнним, аналi-
тичним по аргументу σ символом, задача Кошi не вивчалася. У цiй роботi встановлюється
розв’язнiсть такої задачi з обмеженою неперервною на R

n початковою функцiєю, дослiджу-
ються структура та властивостi фундаментального розв’язку задачi Кошi, обгрунтовується
зображення оператора A у виглядi ряду

∞∑

|k|=0

ck(t, x)(−1)|k|Bk,

де B — n-вимiрний оператор Бесселя.
Нехай n — фiксоване натуральне число, i ∈ {1, . . . , n}, Mi, Ωi: R → [0,+∞) — диферен-

цiйовнi, парнi на R функцiї, зростаючi та опуклi на [0,+∞), причому Mi(0) = Ωi(0) = 0,
lim

x→+∞
Mi(x) = lim

x→+∞
Ωi(x) = +∞. За допомогою функцiй Mi та Ωi Б.Л. Гуревич [1] увiв
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простори WM (Rn), WΩ(Cn) та WΩ
M (Cn), названi ним просторами типу W . Зокрема, симво-

лом WΩ
M (Cn) ≡ WΩ1,...,Ωn

M1,...,Mn
позначається сукупнiсть цiлих функцiй ϕ: Cn → C, для яких

∃ c > 0 ∃ aj > 0 ∃ bj > 0, j ∈ {1, . . . , n}, ∀ z = x+ iy ≡ (x1 + iy1, . . . , xn + iyn) ∈ C
n :

|ϕ(z)| 6 c exp

{
n∑

j=1

(−Mj(ajxj) + Ωj(bjyj))

}
.

Послiдовнiсть функцiй {ϕm(z),m > 1} називається збiжною до нуля в просторi WΩ
M (Cn),

якщо вона: 1) рiвномiрно збiгається до нуля в будь-якiй обмеженiй областi Q ⊂ C
n; 2) обме-

жена в WΩ
M (Cn).

Символом
◦
W

Ω
M (Cn) позначимо сукупнiсть усiх цiлих парних за кожною змiнною функцiй

з простору WΩ
M (Cn). Цей простiр з вiдповiдною топологiєю називатимемо основним, а його

елементи — основними функцiями. Сукупнiсть функцiй, заданих на R
n, якi допускають

аналiтичне продовження в C
n i, як функцiї комплексних змiнних, є елементами простору

◦
W

Ω
M (Cn), позначимо символом

◦
W

Ω
M (Rn).

У просторi
◦
WΩ

M (Cn) визначенi i є неперервними оператори Aj = z−1
j ∂/∂zj , j ∈ {1, . . . , n},

а також оператор A := A1 · · ·An [2]. Звiдси випливає, що в просторi
◦
W

Ω
M (Cn) визначенi i

є неперервними оператори Бесселя

Bνj ,zj :=
∂2

∂z2j
+

2νj + 1

zj

∂

∂zj
, νj > −

1

2
, j ∈ {1, . . . , n},

а також оператор Bν1,z1 · · ·Bνn,zn . У просторi ж
◦
W

Ω
M (Rn) визначений i є неперервним опе-

ратор Бесселя Bνj , який вiдповiдає змiннiй xj, j ∈ {1, . . . , n}, а також вiдповiдний оператор
Bν1 · · ·Bνn .

Перетворення Бесселя в просторi
◦
WΩ

M (Rn) визначаються так [2]:

ψ(σ) = FB [ϕ][σ] :=

∫

Rn
+

ϕ(x)jν1(σ1x1) · · · jνn(σnxn)x
2ν1+1
1 · · · x2νn+1

n dx1 · · · dxn,

x = (x1, . . . , xn), σ = (σ1, . . . , σn), R
n
+ = {x = (x1, . . . , xn) ∈ R

n : x1 > 0, . . . , xn > 0},

ϕ ∈
◦
W

Ω
M (Rn); FB [ϕ] ∈

◦
W

Ω1

M1(R
n) ≡

◦
W

Ω1
1,...,Ω

1
n

M1
1
,...,M1

n
, де Ω1

j та M1
j — функцiї, двоїстi за Юнгом

вiдповiдно до функцiй Mj та Ωj , j ∈ {1, . . . , n} [3], при цьому

ϕ(x) = F−1
B [ψ](x) = cν

∫

Rn
+

ψ(σ)jν1(σ1x1) · · · jνn(σnxn)σ
2ν1+1
1 · · · σ2νn+1

n dσ1 · · · dσn;

тут jνi , i ∈ {1, . . . , n}, — нормована функцiя Бесселя; cν = cν1 · · · cνn , cνi = (22νiΓ2(νi+1))−1,

νi > −1/2, i ∈ {1, . . . , n}, — фiксованi параметри; FB

[ ◦
WΩ

M (Rn)
]
=

◦
WΩ1

M1(R
n), оператор FB

є лiнiйним i неперервним.
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У просторi
◦
WΩ

M (Rn) визначений i є неперервним оператор узагальненого зсуву аргу-
менту T ξ

x [2]:

T ξ
xϕ(x) = bν

π∫

0

· · ·

π∫

0

ϕ
(√

x21 + ξ21 − 2x1ξ1 cosω1, . . . ,
√
x2n + ξ2n − 2xnξn cosωn

)
×

× sin2ν1 ω1 · · · sin
2νn ωndω1 · · · dωn, bν = bν1 · · · bνn ,

bνi =
Γ(νi + 1)

Γ(1/2)Γ(νi + 1/2)
, νi > −

1

2
, i ∈ {1, . . . , n}.

Перейдемо до побудови оператора Бесселя за змiнним символом. Нехай a1(t, x1;σ1), . . . ,
an(t, xn;σn) — функцiї, заданi на [0, T ] × R × R, парнi за змiнними xj , σj , j ∈ {1, . . . , n},
якi задовольняють умови:

1) при фiксованих xj , σj функцiя aj(t, xj ;σj) є неперервною функцiєю аргументу t на
вiдрiзку [0, T ]; aj(t, xj ;σj) при фiксованих t, σj — неперервна, обмежена на R функцiя ар-
гументу xj;

2) при фiксованих t, xj функцiя aj(t, xj ;σj) як функцiя змiнної σj допускає аналiтичне
продовження у всю комплексну площину, при цьому

∀ ε > 0 ∃ cεj > 0 ∀σj + iτj ∈ C : |aj(t, xj ;σj + iτj)| 6 cεj exp{Mj(εσj) + Ω(ετj)},

∀ (t, xj) ∈ ΠT := [0, T ] × R,

∃ c0j > 0 ∃ ãj > 0 ∃ bj > 0: | exp{aj(t, xj ;σj + iτj)}| 6

6 c0j exp{−Mj(ãjσj) + Ωj(bjτj)}, σj + iτj ∈ C, ∀ (t, xj) ∈ ΠT .

Тодi в просторi
◦
W

Ω1

M1
(Rn) визначений, є лiнiйним i неперервним оператор

B = F−1
Bσ→x

[a1(t, x1;σ1) . . . an(t, xn;σn)FBx→σ
],

який формально можна вiднести до класу псевдодиференцiальних операторiв, побудованих
за змiнним символом.

Нехай розклад функцiї aj(t, xj ;σj) за змiнною σj, j ∈ {1, . . . , n}, в ряд Тейлора має
вигляд

aj(t, xj ;σj) =

∞∑

kj=0

c2kj (t, xj)σ
2kj
j .

Правильним є таке твердження.
Теорема 1. Оператор B зображується у виглядi

B =

∞∑

k1=0

· · ·

∞∑

kn=0

c2k1(t, x1) · · · c2kn(t, xn)(−1)|k|Bk1
ν1

· · ·Bkn
νn ≡

∞∑

|k|=0

c2k(t, x)(−1)|k|Bk,

c2k(t, x) =

n∏

j=1

c2kj (t, xj), |k| = k1 + · · ·+ kn,

Bνj — оператор Бесселя порядку νj > −1/2, j ∈ {1, . . . , n}.
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Надалi оператор B називатимемо оператором Бесселя нескiнченного порядку.
Нехай

CM1(Rn) ≡ CM1
1
,...,M1

n
:=

{
ϕ ∈ C(Rn) : ∃ c > 0 ∃

≈
aj > 0, j ∈ {1, . . . , n} :

∀x = (x1, . . . , xn) ∈ C
n : |ϕ(x)| 6 c exp

{
−

n∑

j=1

M1
j (

≈
ajxj)

}}
,

де M1
j — функцiя, двоїста за Юнгом до функцiї Ωj, сталi c, ãj > 0 залежать лише вiд

функцiї ϕ, j ∈ {1, . . . , n}.
У смузi ΠT,τ := {(t, x) : τ < t 6 T, x ∈ R

n}, τ > 0, розглянемо задачу про вiдшукання
розв’язку еволюцiйного рiвняння

∂u(t, x)

∂t
= Bu(t, x), (t, x) ∈ ΠT,τ , (2)

який задовольняє початкову умову

u(t, x)|t=τ = ϕ(x), (3)

де ϕ ∈ CM1(Rn); при цьому (3) розумiємо в тому сенсi, що lim
t→τ+0

u(t, x) = ϕ(x) у кожнiй

точцi x ∈ R
n. Введемо позначення: L := ∂/∂t − B.

Пiд фундаментальним розв’язком задачi Кошi (2), (3) розумiтимемо функцiю Γ(t, x; τ, ξ),
(t, x) ∈ ΠT,τ , ξ ∈ R

n, яка має властивостi:
1) LΓ(t, x; τ, ξ) = 0, тобто Γ як функцiя t, x при фiксованих τ , ξ є розв’язком рiвняння (2);
2) lim

t→τ+0

∫
Rn
+

Γ(t, x; τ, ξ)ϕ(ξ)ξ2ν1+1
1 · · · ξ2νn+1

n dξ1 · · · dξn = ϕ(x) у кожнiй точцi x ∈ R
n для

довiльної функцiї ϕ ∈ CM1(Rn).
Для побудови функцiї Γ використаємо метод Левi (метод параметрикса), який полягає

в тому, що функцiю Γ шукаємо у виглядi суми T ξ
xZ + W , де T ξ

xZ — головний доданок,
а W — допомiжний. За головний доданок беремо фундаментальний розв’язок рiвняння (2),
в який входить оператор iз символом a1(τ, ξ1;σ1), . . . , an(τ, ξn;σn) з фiксованою точкою
(τ, ξ) = (τ, ξ1, . . . , ξn). Другий доданок шукаємо у виглядi iнтегрального оператора з ядром,
щiльнiсть якого визначається з деякого iнтегрального рiвняння.

Отже,

Z(t− τ, x; τ, ξ) = F−1
Bσ→x

[
exp

{
(t− τ)

n∏

j=1

aj(τ, ξj ;σj)

}]
.

Основнi властивостi функцiї Z наведемо в таких твердженнях.
Лема 1. При фiксованих t, τ , t > τ , ξ функцiя Z(t − τ, z; τ, ξ) як функцiя змiнної

z = (x1 + iy1, . . . , xn + iyn) ∈ C
n є елементом простору

◦
W

Ω1

M1(C
n), при цьому

∃ d : 0 ∃ b1,j ∈ (0, ãj) ∃ b2,j > bj ∀ z ∈ C
n : |Z(t− τ, z; τ, ξ)| 6

6 d(t− τ)−µ exp

{
(t− τ)

n∑

j=1

(
−M1

j

(
xj

b1,j(t− τ)

)
+Ω1

j

(
yj

b2,j(t− τ)

))}
,
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де ãj , bj > 0 — параметри з умови 2, яку задовольняє функцiя-символ aj(t, xj ;σj), j ∈
∈ {1, . . . , n}, 0 < µ < 1, сталi d, b1,j, b2,j, j ∈ {1, . . . , n}, не залежать вiд τ , ξ.

Лема 2. Для довiльної функцiї ϕ ∈ CM1(Rn)

∫

Rn
+

T ξ
xZ(t− τ, x; τ, ξ)ϕ(ξ)ξ2ν1+1

1 · · · ξ2νn+1
n dξ1 · · · dξn → ϕ(x) (4)

при t → τ + 0 у кожнiй точцi x ∈ R
n.

Лема 3. Для функцiї LT ξ
xZ(t − τ, x; τ, ξ) правильною є нерiвнiсть

|LT ξ
xZ(t− τ, x; τ, ξ)| 6 c0(t− τ)−λ exp

{
−(t− τ)

n∑

j=1

M1
j

(
xj − ξj
b0,j(t− τ)

)}
.

Перейдемо до побудови фундаментального розв’язку рiвняння (2). Цей розв’язок шу-
каємо у виглядi

Γ(t, x; τ, ξ) = T ξ
xZ(t− τ, x; τ, ξ) +W (t, x; τ, ξ),

де

W (t, x; τ, ξ) =

t∫

τ

dµ

∫

Rn
+

T ξ
xZ(t− µ, x;µ, η)Φ(µ, η; τ, ξ)η2ν+1dη,

ν = (ν1, . . . , νn), η2ν+1 = η2ν1+1
1 · · · η2νn+1

n .

Тут Z — визначена ранiше функцiя, Φ(t, x; τ, ξ) пiдберемо так, щоб Γ(t, x; τ, ξ) як функцiя t,
x задовольняла рiвняння (2). Застосувавши до Γ оператор L, знайдемо, що це буде тодi й
лише тодi, коли

Φ(t, x; τ, ξ) = K(t− τ, x; τ, ξ) +

t∫

τ

dµ

∫

Rn
+

K(t− µ, x;µ, η)Φ(µ, η; τ, ξ)η2ν+1dη, (5)

де

K(t− τ, x; τ, ξ) = −LT ξ
xZ(t− τ, x; τ, ξ).

Ряд

Φ(t, x; τ, ξ) =
∞∑

m=1

Km(t− τ, x; τ, ξ), K1 = K,

Km(t− τ, x; τ, ξ) =

t∫

τ

dβ

∫

Rn
+

K(t− β, x;β, η)Km−1(β − τ, η; τ, ξ)η2ν+1dη
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є розв’язком iнтегрального рiвняння (5). Вказаний ряд збiгається абсолютно i рiвномiрно
при 0 < δ0 6 t− τ 6 T ; для обгрунтування збiжностi цього ряду попередньою здiйснюємо
оцiнку повторних ядер Km. У результатi отримаємо оцiнки функцiй Φ та W :

|Φ(t, x; τ, ξ)| 6 d0(t− τ)−λ exp

{
−
t− τ

2

m∑

j=1

M1
j

(
xj − ξj
b0,j(t− τ)

)}
,

|W (t, x; τ, ξ)| 6 d1(t− τ)−λ exp

{
−
t− τ

4

m∑

j=1

M1
j

(
xj − ξj

b0,j(t− τ)

)}
, 0 < λ < 1.

(6)

Iз оцiнки (6) випливає граничне спiввiдношення

lim
t→+0

∫

Rn
+

W (t, x; 0, ξ)ϕ(ξ)ξ2ν+1dξ = 0, ϕ ∈ CM1(Rn). (7)

Iз спiввiдношення (4) при τ = 0 дiстаємо також, що

lim
t→+0

∫

Rn
+

T ξ
xZ(t, x; 0, ξ)ϕ(ξ)ξ

2ν+1dξ = ϕ(x), ϕ ∈ CM1(Rn), (8)

у кожнiй точцi x ∈ R
n. На пiдставi (7), (8) твердимо, що функцiя Γ = T ξ

xZ +W є фунда-
ментальним розв’язком задачi Кошi для рiвняння (2). Основний результат сформулюємо
у виглядi такого твердження.

Теорема 2. Задача Кошi (2), (3) розв’язна у вказаному сенсi. Розв’язок цiєї задачi
зображується формулою

u(t, x) =

∫

Rn
+

Γ(t, x; 0, ξ)ϕ(ξ)ξ2ν+1dξ,

u(t, ·) ∈ CM1(Rn) при кожному t ∈ (0, T ].
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The Cauchy problem for the singular evolution equations

The solvability of the Cauchy problem for singularly evolution equations with a pseudo-Bessel

operator constructed by a variable symbol in a class of continuous bounded initial functions is

established.
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