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Iзоморфнi зображення амальгамованих добуткiв

нескiнченних циклiчних груп скiнченно становими

автоморфiзмами p-адичного кореневого дерева

(Представлено академiком НАН України М.О. Перестюком)

Встановлено, що амальгамованi вiльнi добутки нескiнченних циклiчних груп, якi є ре-

зидуально скiнченними p-групами, дiють точно скiнченно становими автоморфiзмами

p-адичного кореневого дерева Tp, що мiстяться в p-силовськiй пiдгрупi його групи авто-

морфiзмiв.

1. Групи автоморфiзмiв регулярних кореневих дерев є важливим джерелом рiзноманiтних
прикладiв, якi вiдiграють помiтну роль у дослiдженнях з алгебри, геометрiї, голоморфної
динамiки, гармонiчного аналiзу та ергодичної теорiї (див. [1, 2] та списки лiтератури в них).
Особливо цiкавими i зручними для вивчення є тi приклади, якi задаються за допомогою
скiнченних автоматiв або, iнакше кажучи, є групами скiнченно станових автоморфiзмiв
кореневих дерев. Тому природно виникає задача систематичного дослiдження таких груп.
Але насамперед потрiбно з’ясувати, якi групи допускають точнi дiї скiнченно становими
автоморфiзмами (зокрема, з певними додатковими властивостями) кореневих дерев.

Нехай X — деякий клас груп. Нагадаємо (див., напр., [3, с. 56]), що група G називається
резидуально X -групою, якщо для кожного неодиничного елемента g ∈ G iснує нормальна
пiдгрупа Ng в G така, що g 6∈ Ng i факторгрупа G/Ng належить класу X . Якщо X — клас
скiнченних p-груп, то резидуально X -групи називають резидуально скiнченними p-групами.

Кожна злiченна резидуально скiнченна p-група iзоморфно занурюється в p-силовську
пiдгрупу групи автоморфiзмiв регулярного кореневого дерева Tp [4]. Проте питання про
iснування занурення, образ якого є скiнченно становим, потрiбно дослiджувати окремо.
У цiй роботi розглядаються амальгамованi вiльнi добутки скiнченного числа нескiнченних
циклiчних груп, якi є резидуально скiнченними p-групами. Побудовано точнi зображення
таких груп скiнченно становими автоморфiзмами з силовської p-пiдгрупи групи автомор-
фiзмiв регулярного кореневого дерева Tp. Ми встановлюємо, що має мiсце така

Теорема 1. Кожен амальгамований вiльний добуток скiнченного числа нескiнченних
циклiчних груп, який є резидуально скiнченною p-групою, iзоморфно занурюється в пiдгру-
пу скiнченно станових автоморфiзмiв p-силовської пiдгрупи групи автоморфiзмiв p-ади-
чного кореневого дерева.

2. Нагадаємо необхiднi поняття i твердження про кореневi дерева та їх групи автомор-
фiзмiв (докладнiше див., напр., [1, 2]). Нехай n — натуральне число, n > 2. Символом Tn
позначимо n-адичне кореневе дерево, тобто регулярне дерево з видiленою вершиною ва-
лентностi n, кожна iнша вершина якого має валентнiсть n+1. Множину вершин дерева Tn,
якi з’єднанi з його коренем, називатимемо першим рiвнем цього дерева, множину вершин,
якi з’єднанi з вершинами першого рiвня i вiдмiннi вiд кореня, — другим рiвнем i т. д. Вважа-
тимемо, що корiнь утворює нульовий рiвень. Скiнченне кореневе пiддерево, що складається
з усiх вершин вiд нульового до m-го рiвнiв, позначимо Tn,m, m > 1.
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Зафiксуємо деяку множину символiв X, |X| = n, яку називатимемо алфавiтом, i не-
хай X∗ — множина всiх слiв над X. Для кожної вершини дерева Tn зафiксуємо бiєкцiю
мiж вершинами наступного рiвня, якi з’єднанi з цiєю вершиною, i символами алфавiту X.
Кореню дерева Tn поставимо у вiдповiднiсть порожнє слово Λ ∈ X∗. Тодi множинi вершин
дерева Tn взаємно однозначно ставиться у вiдповiднiсть множина X∗, тобто маємо розмiтку
вершин дерева Tn словами над алфавiтом X. Множинi вершин m-го рiвня при цьому вiд-
повiдає множина Xm слiв довжини m. Далi будемо ототожнювати вершини з їх помiтками.
Для кожного слова v ∈ X∗ операцiя приписування слова v злiва до всiх слiв з X∗ визначає
iзоморфiзм кореневого дерева Tn i його кореневого пiддерева Tn,v з коренем у вершинi v.

Позначимо символом GAn групу автоморфiзмiв кореневого дерева Tn. Ця група iзомор-
фна вiнцевому добутку за нескiнченною послiдовнiстю симетричних груп Sn степеня n [1]

GAn ≃

∞

≀
i=1

S(i), S(i)
n ≃ Sn. (1)

Це означає, що кожен автоморфiзм g ∈ GAn однозначно записується рекурентно у виглядi

g = (gx, x ∈ X)π, (2)

де gx ∈ AutTn, x ∈ X, а π ∈ Sn. Автоморфiзм gx дiє на кореневому деревi Tn,x, x ∈ X,
а пiдстановка σ переставляє вершини першого рiвня разом з пiддеревами, коренями яких
є цi вершини. Автоморфiзми gx, x ∈ X, називаються станами першого рiвня автоморфiз-
му g, а пiдстановка σ — його кореневою пiдстановкою. Станами другого рiвня g називають
стани першого рiвня автоморфiзмiв gx, x ∈ X. Iндуктивно визначаються стани k-го рiвня g
для кожного натурального k. Станом 0-го рiвня g є сам g. Таким чином, кожнiй вершинi v
дерева Tn вiдповiдає стан gv автоморфiзму g. Дерево Tn, кожна вершина v якого помiче-
на кореневою пiдстановкою вiдповiдного стану gv, називається портретом автоморфiзму g.
Використовуючи аналогiчну розмiтку усiх невисячих вершин дерева Tn,m (висячi вершини
не розмiчаються), будемо говорити про портрет автоморфiзму дерева Tn,m.

Автоморфiзм g ∈ GAn називається скiнченно становим, якщо g має лише скiнченну
кiлькiсть рiзних станiв. Усi скiнченно становi автоморфiзми утворюють пiдгрупу FGAn

в AutTn.
Будемо надалi використовувати символ e для позначення як тотожного автоморфiзму

дерева Tn чи Tn,m, так i одиничної пiдстановки множини X.
3. Зафiксуємо просте число p i розглянемо кореневе дерево Tp. Для нумерацiї його вер-

шин будемо використовувати алфавiт X = {0, 1, . . . , p−1}. Група GAp проскiнченна, а тому
мiстить єдину з точнiстю до спряженостi p-силовську пiдгрупу, яку позначатимемо симво-
лом SGAp [5]. Група SGAp розкладається у вiнцевий добуток за нескiнченною послiдовнi-
стю регулярних циклiчних груп порядку p [1]. Зафiксуємо цикл σ = (0 1 . . . p−1) довжини p.
Елементами групи SGAp будуть тi автоморфiзми з GAp, у чиїх портретах усi помiтки вер-
шин є степенями циклу σ. Позначимо символом FSGAp перетин пiдгруп FGAp i SGAp

групи GAp.
Усi необхiднi означення i твердження про амальгамованi вiльнi добутки груп можна

знайти в [3]. Розглянемо амальгамований вiльний добуток m (m > 2) нескiнченних ци-
клiчних груп, об’єднаних за нетривiальною власною пiдгрупою кожної з них. Позначимо
твiрнi елементи цих груп g1, . . . , gm вiдповiдно. Оскiльки об’єднана пiдгрупа є власною не-
одиничною в кожнiй з них, то вона породжується, вiдповiдно, елементами gk11 , . . . , gkmm для
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деяких натуральних k1, . . . , km > 2. Це означає, що такий амальгамований добуток має
задання твiрними та визначальними спiввiдношеннями виду

〈y1, . . . , ym | yk11 = · · · = ykmm 〉.

Позначимо його G(k1, . . . , km).
З результатiв робiт [4, 6] випливає
Твердження 1. Група G(k1, . . . , km) iзоморфно занурюється в групу SGAp тодi й лише

тодi, коли кожне з чисел k1, . . . , km є степенем числа p.
4. Зафiксуємо числа k1, . . . , km > 1, m > 2, i опишемо конструкцiю явного iзоморфного

занурення амальгамованого добутку G(pk1 , . . . , pkm) у групу FSGAp.
Нехай k = k1 + · · · + km. Визначимо слова 0i ∈ X∗, поклавши 0i = 0 . . . 0

︸ ︷︷ ︸

i

, i > 1, 00 = Λ.

Множину слiв

{00, . . . , 0k−1},

впорядковану за зростанням їх довжин, розiб’ємо на m пiдмножин D1, . . . ,Dm, включивши
в D1 першi k1 слiв, у D2 — наступнi k2 i т. д., у Dm — останнi km слiв. Визначимо m автомор-
фiзмiв c1, . . . , cm дерева Tp,k, задавши їх портрети. У портретi автоморфiзму ci помiткою
всiх вершин з множини Di буде σ = (0 1 . . . p − 1), а решта вершин отримують помiтку e,
1 6 i 6 m.

Лема 1. Порядок автоморфiзму ci у групi автоморфiзмiв дерева Tp,k дорiвнює pki, 1 6

6 i 6 m.
Доведення леми 1 проводиться iндукцiєю за числом ki.
Позначимо символом Oi орбiту вершини 0k при дiї циклiчної групи 〈ci〉 на Xk, 1 6 i 6 m.
Лема 2. Довжина орбiти Oi дорiвнює pki. Всi iншi орбiти циклiчної групи 〈ci〉 на

вершинах k-го рiвня дерева Tp,k або тривiальнi, або також мають довжину pki, 1 6 i 6 m.
Лема 3. Попарнi перетини орбiт O1, . . . , Ok одноелементнi.
Доведення лем 2 i 3 здiйснюється прямим обчисленням вказаних орбiт з використанням

означення автоморфiзмiв c1, . . . , cm.
Визначимо два набори a1, . . . , am та b1, . . . , bm автоморфiзмiв дерева Tp. Скористаємось

розкладом

GAp ≃ Aut Tp,k ≀GAp,

який прямо випливає з (1). Вiн дозволяє для задання автоморфiзму g ∈ GAp використо-
вувати рекурсiю

g = (gv, v ∈ Xk)c, де gv ∈ GAp, v ∈ Xk, c ∈ Aut Tp,k, (3)

аналогiчну (2). Для кожного i ∈ {1, . . . ,m} за допомогою зображення (3) визначимо ав-
томорфiзми

ai = (di,v, v ∈ Xk)ci, bi = (di,v, v ∈ Xk)e,

де

di,v =







ai, якщо v ∈
( m⋃

j=1
Oj

)〈ai〉
\Oi,

bi, в iншому випадку.
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Лема 4. Автоморфiзми ai та bi мiстяться в групi FSGAp, 1 6 i 6 m.
Справдi, з означення прямо випливає, що ai та bi лежать в SGAp. Крiм того, кожен

з них має не бiльше 2
pk − 1

p− 1
рiзних станiв, звiдки маємо твердження леми.

Лема 5. Кожен з автоморфiзмiв ai та bi має порядок pki, 1 6 i 6 m.
З лем 2 i 3 випливає, що мають мiсце рiвностi

a2i = (d2i,v, v ∈ Xk)c2i , b2i = (d2i,v, v ∈ Xk)e.

Пiсля цього твердження леми 5 одержуємо застосуванням леми 1.
Розглянемо автоморфiзм a з групи GAp, задавши його за допомогою рекурсiї вигля-

ду (2):

a = (e, . . . , e, a)σ.

Лема 6 [1]. Автоморфiзм a мiститься в групi FSGAp i має нескiнченний порядок.
Нехай L = pk1+···+km , li = L/pki , 1 6 i 6 m. Розглянемо автоморфiзми

gi = (ai, a
li , . . . , ali), 1 6 i 6 m,

i

h = (e, aL, . . . , aL), 1 6 i 6 m.

Позначимо Gi = 〈gi〉, 1 6 i 6 m, H = 〈h〉.
Лема 7. Кожна з пiдгруп Gi, 1 6 i 6 m, є нескiнченною пiдгрупою FSGAp. Для

довiльних i, j, 1 6 i < j 6 m, має мiсце рiвнiсть Gi

⋂
Gj = H.

Перша частина леми 7 випливає з лем 4 i 6, а друга — з рiвностей

gk11 = · · · = gkmm = h

i леми 3.
Нехай тепер G = 〈g1, . . . , gm〉. З леми 7 випливає, що G < FSGAp i G породжується

своїми циклiчними пiдгрупами G1, . . . , Gm, перетин яких дорiвнює H. Має мiсце
Теорема 2. Група G iзоморфна амальгамованому добутку G(pk1 , . . . , pkm).
Для доведення використовуємо теорему про канонiчний вигляд елемента амальгамова-

ного добутку [3, с. 179]. Досить показати, що в групi G для кожного s > 1 добуток

h0h1 . . . hs,

в якому h0 ∈ H, h0 6= e, h1 ∈ Gj1 \ H, . . . hs ∈ Gjs \ H, j1, . . . , js ∈ {1, . . . ,m}, причому
j1 6= j2 6= · · · 6= js, визначає неодиничний автоморфiзм дерева Tp. Це випливає з того, що
вершина 0ks+1 цього дерева пiд дiєю такого автоморфiзму не є нерухомою.

Теорема 1 тепер випливає з теореми 2.
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Isomorphic representations of amalgamated products of infinite cyclic

groups by finite state automorphisms of a p-adic rooted tree

It is shown that the amalgamated free products of infinite cyclic groups that are residually finite

p-groups admit faithful actions by finite state automorphisms of a p-adic rooted tree Tp contained

in the p-Sylow subgroup of its automorphism group.
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