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Термомеханiчна модель неоднорiдних анiзотропних

оболонок з початковими деформацiями

Розвинуто уточнену математичну модель динамiчної задачi взаємозв’язаної термо-

пружностi неоднорiдних анiзотропних оболонок з урахуванням початкових деформацiй

та анiзотропiї термомеханiчних властивостей матерiалу як у напрямку координатних

лiнiй серединної поверхнi, так i в трансверсальному напрямку.

Пружнi оболонки як важливi елементи багатьох конструкцiй широко використовуються
в рiзних областях сучасної технiки. Тому розрахунок таких елементiв конструкцiй на тем-
пературнi напруження залишається проблемою, яка цiкавить iнженерiв [1, 2]. Бiльшiсть
дослiджень у цьому напрямi стосувались однорiдних конструкцiй з традицiйних матерiалiв
на основi моделей iзотропного [2–4] або ортотропного тiла [2, 5]. Для неоднорiдних анiзо-
тропних матерiалiв такi дослiдження проводилися значно менше [6, 7].

Метою повiдомлення є розвиток лiнiйної математичної моделi динамiчної поведiнки
податливих поперечним деформацiям зсуву i стисненню неоднорiдних анiзотропних тер-
мопружних оболонок з урахуванням початкових деформацiй та анiзотропiї матерiалу як
у площинi серединної поверхнi, так i в напрямку її нормалi.

Нехай оболонка сталої товщини 2h, серединна поверхня якої вiднесена до ортогональ-
них криволiнiйних координат α1, α2, нагрiвається нерiвномiрним температурним полем t,
зумовленим зовнiшнiм нагрiвом або деформацiєю оболонки. A1, A2 — коефiцiєнти Ламе
серединної поверхнi, k1, k2 — головнi кривини, z — координата у напрямку зовнiшньої
нормалi до серединної поверхнi. Матерiал оболонки вважаємо неоднорiдним по товщинi
i анiзотропним, що має в кожнiй точцi одну площину пружної i теплової симетрiї, до якої
перпендикулярна вiсь z. На оболонку також дiють власнi напруження, зумовленi несумiс-
нiстю дисторсiй [8], та поверхневе навантаження. Тодi, використовуючи методи термодина-
мiки необоротних процесiв i подання вектора перемiщень i температурного поля лiнiйними
функцiями вiд нормальної координати [9], для вiльної енергiї, вiднесеної до одиницi площi
серединної поверхнi оболонки i її диференцiалу, одержимо такi вирази:
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Aijkl, Bijkl, Dijkl — iнтегральнi характеристики жорсткостi оболонки; At
ij , B

t
ij, Dt

ij — iн-
тегральнi характеристики коефiцiєнтiв термопружностi; (εij , ε33, εi3,æij ,æi3) — компоненти
деформацiї серединної поверхнi; (ε0ij , ε

0
33, ε

0
i3,æ

0
ij,æ

0
i3) — iнтегральнi характеристики компо-

нентiв початкової деформацiї (дисторсiй) [9]; S — питома ентропiя; ce(α1, α2, z) — питома
теплоємнiсть; T̃ — абсолютна температура; T0 — початкова температура; t — прирiст тем-
ператури.

Iз формул (1) i (2) випливають фiзичнi спiввiдношення термопружностi неоднорiдних
анiзотропних оболонок для зусиль Nij i моментiв Mij . Обмежившись жорсткостями не вище
другого порядку i перейшовши до двоiндексних позначень, запишемо цi спiввiдношення
у виглядi
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де iнтегральнi характеристики коефiцiєнтiв мембранної Aij, мембранно-згинної Bij i згин-
ної Dij жорсткостей, коефiцiєнтiв термопружностi At
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k′ — коефiцiєнт зсуву; T ≡ T1; T
∗ ≡ T2.
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Рiвняння для визначення iнтегральних характеристик температури T1 i T2 виведемо
iз записаного в диференцiальнiй формi закону збереження енергiї для анiзотропного тi-
ла [3, 6]. За умови конвективного теплообмiну з навколишнiм середовищем з температурою
t±c (α1, α2, τ) i коефiцiєнтами тепловiддачi α±

z (α1, α2) на поверхнях z = ±h та лiнiйного роз-
подiлу температури вздовж товщини одержимо таку систему рiвнянь теплопровiдностi для
неоднорiдних анiзотропних оболонок:
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wt — густина теплових джерел; λij(α1, α2, z) — коефiцiєнти теплопровiдностi.
Рiвняння (3) i (4) разом з рiвняннями руху

(A2N11),1−A2,1 N22+(A1N21),2+A1,2 N12+k1A1A2N13 = A1A2(Ï1−q1), (1 ⇔ 2),

(A1A2)
−1[(A2N13),1 +(A1N23),2 ]− k1N11 − k2N22 = Ï3 − q3,

(A2M11),1−A2,1 M22+(A1M21),2+A1,2 M12−A1A2N13 = A1A2(J̈1−m1), (1 ⇔ 2),

(A1A2)
−1[(A2M13),1 +(A1M23),2 ]− k1M11 − k2M22 −N33 = J̈3 −m3

(5)

i геометричними рiвняннями
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−1γ2A1,2 , (1 ⇔ 2),
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1 γ3,1 , (1 ⇔ 2), ε33 = γ3

(6)
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Таблиця 1

Кут армування ϕ
◦ 0 15 30 45 60 75 90

Теорiя пружностi 0,00 0,15 2,00 5,35 14,80 17,60 18,80

Уточнена теорiя оболонок 0,00 0,11 1,24 4,65 12,00 15,62 17,88

Класична теорiя оболонок −1,30 −1,01 −1,55 0,00 1,05 0,70 1,10

складають повну систему рiвнянь теорiї взаємозв’язаної термопружностi податливих попе-
речним деформацiям зсуву i стисненню неоднорiдних анiзотропних оболонок з урахуванням
початкових деформацiй ε0ij , æ

0
ij . Для однозначностi розв’язку цiєї системи на краях оболон-

ки потрiбно задати вiдповiднi граничнi i початковi умови на механiчнi та температурнi
величини.

Для пiдтвердження необхiдностi врахування поперечних характеристик суттєво анi-
зотропного матерiалу при розрахунку температурних напружень проведемо порiвняння
розв’язку задач для шаруватих анiзотропних оболонок на основi уточненої теорiї цiєї ро-
боти i класичної теорiї оболонок з розв’язком лiнiйної теорiї пружностi, яка для пружного
матерiалу i малої деформацiї є безсумнiвним стандартом точностi.

Розглянемо незв’язану статичну задачу температурних напружень для чотиришарової
косокутно армованої (+ϕ◦/− ϕ◦/− ϕ◦/+ ϕ◦) осесиметричної цилiндричної оболонки з вiд-
носною товщиною h/R = 1/21, яка нагрiвається сталою температурою t = t∗ = const. За
матерiал кожного шару вiзьмемо графiтоепоксидний композит з такими властивостями [10]:
E1 = 138 ГПа; E3 = 6,9 ГПа; αt

11 = 1 · 10−6 K−1; αt
33 = 16,55 · 10−6 K−1; ν21 = ν23 = 0,25;

G12 = 4,1 ГПа; G23 = 3,4 ГПа, де iндекс 1 позначає напрям вздовж волокон армування,
а iндекси 2, 3 — поперек волокон.

Результати обчислень вiдносного колового напруження σθ(h)/t
∗ на зовнiшнiй поверхнi

оболонки z = h залежно вiд кута армування волокон ϕ◦ наведенi в табл. 1.
При цьому обчислення проводилися для трьох випадкiв: на основi рiвнянь теорiї пру-

жностi [10], на основi рiвнянь уточненої теорiї оболонок цiєї роботи i на основi рiвнянь
класичної теорiї оболонок [4].

З таблицi видно, що розв’язок, одержаний на основi рiвнянь уточненої теорiї оболонок,
достатньою мiрою кiлькiсно i якiсно узгоджується з точним, а неврахування поперечної
нормальної деформацiї може призвести не тiльки до значної кiлькiсної вiдмiнностi у ви-
значеннi колових напружень, але, навiть, до якiсно неправильних результатiв для суттєво
анiзотропних матерiалiв.

Таким чином, розвинуто лiнiйну математичну модель динамiчного деформування тер-
мопружних неоднорiдних анiзотропних оболонок з урахуванням анiзотропiї термомеханiч-
них властивостей матерiалу як у серединнiй поверхнi, так i в нормальному до неї напрямку.
Проведено порiвняльний аналiз температурних напружень для тестової задачi теорiї оболо-
нок з вiдповiдним розв’язком теорiї пружностi. З аналiзу випливає, що результати, одержанi
на основi запропонованої моделi, кiлькiсно i якiсно узгоджуються з точними, а неврахуван-
ня поперечної анiзотропiї матерiалу може призвести до неправильних результатiв.
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А thermomechnical model of heterogeneous anisotropic shells with

initial deformations

A refined mathematical model of the dynamical problem of coupled thermoelasticity of heterogeneous

anisotropic shells accounting for initial deformations and an anisotropy of material thermomechanic

properties both in the median surface and the transversal direction is developed.
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