
УДК 533

© 2010

Я.Ф. Лелеко, член-корреспондент НАН Украины К. Н. Степанов

Ионно-звуковые колебания в сильнонеизотермической

слабоионизированной неоднородной водородной плазме

Отримано стацiонарний розподiл параметрiв сильнонеiзотермiчної слабкоiонiзованої

водневої плазми у гiдродинамiчному наближеннi в областi квазiнейтральностi та у пе-

рехiдному шарi мiж дiалектриком та плазмою з урахуванням ефектiв iонiзацiї, переза-

рядження, дифузiї, в’язкостi та самоузгодженого електричного поля. Визначено функ-

цiю розподiлу iонiв за швидкостями за отриманим розподiлом потенцiалу самоузгод-

женого поля. Знайдено залежностi частоти та декременту затухання iонно-звуко-

вих коливань вiд хвильового вектора, що пов’язаний з зiткненнями частинок у плазмi,

з одержаними параметрами у локальному наближеннi.

1. В настоящей работе исследованы распространение и поглощение объемных ионно-зву-
ковых колебаний в сильнонеизотермической слабоионизированной водородной плазме в ло-
кальном приближении. Расчет равновесных параметров плазмы проведен в гидродинами-
ческом приближении с учетом эффектов ионизации, перезарядки, диффузии, вязкости и са-
мосогласованного электрического поля, определяющего появление переходного (дебаевско-
го) слоя на границе плазмы вследствие более быстрого ухода электронов на стенку.

В работах [1, 2] подобная задача решалась в кинетическом приближении и с помощью
вероятностного подхода. Из кинетического уравнения получена функция распределения
ионов по скоростям с помощью найденного распределения потенциала самосогласованного
поля. В заключительной части работы найдены зависимости реальной и мнимой частей
частоты объемных ионно-звуковых колебаний как функции волнового вектора в локальном
приближении для полученных равновесных параметров плазмы.

2. По аналогии с теориями Шоттки [3] и Ленгмюра–Тонкса [4] предполагалось, что
плазма сосредоточена в области −L 6 x 6 L, однородна по осям y, z и состоит из ато-
мов и ионов атомарного водорода и электронов. Температуры частиц плазмы и плотность
атомов водорода не зависят от координат. Ионизация осуществляется прямым электрон-
ным ударом, а рекомбинация — на стенке. Распределение потенциала в плазме монотонно.
Области x > L и x 6 −L заполнены диэлектриком. При выполнении этих условий для
стационарного случая газодинамические уравнения движения и непрерывности для ионов
и электронов, соответственно, и уравнение Пуассона имеют следующий вид:
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Рис. 1

где v, n, T , m, ν — гидродинамическая скорость, плотность, температура, масса, эффектив-
ная частота столкновений ионов или электронов согласно нижним индексам; e — элемен-
тарный заряд; ϕ — потенциал самосогласованного поля; α — частота ионизации, штрихом
обозначена производная по x.

Выбраны следующие значения граничных условий при x = 0 и постоянных парамет-
ров плазмы: vi(0) = ve(0) = 0, ϕ(0) = 0, ϕ′(0) = 0, ni(0) = ne(0) = N0 = 1012 см−3,
nn = 1015 см−3, Te = 2 эВ, Ti = Tn = 0,05 · Te = 0,1 эВ, где nn и Tn — плотность и тем-
пература нейтральных атомов водорода. Граничное условие в точке контакта плазмы со
стенкой определим из условия равенства гидродинамического потока ионов (или электро-
нов) и потока электронов из уравнения стандартной теории тока на зонд [5] (при отсутствии
эффектов отражения и эмиссии электронов со стенки):

Γi(L) = ni(L)vi(L) =
1

4
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√

8Te

πme
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.

Частоты ионизации и столкновений рассчитаны с помощью соотношений: α = σivenn,
νi = νex + α, νe = νen; νex = σexnnvT i, νen = σennnvTe, где νex, σex — частота и сечение
перезарядки ионов на атомах водорода; νen, σen — частота и сечение упругих столкновений
электронов и атомов водорода; vT i =

√

Ti/mi, vTe =
√

Te/me — тепловые скорости электро-
нов и ионов, соответственно. Для величин σex и σen были взяты табличные значения для
соответствующих температур. Усредненное произведение сечения ионизации на скорость
налетающих электронов для малых значений Te рассчитано с помощью интерполяционной
формулы:

σive = 9,8 · 10−8

√

x(x+ 1)

x+ 0,73
exp(−x) см−1c−1, x =

13,6

Te

.

Для плазмы с указанными выше параметрами частота ионизации, эффективные часто-
ты столкновений и тепловые скорости ионов и электронов, соответственно, принимают сле-
дующие значения: α = 1,05·105 c−1, νi = 2,18·106 c−1, νe = 2,55·108 c −1, vT i = 3,09·105 см/с,
vTe = 5,93 ·107 см/с. Численное решение системы уравнений (1)–(5) с заданными выше гра-
ничными условиями представлено на рис. 1 и 2. Цифрами обозначены зависимости от x/rD
следующих величин: 1 — vi/(20vs); 2 — ve/(20vs); 3 — ni/N0; 4 — ne/N0; 5 — (−eϕ)/(20Te);
6 — (rDeeϕ

′)/(2Te); 7 — Γi/(N0vs)), где rDe =
√

Te/(4πe2N0) = 1,05 · 10−3 см — радиус
Дебая–Хюккеля; vs =

√

Te/mi = 1,38 · 106 см/с — скорость ионного звука. Полуширина
плазмы L = 3322,24rDe = 3,49 см. На рис. 1 показано пространственное распределение па-
раметров плазмы в области 0 6 x 6 L − 30rDe, а на рис. 2 — в переходном слое шириной
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Рис. 2

30rDe на границе раздела диэлектрик — плазма. Интегрирование системы уравнений (1)–(5)
вблизи точки vi = vs производится с помощью условия квазинейтральности ni = ne вмес-
то уравнения (5), что позволяет избавиться от сингулярности. При учете в правых частях
уравнений (1) и (3) членов, описывающих вязкость, сингулярность в точке vi = vs не на-
блюдается.

3. Предположим, что атомы водорода имеют максвелловское распределение по скорос-
тям. Тогда для нахождения стационарной функции распределения ионов по скоростям f
воспользуемся кинетическим уравнением [2]

vxf
′ = (νnix + αnhex)f0x − νf, (6)

где f = f(x, ε); ε = miv
2
x/2 + eϕx — энергия ионов; vx =

√

2(ε− eϕx)/mi — скорость ионов;
ν = νex; f0x = 1/(

√
2πvT i) exp(−v2x/(2v

2
T i)). Нижний индекс x в этом разделе означает прина-

длежность к точке с координатой x. Первый член в правой части уравнения (6) описывает
увеличение числа ионов за счет перезарядки и ионизации соответственно, второй — их
уменьшение за счет перезарядки. Скорости ионов в момент рождения в результате переза-
рядки или ионизации имеют максвелловское распределение по скоростям с температурой
нейтральных атомов водорода. В качестве граничного условия для (6) в случае, когда все
налетающие ионы поглощаются (рекомбинируют) на стенке, будем считать, что ионы, ле-
тящие от стенки, отсутствуют. Тогда решение уравнения (6) для ионов, летящих от стенки
(vx < 0) и в противоположном направлении (vx > 0), имеют, соответственно, следующий
вид:
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Рис. 3

Для частиц, энергия которых ε < 0, xt — точка поворота и, следовательно, vxt
= 0 и ε =

= eϕxt
, для частиц с положительной энергий ε > 0, xt = 0. Распределение по скоростям

в середине плазмы f−

x=0,vx
= f+

x=0,vx
вследствие симметрии плазмы. Подставляя в (7) и (8)

полученные при гидродинамическом рассмотрении зависимости ni(x) и ϕ(x), находим рас-
пределение ионов по скоростям f

(

vi/(
√
2vT i)

)

для различных значений x/rD, которое пред-
ставлено на рис. 3. Зависимость 1 соответствует x = 0; 2 — x = 2000rD ; 3 — x = 3000rD ;
4 — x = L − 10rD; 5 — x = L.

Было произведено сравнение распределения плотности ионов, полученное при гидроди-
намическом рассмотрении и при интегрировании функции распределения ионов (7), (8) по
всему пространству скоростей. Различие между результатами в области (L−30rDe 6 x 6 L)
составляет 6 10%. Применение гидродинамики в данной области не совсем корректно из-за
очень редких столкновений. Однако в этой узкой области, где равновесные параметры пла-
змы изменяются существенно под действием сильного согласованного электрического поля,
вызванного разделением зарядов, диссипативные члены в уравнениях (1)–(4), полученные
из кинетических уравнений в гидродинамическом приближении, малы и ими можно прене-
брегать. В глубине плазмы различие между результатами не превышает 1%. Такой сравни-
тельный анализ позволяет говорить о хорошем соответствии сравниваемых приближений.

4. В рассмотренной выше сильнонеизотермической плазме (Ti ≪ Te) возможно возник-
новение ионно-звуковых колебаний.

Будем считать, что все переменные, которые описывают колебания, малы по сравнению
со стационарными равновесными величинами и изменяются в локальном приближении как

exp
[

i
( x
∫

0

kx(ξ)dξ + kyy − ωt
)]

, где ω — частота; kx и ky — компоненты волнового вектора.

Для описания движения электронов и ионов воспользуемся совместно с уравнением
Пуассона линеаризованной системой гидродинамических уравнений, справедливых при
Reω ≫ Imω и для редких соударений, приводящих к появлению затухания Imω, опре-
деляемого диссипативными слагаемыми с точностью до коэффициентов порядка единицы:

(−iω1 + v′0i)ni + (ikxn0i + n′

0i)vix + ikyn0iviy = αne, (9)
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Рис. 4
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−k2ϕ = 4πe(ne − ni), (15)

где ω1,2 = ω − kxv0i,e; k =
√

k2x + k2y; ηi = v2T i/(νci + νex); ηe = v2Te/(2νce + νen); νci,e =

= σci,eN0vT i,e; σci,e = π(e2/Ti,e)
2Li,e; Li = ln(

√

T 3
i /(4πe

6n0i)); Le = ln(Te

√

Ti/(4πe6n0i));
ηi,e; νci,e; σci,e; Li,e — коэффициент вязкости, частота и сечение кулоновских столкновений,
кулоновский логарифм ионов и электронов соответственно. Индекс 0 показывает принад-
лежность гидродинамической скорости и плотности к равновесному состоянию. Для дан-
ных параметров плазмы ηi = 7,69 · 103 см2/с, ηe = 1,3 · 107 см2/с, νci = 1,02 · 107 с−1,
νce = 1,56 · 107 с−1. В левых частях уравнений (10), (13) и (15) пренебрегается членами
ik′xηivix, ik

′

xηevex и ik′xϕ по сравнению с k2ηivix, k
2ηevex и k2ϕ в соответствии с локальным

приближением.
Систему уравнений (9)–(15) можно преобразовать в дисперсионное уравнение 6-й сте-

пени относительно ω, два корня которого близки к бесстолкновительным ионно-звуковым
колебаниям. Численное решение этого уравнения в области плазмы, граничащей с диэле-
ктриком, размером 1000rD показано на рис. 4 для случая kyrDe = 0,01, Reω1 > 0. Цифрами
1, 2, 3 обозначены реальные части ω1, а цифрами 4, 5, 6 — мнимые для случаев kx ≪ ky,
kxrDe = 0,01 и 0,05 соответственно. Графики представлены в двух масштабах. Это связано
с тем, что в области квазинейтральности (x 6 L− 30rDe) значения частот изменяются сла-
бо в отличие от переходного слоя (L − 30rDe 6 x 6 L), в котором существенно меняются
равновесные параметры плазмы.

В области квазинейтральности можно получить приближенные выражения для реаль-
ной и мнимой частей решения дисперсионного уравнения, соответствующего положитель-
ному значению ω1, для различных значений kxrDe.

Для kx ≪ ky krDe = 0,01
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Ошибка в выражениях (16)–(21) не превышает 1–3% от точного решения дисперсион-
ного уравнения. Вдали от переходного слоя (x = (L− 1000)rDe) в формулах для реальной
части частоты (16), (18), (20) главным является слагаемое, определяющее частоту длинно-
волновых ионно-звуковых колебаний в бесстолкновительной плазме с учетом малого вклада
холодных ионов, вклад остальных членов в этой области не превышает 2–4%. Однако на
границе переходного слоя (x = (L − 30)rDe) вклад членов ∼ (n′

i0/ni0)
2 в (16), (18) состав-

ляет ∼ 70%. В декремент затухания (17), (19), (21) как в глубине плазмы, так и на границе
переходного слоя основной вклад вносят слагаемые, связанные с перезарядкой ионов, ион-
ной вязкостью, электронной вязкостью за счет столкновений с нейтральными частицами
и электронами, как и однородной плазме, и слагаемое, связанное с градиентом гидроди-
намической скорости ионов, обусловленного дрейфом ионного газа под действием самосо-
гласованного электрического поля, вызванного разделением зарядов, причем вклад зтого
слагаемого при приближении к переходному слою возрастает с 2–10% до 23–72%. Слагае-
мые, связанные с ионизацией и столкновениями электронов с нейтралами, малы.

5. Из формул (16)–(21) видно, что в глубине плазмы частота ионно-звуковых коле-
баний слабо отличаются от ωs = kvs, а затухание обусловлено эффектами, связанными
с перезарядкой и вязкостью ионов и электронов. При приближении к переходному слою
(x . (L−30)rDe) существенную роль в выражениях для реальной и мнимой частей решения
системы (9)–(15) начинают играть члены, связанные с неоднородностью гидродинамической
скорости и плотности ионного газа, обусловленные действием самосогласованного электри-
ческого поля. Однако в переходном слое гидродинамическое приближение для расчетов
диссипативных членов неприменимо, так же, как и локальное приближение. В области, где
сильно изменяются равновесные параметры плазмы, основную роль при распространении
ионно-звуковой волны играет бесстолкновительное действие самосогласованного поля.
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Ion-sound oscillations in strongly nonisothermic weakly ionized

nonuniform hydrogen plasma

A stationary distribution of strongly nonisothermic weakly ionized hydrogen plasma parameters

is obtained in the hydrodynamic approximation in a quasineutrality region in the transient layer

between the plasma and a dielectric taking the ionization, charge exchange, diffusion, viscosity,

and a self-consistent electric field into account. The ion velocity distribution function is determined

with the help of the obtained self-consistent field potential distribution. The ion-sound oscillation

frequency and the collisional damping decrement as functions of the wave vector in the plasma with

the obtained parameters are found in the local approximation.
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