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(Представлено академiком НАН України А.М. Самойленком)

Розглянуто новий аналог леми Бiхарi для розривних функцiй та його застосування при

дослiдженнi задачi стiйкостi розв’язкiв iмпульсних систем диференцiальних рiвнянь.

У роботi розглядається новий аналог леми Гронуолла–Беллмана–Бiхарi для нелiнiйних iн-
тегро-сумарних нерiвностей, що узагальнює результати робiт [1–6]. Поширено метод “за-
морожування коефiцiєнтiв” для iмпульсних систем диференцiальних рiвнянь з видiленим
лiнiйним наближенням та нелiнiйностями нелiпшицевого типу, що входять у праву части-
ну збуреної системи. Отримано новi достатнi умови асимптотичної стiйкостi (рiвномiрної)
тривiального розв’язку систем диференцiальних рiвнянь при параметричному та нелiпши-
цевому типi iмпульсного збурення.

Допомiжнi результати.

Лема 1 [6]. Нехай невiд’ємна, кусково-неперервна на J = [t0,∞[ функцiя V (t) з розри-
вами першого роду в точках {ti} : t1 < t2 < · · · , lim

i→∞

ti = ∞, задовольняє iнтегро-сумарну

нерiвнiсть

V (t) 6 ψ(t) +

t
∫

t0

q(τ)V (τ) dτ +
∑

t0<ti<t

aiV
r(ti − 0), (1)

де ψ(t) — додатна, монотонно неспадна на J функцiя, q(t) > 0, q(t) ∈ C(J), ai > 0, r > 0.
Тодi для V (t) справедливi такi оцiнки:

V (t) 6 ψ(t)
∏

t0<ti<t

(1 + aiψ
r−1(ti)) exp

[ t
∫

t0

q(s) ds

]

, 0 < r < 1, ∀ t > t0, (2)
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V (t) 6 ψ(t)
∏

t0<ti<t

(1 + aiψ
r−1(ti)) exp

[

r

t
∫

t0

q(s) ds

]

, r > 1, ∀ t > t0. (3)

Лема 2. Нехай невiд’ємна, кусково-неперервна на J = [t0,∞[ функцiя W (t) з розрива-
ми першого роду в точках {ti} : t1 < t2 < · · · , lim

i→∞

ti = ∞, задовольняє iнтегро-сумарну

нерiвнiсть

W (t) 6 φ(t) +

t
∫

t0

p(τ)Wm(τ) dτ +
∑

t0<ti<t

βiW
n(ti − 0), (4)

де φ(t) > 0, p(t) > 0, p(t) ∈ C(J), βi > 0, m, n > 0, m 6= 1, φ(t) неспадна на J . Тодi W (t)
задовольняє такi оцiнки:

W (t) 6 φ(t)
∏

t0<ti<t

(1 + βiφ
n−1(ti))

[

1 + (1−m)

t
∫

t0

φm−1(τ)p(τ) dτ

]1/(1−m)

,

0 < m < 1, 0 < n 6 1 ∀ t > t0,

(5)

W (t) 6 φ(t)
∏

t0<ti<t

(1 + βimφ
n−1(ti))

[

1− (m− 1)

[

∏

t0<ti<t

(1 + βimφ
n−1(ti))

]m−1

×

×

t
∫

t0

p(τ)φm−1(τ) dτ

]

−1/(m−1)

, m > 1, n > 1 (6)

∀ t > t0 :

t
∫

t0

p(τ)φm−1(τ) dτ 6
1

m
,

∏

t0<ti<t

(1 + βimφ
n−1(ti)) <

(

m

m− 1

)1/(m−1)

.

(7)

Доведення. Очевидно, для 0 < m < 1, 0 < n 6 1 (згiдно зi схемою, запропонованою
в [2]), що ∀ t ∈ [tk, tk+1[:

u(t) 6 1 +

k
∑

i=1

βiφ
n−1(ti)

[

i−1
∏

j=1

(1 + βjφ
n−1(tj))

]n[

1+(1−m)

t
∫

t0

φm−1(τ)p(τ) dτ

]n/(1−m)

+

+

k
∑

i=1

ti
∫

ti−1

p(τ)φm−1(τ)

[

i−1
∏

j=1

(1+βjφ
n−1(tj))

]m[

1+(1−m)

τ
∫

t0

φm−1(σ)p(σ) dσ

]n/(1−m)

dτ +

+

t
∫

tk

p(τ)φm−1(τ)um(τ) dτ 6

k
∏

i=1

(1 + βiφ
n−1(ti))×

×

[

1 + (1−m)

tk
∫

t0

φm−1(τ)p(τ) dτ

]1/(1−m)

+

t
∫

tk

p(τ)φm−1(τ)um(τ) dτ,
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u(t) 6

{[

k
∏

i=1

(1 + βiφ
n−1(ti))

]1−m[

1 + (1−m)

tk
∫

t0

φm−1(τ)p(τ) dτ

]

+

+ (1−m)

t
∫

tk

φm−1(τ)p(τ) dτ

}1/(1−m)

6

6

k
∏

i=1

(1 + βiφ
n−1(ti))

[

1 + (1−m)

t
∫

t0

φm−1(τ)p(τ) dτ

]1/(1−m)

.

Тут u(t) = W (t)/φ(t).
Схема доведення для випадку m > 1, n > 1 аналогiчна.
Основний результат. Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь вигляду

dx

dt
= A(u)x, t 6= ti,

∆x
∣

∣

t=ti
= Bx,

(8)

де A(u), B — постiйнi (n × n)-матрицi; u — деякий параметр, u ∈ D ⊂ R
m ⊂ R

n (m 6 n),
D — деяка обмежена область, A(u) ∈ C1(D), A — матриця, записана в канонiчнiй формi.

Послiдовнiсть моментiв {ti} така, що ti → ∞ при i → ∞ i

∆x
∣

∣

t=ti
= x(ti + 0, u)− x(ti − 0, u) = Bx = Bx(ti − 0, u).

Розв’язок x(t, u) системи (8) у загальному випадку є кусково-неперервною функцiєю з роз-
ривами 1-го роду при t = ti, причому

dx

dt
= A(u)x (9)

для всiх t ∈ [ti, ti+1[ i

x(ti + 0, u) − x(ti − 0, u) = Bx(ti − 0, u). (10)

Будемо припускати, що (9), (10) виконанi для всiх u з областi D ⊂ R
m i функцiя x(t, u)

неперервна за t злiва в точцi ti, тобто

x(ti − 0, u) = lim
t→ti−0

x(t, u), ∀u ∈ D. (11)

Разом iз системою (8) розглянемо систему збуреного руху

dx

dt
= A(ψ(t))x, t 6= ti,

∆x
∣

∣

t=ti
= Bx.

(12)

Тут ψ(t) ∈ C1(J), J = [t0,∞[.
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Нехай ‖
•

ψ(t)‖ 6 δ(t), де δ(t) — монотонно спадна функцiя ∀ t > t0, причому iснує скiн-
ченна границя

____

lim
t→∞

1

t− t0

t
∫

t0

s
∫

t0

δ(σ) dσds = l = const <∞. (13)

Припустимо, що матриця B+E невироджена, а послiдовнiсть моментiв часу {ti}, в яких
вiдбувається миттєве збурення, задовольняє умову [1]

Θ2 > ti+1 − ti > Θ1 > 0, ∀ i = 1, 2, . . . . (14)

Нехай також знайдеться постiйна η така, що
∥

∥

∥

∥

∂A(u)

∂u

∥

∥

∥

∥

6 η, η > 0, ∀u ∈ D. (15)

Позначимо через x(t, u) розв’язок системи (8), який при t = t0 дорiвнює x0 для всiх u ∈ D.
Тодi

x(t, u) = eA(u)(t−ti)
∏

t0<tj<t

(E +B)eA(u)(tj−tj−1)x0

при t ∈ ]ti, ti+1[.
Якщо γ(u) = max

k
Reλk(A(u)), де λk — власнi числа матрицi A(u), то справедлива оцiнка

(аналогiчно з результатами [1–3])

‖eA(u)(t−τ)‖ 6 e(ε1+γ(u))(t−τ), ε1 > 0, ∀u ∈ D, ∀ t > τ. (16)

Тут ε1 — довiльне як завгодно мале число.
Тодi

‖x(t, u)‖ 6 e(ε1+γ(u))(t−t0)αi(t0,t)‖x0‖, ∀ t > t0,

де α2 = max
j
λj[(E + B)T (E + B)]; (E + B)T — транспонована матриця; i(t0, t) — кiлькiсть

точок {ti} на iнтервалi J = [t0, t[.
На пiдставi (14) отримаємо оцiнку

‖x(t, u)‖ 6 exp

(

ε1 + γ(u) +
1

Θj
lnα

)

(t− t0)‖x0‖, (17)

де

1

Θj
lnα =















1

Θ1
lnα, α > 1,

1

Θ2
lnα, 0 < α < 1.

Нехай
∼

x(t) — розв’язок системи

dx

dt
= A(ψ(t))x, (18)
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який обертається в
∼

x0 = x0 при t = t0. Тодi справедлива оцiнка

‖
∼

x(t)‖ 6 e(ε1+γ)(t−t0)e
η

t
∫

t0

s
∫

t0

δ(σ)dσds

‖
∼

x0 ‖ 6 e(ε2+γ+ηl)(t−t0)‖
∼

x0 ‖, ∀ t > t0, ε2 > 0. (19)

Враховуючи (19), можна вважати, що для всiх u ∈ D для матрицанту Ω(t, t0) системи (18)
виконується нерiвнiсть

‖Ω(t, t0)‖ 6 e(ε+γ+ηl)(t−t0), ∀ t > t0, ε > 0.

Тодi, якщо X(t, t0) — матриця Кошi системи (12), маємо

‖X(t, t0)‖ 6 e

(

ε+γ+ 1

Θj
lnα+ηl

)

(t−t0)
. (20)

Оскiльки будь-який розв’язок x∗(t) (x∗(t0) = x∗0 =
∼

x0 = x0) системи (12) має вигляд x∗(t) =
= X(t, t0)x0, то з (20) отримаємо ‖x∗(t)‖ →

t→∞

0, як тiльки

γ +
1

Θj
lnα+ ηl < 0. (21)

Розглянемо систему вигляду

dx

dt
= A(ψ(t))x + P (t, x), t 6= ti,

∆x
∣

∣

t=ti
= Bx+ Ii(x).

(22)

Теорема 1. Припустимо, що для системи (22) справджуються такi умови:

1)

∥

∥

∥

∥

∂A(u)

∂u

∥

∥

∥

∥

6 η, η = const > 0;

2) det(B + E) 6= 0;

3) ∃Θi = const > 0: Θ2 > ti+1 − ti > Θ1 > 0, ∀ i = 1, 2, . . .;

4) ‖
•

ψ(t)‖ 6 δ(t);

5) δ(t) : ∃ l :
____

lim
t→∞

1

t− t0

t
∫

t0

s
∫

t0

δ(σ) dσds = l = const < ∞;

6) ‖P (t, x)‖ 6 p(t)‖x‖, p(t) ∈ C(R+), p(t) : R+ → R
+, p(t) 6 p∗(t0);

7) ∃ ki = const > 0: ‖Ii(x)‖ 6 ki‖x‖
m, i = 1, 2, . . ., m = const > 1;

8) ∃π(t0) = const > 0:
∏

t0<ti<t

(

1 + ki‖x0‖
m−1e

−(1−m)

(

ε+γ+ 1

Θj
lnα+ηl

)

(ti−t0)
)

6 π(t0) <∞;

9) γ +
1

Θj
lnα + ηl + mp∗(t0) < 0.

Тодi тривiальний розв’язок системи (22):
i) асимптотично стiйкий;
ii) рiвномiрно вiдносно t0 асимптотично стiйкий, якщо π(t0), p

∗(t0) не залежать вiд t0.
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Доведення. Для довiльного розв’язку системи (22) справедливе зображення [2]

x(t) = X(t, t0)x0 +

t
∫

t0

X(t, τ)P (τ, x(τ)) dτ +
∑

t0<ti<t

X(t, ti)Ii(x(ti)). (23)

На пiдставi леми 1 отримуємо

‖x(t)‖ 6 ‖x0‖e

(

ε+γ+ 1

Θj
lnα+ηl

)

(t−t0)
×

×
∏

t0<ti<t

(

1 + ki‖x0‖
m−1e

−(1−m)

(

ε+γ+ 1

Θj
lnα+ηl

)

(ti−t0)
)

exp

[

m

t
∫

t0

p(τ) dτ

]

.

Враховуючи умови теореми, маємо

‖x(t)‖ 6 ‖x0‖ exp

[(

ε+ γ +
1

Θj
lnα+ ηl +mp∗(t0)

)

(t− t0)

]

π(t0).

Теорема 2. Припустимо, що для системи (22) справджуються такi умови:
1) 1–5 теореми 1;
2) ‖P (t, x)‖ 6 p(t)‖x‖m, m = const > 1;

3) p(t) ∈ C(R+), p(t) : R+ → R
+, ∀ t > t0 ∃ p∗1(t0):

t
∫

t0

p(τ) dτ 6 p∗1(t0) < ∞;

4) ∃ ki = const > 0 : ‖Ii(x)‖ 6 ki‖x‖
n, i = 1, 2, . . . , n = const > 1;

5) ∃π1(t0)= const > 0 :
∏

t0<ti<t

(

1 + ki‖x0‖
n−1e

−(1−n)

(

ε+γ+ 1

Θj
lnα+ηl

)

(ti−t0)
)

6 π1(t0) <∞;

6) πm−1
1 (t0)p

∗

1(t0)‖x0‖
m−1

6
1

m− 1
;

7) γ +
1

Θj
lnα + ηl < 0.

Тодi тривiальний розв’язок системи (22):
k) асимптотично стiйкий;
kk) рiвномiрно вiдносно t0 асимптотично стiйкий, якщо π1(t0), p

∗

1(t0) не залежать
вiд t0.

Доведення. На пiдставi леми 2, очевидно, що

‖x(t)‖ 6 ‖x0‖e

(

ε+γ+ 1

Θj
lnα+ηl

)

(t−t0)∏

t0<ti<t

(

1 + kim‖x0‖
n−1e

−(1−n)

(

ε+γ+ 1

Θj
lnα+ηl

)

(t−t0)
)

×

×

[

1− (m− 1)

[

∏

t0<ti<t

(

1 + kim‖x0‖
n−1e

−(1−n)

(

ε+γ+ 1

Θj
lnα+ηl

)

(ti−t0)
)]m−1

×

×

t
∫

t0

p(τ)‖x0‖
m−1dτ

]

−1/(m−1)

.
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Враховуючи умови теореми, маємо

‖x(t)‖ 6 ‖x0‖π1(t0)e

(

ε+γ+ 1

Θj
lnα+ηl

)

(t−t0)
{1− (m− 1)πm−1

1 (t0)p
∗(t0)‖x0‖

m−1}−1/(m−1).

Таким чином, на пiдставi вищевикладеного можна зробити такi висновки:
1) при n = 1 та φ(t) = const результат леми 2 збiгається з вiдповiдними результатами

робiт [4, теорема 3.1.2, с. 176; 5, теорема 3.1.2, c. 176];
2) при 0 < m = n < 1 та m = n > 1 з результату леми 2 випливає результат роботи [6];
3) при P (t, x) = P (t)x, де P (t): ‖P (t)‖ 6 C = const < ∞ та Ii(x) = Ii − const(n ×

× n)-матрицi, з результату теореми 1 як наслiдок отримуємо теорему 4.2.4 [4, с. 268];
4) результат теореми 2 узагальнює вiдповiднi дослiдження [1–8] iмпульсних нелiнiйних

систем за лiнiйним наближенням.
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S. S. Borysenko

About a new analog of the Bihari integral inequality for discontinuous

functions and its application to the problem of stability of solutions for

impulsive systems

A new analog of Bihari’s lemma for discontinuous functions and its application to the problem of

stability of solutions for impulsive systems of differential equations are considered.
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