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Дослiджуються структура та властивостi фундаментального розв’язку m-точкової
задачi (m > 3) для еволюцiйного рiвняння з псевдодиференцiальним оператором. Вста-
новлюється коректна розв’язнiсть вказаної задачi в класi крайових умов, якi є узагаль-
неними функцiями типу розподiлiв. Доведено, що розв’язок m-точкової задачi має влас-
тивiсть локалiзацiї.

Серед еволюцiйних рiвнянь з псевдодиференцiальними операторами (ПДО) важливе мi-
сце займають рiвняння з ПДО, побудованими за негладкими однорiдними символами. Такi
рiвняння виникають при моделюваннi рiзних реальних процесiв, мають важливi застосу-
вання в теорiї випадкових процесiв, теорiї фракталiв та iн. [1, 2]. Серед задач для таких
рiвнянь найбiльше дослiджувалася задача Кошi (С.Д. Ейдельман i Я.М. Дрiнь визначили
параболiчнi ПДО з негладкими символами i розпочали дослiдження задачi Кошi для них,
А.Н. Кочубей вперше трактував ПДО як гiперсингулярнi оператори i отримав заверше-
нi результати, її дослiджували також В.В. Городецький, В.А. Лiтовченко, М.В. Федорюк,
Ю.А. Дубiнський та iн.). Отримано важливi результати щодо коректної розв’язностi цiєї за-
дачi в рiзних функцiональних просторах, властивостей її розв’язкiв, зокрема iнтегральних
зображень, поведiнки розв’язкiв при необмеженому зростаннi часової змiнної, їх невiд’єм-
ностi та стабiлiзацiї за Ляпуновим. У той же час треба зазначити, що теорiя крайових
задач для таких рiвнянь майже не розвинена. У цьому напрямку вiдзначимо працю [3],
в якiй знайдено формулу та оцiнки ядра Пуассона однiєї крайової задачi в пiвпросторi за
просторовими змiнними x1, x2, . . ., xn, у рiвняння i крайову умову якої входять оператор
диференцiювання за нормальною змiнною xn та ПДО за дотичними змiнними x1, . . . , xn−1.

У данiй роботi дослiджується m-точкова задача (m > 3) для еволюцiйного рiвняння
з ПДО, побудованим за негладким однорiдним символом, не залежним вiд просторових
змiнних, та крайовою умовою, яка визначається узагальненою функцiєю скiнченного по-
рядку. Двоточкова задача (m = 2) для такого рiвняння дослiджена в [4]. Зазначимо, що
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в данiй роботi при дослiдженнi властивостей фундаментального розв’язку m-точкової за-
дачi (m > 3) використовується методика, вiдмiнна вiд застосованої в працi [4] (методика,
розвинена в [4], застосовна лише у випадку двоточкової задачi).

Простори основних та узагальнених функцiй. Нехай γ ∈ (1,+∞) \ {2, 3, 4, . . .},
γ0 = n + [γ], [γ] — цiла частина γ, M(x) = 1 + ‖x‖, x ∈ R

n,

Φ :=

{
ϕ ∈ C∞(Rn)/∀ p ∈ Z+ sup

x∈Rn

{
p∑

k=0

M(x)γ0+k
∑

|α|=k

|Dα
xϕ(x)|

}
< +∞

}

(тут α ∈ Z
n
+ — мультиiндекс). Введемо в Φ злiченну систему норм за формулами

‖ϕ‖p := sup
x∈Rn

{
p∑

k=0

M(x)γ0+k
∑

|α|=k

|Dα
xϕ(x)|

}
, ϕ ∈ Φ, p ∈ Z+,

при цьому Φ перетворюється в повний досконалий злiченно-нормований простiр [5]. Збiж-
нiсть у просторi Φ можна охарактеризувати ще й так [5]: послiдовнiсть {ϕν , ν > 1} ⊂ Φ
збiгається в Φ до функцiї ϕ ∈ Φ тодi й лише тодi, коли вона:

1) обмежена в Φ, тобто

∀ p ∈ Z+ ∃ c = c(ϕ) > 0 ∀ ν > 1: ‖ϕν‖p 6 c;

2) правильно збiгається в Φ, а саме: для довiльного α ∈ Z
n
+ послiдовнiсть {Dα

x (ϕν −
− ϕ), ν > 1} збiгається до нуля рiвномiрно на кожному компактi K ⊂ R

n.
У просторi Φ визначенi i неперервнi операцiї зсуву аргументу, диференцiювання, а також

операцiя перетворення Фур’є F :

F [ϕ](ξ) =

∫

Rn

e−i(x,ξ)ϕ(x), dx, ϕ ∈ Φ, ξ ∈ R
n;

при цьому F [ϕ] — обмежена, неперервна на R
n i нескiнченно диференцiйовна на R

n \ {0}
функцiя, яка задовольняє умову

∀ {k,m} ⊂ Z
n
+, ki > mi, i ∈ {1, . . . , n}, ∃ ck > 0 ∃ cm > 0 :

sup
ξ∈Rn\{0}

|ξkDm
ξ F [ϕ](ξ)| 6 ck · cm,

де ck 6 cAk1
1 · · ·Akn

n kk11 · · · kknn , а c, A1, . . . , An — додатнi сталi, залежнi лише вiд функцiї

F [ϕ] [5]. У функцiй
∂kF [ϕ]

∂ξki
, ξi 6= 0, k ∈ Z+, i ∈ {1, . . . , n}, iснують скiнченнi одностороннi

границi lim
ξi→+0

∂kF [ϕ]

∂ξki
, lim

ξi→−0

∂kF [ϕ]

∂ξki
, ϕ ∈ Φ. У просторi Ψ := F [Φ] вводиться структура

злiченно-нормованого простору за допомогою системи норм [5]:

‖Ψ‖p := sup
ξ∈Rn\{0}

{
p∑

|k|=0

|ξkDk
ξψ(ξ)|

}
, ψ ∈ Ψ, p ∈ Z+.

Перетворення Фур’є взаємно однозначно i взаємно неперервно вiдображає Φ на Ψ.
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Символом Φ′ позначатимемо простiр усiх лiнiйних неперервних функцiоналiв на Φ зi
слабкою збiжнiстю. У працi [5] наведено три достатнi ознаки iснування згортки в Φ′. Наве-
демо одну з них: якщо f ∈ Φ′, ϕ ∈ Φ, то згортка f ∗ ϕ iснує i визначається формулою

f ∗ ϕ = 〈f, T−xϕ̌(·)〉, ϕ̌(ξ) = ϕ(−ξ), ϕ ∈ Φ,

де T−x — оператор зсуву аргументу: T−xϕ(ξ) = ϕ(ξ − x). Зазначимо, що f ∗ ϕ є звичайною
нескiнченно диференцiйовною функцiєю [5].

Нехай f ∈ Φ′. Якщо f ∗ ϕ ∈ Φ для довiльної функцiї ϕ ∈ Φ i iз спiввiдношення ϕν → 0,
ν → ∞, у просторi Φ випливає, що f ∗ ϕν → 0 при ν → ∞ у просторi Φ, то функцiонал f
називається згортувачем у просторi Φ.

Оскiльки F [ψ] ∈ Φ, якщо ψ ∈ Ψ (F [ψ](x) = (2π)nF−1[ψ(−x)] ∈ Φ), то перетворення
Фур’є узагальненої функцiї f ∈ Φ′ визначимо за допомогою спiввiдношення

〈F [f ], ψ〉 = 〈f, F [ψ]〉, ∀ψ ∈ Ψ.

Iз властивостi лiнiйностi й неперервностi функцiонала f та перетворення Фур’є основних
функцiй випливає лiнiйнiсть i неперервнiсть функцiонала F [f ] на просторi Ψ. Для пере-
творення Фур’є узагальнених функцiй з простору Φ′ правильним є таке твердження: якщо
узагальнена функцiя f ∈ Φ′ є згортувачем у просторi Φ, то для довiльної основної функцiї
ϕ ∈ Φ вiрною є формула F [f ∗ ϕ] = F [f ] · F [ϕ].

Основнi результати. Нехай a: Rn → [0,∞) неперервна на R
n функцiя додатно одно-

рiдна порядку γ (тобто a(λx) = λγa(x), λ > 0, γ ∈ (1,+∞ \ {2, 3, 4, . . .}), яка нескiнченно
диференцiйовна на R

n \ {0} i задовольняє умови:
1) ∀α ∈ Z

n
+ ∃ cα > 0 ∀x ∈ R

n \ {0} : |Dα
xa(x)| 6 cα‖x‖

γ−|α|;

2) ∃ δ̃ > 0 ∀x ∈ R
n : a(x) > δ̃‖x‖γ .

З результатiв, наведених у [4], випливає, що ПДО Aγ := F−1[aF ] визначений i є непе-
рервним у просторi Φ.

Для еволюцiйного рiвняння

∂u

∂t
+Aγu = 0, (t, x) ∈ (0, T )× R

n ≡ Π, (1)

задамо багатоточковi умови

µu(t, ·)
∣∣
t=0

− µ1u(t, ·)
∣∣
t=t1

− · · · − µmu(t, ·)
∣∣
t=tm

= ϕ, (2)

де µ, µ1, . . . , µm — невiд’ємнi числа, µ >
m∑
k=1

µk, 0 < t1 < · · · < tm = T , ϕ ∈ Φ′
∗. Тут символом

Φ′
∗ позначено клас узагальнених функцiй з простору Φ′, якi є згортувачами у просторi Φ.

Пiд розв’язком задачi (1), (2) розумiтимемо розв’язок u(t, ·) ∈ C1((0, T ),Φ) рiвняння (1),
який задовольняє умову (2) в тому сенсi, що

µ lim
t→+0

u(t, ·) − µ1 lim
t→t1

u(t, ·) − · · · − µm lim
t→tm−0

u(t, ·) = ϕ,

де границi розглядаються в просторi Φ′.
При дослiдженнi задачi (1), (2) важливу роль вiдiграють функцiї

Q(t, σ) = exp{−ta(σ)}

(
µ−

m∑

k=1

µk exp{−tka(σ)}

)−1

, t ∈ (0, T ), σ ∈ R
n,
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Γ(t, x) := F−1[Q(t, σ)](x), t ∈ (0, T ), x ∈ R
n,

властивостi яких сформулюємо у виглядi лем 1–4.
Лема 1. При фiксованому t > 0 функцiя Q(t, σ) нескiнченно диференцiйовна за σ ∈

∈ R
n \ {0} i для її похiдних справджуються оцiнки

|Ds
σQ(t, σ)| 6 γsϕs exp{−ta(σ)}

n∏

i=1

|σi|
ωi , s = (s1, . . . , sn) ∈ Z

n
+, (3)

σ = (σ1, . . . , σn) ∈ R
n, σi 6= 0, i = {1, . . . , n}, γs > 0 — стала, не залежна вiд t, ϕs(t) =

|s|∑
p=0

tp,

ωi =

{
si, якщо |σi| > 1, i ∈ {1, . . . , n},

γ − si, якщо |σi| < 1, σi 6= 0, i ∈ {1, . . . , n}.

З оцiнок (3) випливає, що Q(t, σ), як функцiя аргументу σ, при кожному t > 0 є еле-
ментом простору Ψ. Тодi функцiя Γ(t, x) = F−1[Q(t, σ)](x), як функцiя x, є елементом
простору Ψ = F−1[Ψ] (при кожному t > 0).

Лема 2. Для функцiї Γ та її похiдних правильними є оцiнки

|Dk
xΓ(t, x)| 6 ckt

−([γ](γ−1)+γ(n−1))/γ−|k|(1 + ‖x‖)−(n+[γ]+|k|),

k = (k1, . . . , kn) ∈ Z
n
+, t ∈ (0, T ), x ∈ R

n, стала ck > 0 не залежить вiд t.
Лема 3. Функцiя Γ(t, ·), t ∈ (0, T ], як абстрактна функцiя параметра t зi значеннями

в просторi Φ, диференцiйовна за t (про абстрактнi функцiї див. [6, с. 94–100]).
Як наслiдок, з леми 3 дiстаємо, що

∂

∂t
(f ∗ Γ)(t, ·) = f ∗

∂

∂t
Γ(t, ·), ∀ f ∈ Φ′, t ∈ (0, T ].

Лема 4. У просторi Φ′ вiрними є такi границi:

1) lim
t→+0

Γ(t, ·) =
δ

µ− µ0
, µ0 =

m∑
k=1

µk;

2) µ lim
t→+0

Γ(t, ·) − µ1 lim
t→t1

Γ(t, ·) − µm lim
t→tm−0

Γ(t, ·) = δ

(тут δ — дельта-функцiя Дiрака).
Зазначимо також, що Γ(t, x) задовольняє рiвняння (1). Урахувавши властивостi функ-

цiї Γ, цю функцiю називатимемо фундаментальним розв’язком багатоточкової задачi (1), (2)
(ФРБЗ).

Теорема 1. Задача (1), (2) коректно розв’язна в класi узагальнених функцiй Φ′
∗. Розв’я-

зок записується у виглядi згортки:

u(t, x) = (ϕ ∗ Γ)(t, x), ϕ ∈ Φ′
∗, (t, x) ∈ Π,

де Γ — ФРБЗ (1), (2).
Оскiльки гранична узагальнена функцiя ϕ є згортувачем у просторi Φ, а Γ(t, ·), t ∈

∈ (0, T ], — неперервна абстрактна функцiя параметра t ∈ (0, T ] зi значеннями в просторi φ,
то розв’язок m-точкової задачi (1), (2) (m > 3) задовольняє граничнi спiввiдношення

u(t, ·) = (ϕ ∗ Γ)(t, ·) −→
t→ti

(ϕ ∗ Γ)(ti, ·) = u(ti, ·), ti ∈ (0, T ],
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i ∈ {1, . . . ,m}, у просторi Φ. З урахуванням топологiї простору Ψ звiдси, зокрема, дiстаємо,
що u(t, ·) → u(ti, ·) при t→ ti, ti ∈ (0, T ], i ∈ {1, . . . ,m}, рiвномiрно на довiльному компактi
K ⊂ R

n. У той же час точка t = 0 є особливою для функцiї Γ(t, ·). З леми 4 випливає, що

u(t, ·) = (ϕ ∗ Γ)(t, ·)−→
t→+0

ϕ ∗
δ

µ− µ0
=

ϕ

µ− µ0
,

причому вказане граничне спiввiдношення виконується в просторi Φ′. З’ясуємо, за яких
обмежень на граничну функцiю ϕ ∈ Φ′

∗ можна отримати локальне покращення збiжностi
згортки (ϕ ∗ Γ)(t, ·) при t → +0.

Введемо позначення: Φ0 — поповнення Φ за нормою ‖ · ‖0, Φ
′
0,∗ — сукупнiсть усiх уза-

гальнених функцiй з простору Φ′
0, якi є згортувачами в просторi Φ0.

Теорема 2. Нехай ϕ ∈ Φ′
0,∗, u(t, x) — розв’язок задачi (1), (2) з граничною функцiєю ϕ.

Якщо ϕ = 0 в областi Q ⊂ R
n, то граничне спiввiдношення

µ lim
t→+0

u(t, x)− µ1 lim
t→t1

u(t, x)− · · · − µm lim
t→tm−0

u(t, x) = 0

справджується рiвномiрно на довiльному компактi K ⊂ Q.
Позначимо через MΦ клас мультиплiкаторiв у просторi Φ.
Наслiдок (властивiсть локалiзацiї). Нехай ϕ ∈ Φ′

0,∗, u(t, x) — розв’язок m-точкової
задачi (1), (2) (m > 3) з граничною функцiєю ϕ. Якщо узагальнена функцiя ϕ збiгається
в деякiй областi Q ⊂ R

n з функцiєю g ∈ MΦ, то граничне спiввiдношення

µ lim
t→+0

u(t, x)− µ1 lim
t→t1

u(t, x)− · · · − µm lim
t→tm−0

u(t, x) = g(x)

справджується рiвномiрно вiдносно x на довiльному компактi K ⊂ Q.
Зауваження. У випадку двоточкової задачi (1), (2) (m = 2) вказана властивiсть локалi-

зацiї справджується для граничної функцiї ϕ, яка є елементом простору Φ′
∗ (див. [4]).
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Ya. M. Drin’

A multipoint problem for evolution pseudodifferential equations

The structure and properties of the fundamental solution of an m-point problem (m > 3) for the
evolution equation with a pseudodifferential operator are investigated. The correct solvability of this
problem is established in the class of boundary conditions which are generalized functions of the
distribution type. A localization theorem on the solution of the m-pointed problem is proved.
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