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Марковские случайные эволюции с независимыми

приращениями в схеме асимптотически малой

диффузии

Експоненцiйний генератор великих вiдхилень обчислюється для випадкових еволюцiй

з незалежними приростами у схемi асимптотично малої дифузiї.

Марковская случайная эволюция с независимыми приращениями задается соотношением [1,
гл. 2]:

ξ(t) = ξ0 +

t∫

0

C(x(s)) ds +

t∫

0

η(ds;x(s)), t > 0. (1)

Марковский процесс x(t), t > 0, со значениями в стандартном (польском) фазовом про-
странстве состояний (E, E) задается генератором

Qϕ(x) = q(x)

∫

E

[ϕ(y)− ϕ(x)]P (x, dy), x ∈ E, (2)

на банаховом пространстве B(E) вещественнозначных ограниченных тест-функциях ϕ(x)
с sup-нормой:

‖ϕ‖ := sup
x∈E

|ϕ(x)|.

Марковские процессы с независимыми приращениями η(t;x), t > 0, x ∈ E, со значениями
в эвклидовом пространстве Rd, d > 1, задаются генераторами

IΓ(x)ϕ(u) =

∫

Rd

[ϕ(u + z)− ϕ(u)]Γ(dz;x), x ∈ E, u ∈ R
d, (3)

на тест-функциях ϕ(u) ∈ B(Rd).
Меры Леви Γ(dz;x), x ∈ E, удовлетворяют условию существования экспоненциальных

моментов равномерно по x ∈ E:

У1: sup
x∈E

∫

Rd

epzΓ(dz;x) 6 C < +∞.

Случайная эволюция ξ(t), t > 0, в марковской случайной среде x(t), t > 0, характери-
зуется генератором двухкомпонентного марковского процесса ξ(t), x(t), t > 0:

Lϕ(u, x) = Qϕ(·, x) + IΓ(x)ϕ(u, ·) + C(x)ϕ′(u, ·).
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Рассматривается проблема больших уклонений [2] для случайной эволюции (1)–(3) в схе-
ме серий с малым параметром серии ε → 0 (ε > 0) при условии аппроксимации асимпто-
тически малой диффузией.

Проблема больших уклонений. В монографии [2] проблема больших уклонений для
случайных процессов изучается на базе мартингальной характеризации марковских про-
цессов

exp

{
ϕ(ξ(t)) − ϕ(ξ0)−

t∫

0

Hϕ(ξ(s)) ds

}
= µt, t > 0.

Экспоненциальный генератор H задается соотношением:

Hϕ(u) = e−ϕ(u)
Leϕ(u).

Здесь L — генератор марковского процесса ξ(t), t > 0.
Проблема больших уклонений рассматривается в схеме серий с малым параметром серии

ε → 0 (ε > 0):

Hεϕε(u) → Hϕ(u), ϕε(u) → ϕ(u), ε → 0. (4)

Здесь (ср. [2, гл.1])

Hεϕ(u) := e−ϕ(u)/εεLεeϕ(u)/ε. (5)

Генераторы Lε, ε > 0, задают марковские процессы в схеме серий ξε(t), t > 0, ε → 0.
П р и м е р 1 . Асимптотически малая диффузия задается процессом ξε(t) =

√
εσw(t), t > 0,

где w(t) — стандартный винеровский процесс в R. Генераторы процессов ξε(t), t > 0, задаются
соотношением

Lεϕ(u) = ε
1

2
Bϕ′′(u), B = σ2, ϕ′′(u) :=

∂2ϕ(u)

∂u2
.

Экспоненциальный генератор асимптотически малой диффузии легко вычисляется

Hεϕ(u) =
1

2
B[ϕ′(u)]2 + ε

1

2
Bϕ′′(u).

Здесь ϕ′(u) := ∂ϕ(u)/∂u.
Следовательно, проблема больших уклонений (4)–(5) для асимптотически малой диффузии ре-

ализуется оператором

Hϕ(u) =
1

2
B[ϕ′(u)]2. (6)

Случайные эволюции с независимыми приращениями. Проблема больших укло-
нений для случайных эволюций с независимыми приращениями в схеме асимптотически
малой диффузии рассматривается в схеме серий в нормировке, предложенной в работе [3]:

ξε(t) = ξ0 +

t∫

0

Cε

(
x

(
s

ε3

))
ds+

t∫

0

ηε
(
ds;x

(
s

ε3

))
. (7)
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Основное предположение:
У2: Марковский процесс x(t), t > 0, равномерно эргодический [1, гл. 1, 5] со стационар-

ным распределением π(A), A ∈ E .
Процессы с независимыми приращениями в схеме серий ηε(t;x), t > 0, x ∈ E, ε → 0,

задаются генераторами

Γε(x)ϕ(u) = ε−3

∫

R

[ϕ(u + ε2z)− ϕ(u) − ε2zϕ′(u)]Γε(dz;x)

Γε(dz;x) = Γ(dz;x) + εΓ1(dz;x).

(8)

Скорость непрерывной компоненты

Cε(x) = ε−1C(x) + C1(x), C(x) = a(x) + b̃(x), C1(x) = a1(x) + b1(x),

b̃(x) := b(x)− b, b(x) =

∫

R

zΓ(dz;x), b1(x) =

∫

R

zΓ1(dz;x),

b =

∫

E

π(dx)b(x).

(9)

Кроме того выполняется условие баланса:

У3:

∫

E

π(dx)a(x) = 0.

Случайные эволюции (7)–(9) задаются генератором в схеме серий

L
εϕ(u, x) = [ε−3Q+ C

ε(x) + IΓε(x)]ϕ(u, x),

C
ε(x)ϕ(u) := Cε(x)ϕ′(u).

(10)

Замечание 1. Случайные эволюции (7)–(9) рассматриваются на числовой оси
R = (−∞,+∞), что не уменьшает общности (см. Замечание 4).

Теорема. Проблема больших уклонений для случайных эволюций (7)–(9) при выпол-

нении условий У1–У3 реализуется экспоненциальным генератором малой диффузии со

сносом:

Hϕ(u) =
1

2
B[ϕ′(u)]2 + C1ϕ

′(u), (11)

B =

∫

E

π(dx)B(x), B(x) = B1(x) +B2(x) +B3(x),

B1(x) =

∫

R

z2Γ(dz;x), B2(x) = 2b̃(x)R0b̃(x),

B3(x) = 2a(x)R0a(x), C1 =

∫

E

π(dx)C1(x).

(12)

Потенциальный оператор R0 [1, Гл. 5] задается соотношениями

QR0 = R0Q = Π− I, Πϕ(x) =

∫

E

π(dx)ϕ(x).
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Замечание 2. Коэффициент вариации B вместе со вторыми моментами B1(x) опреде-
ляется также флюктуациями первых моментов скачков b̃(x) и скорости непрерывной ком-
поненты a(x).

Замечание 3. Используя алгоритм решения проблемы сингулярного возмущения для
оператора (10), приведенный в [1, гл. 5], можно убедиться, что имеет место асимптотическое
представление

L
εϕε(u, x) = ε

1

2
Bϕ′′(u) + C1ϕ

′(u) + o(ε), ε → 0.

Так что случайные эволюции (7)–(9) аппроксимируются асимптотически малой диффузией
со сносом.

Утверждение теоремы основано на асимптотическом представлении экспоненциального
генератора случайной эволюции (7)–(9)

Hεϕε(u, x) = e−ϕε/εεLεeϕ
ε/ε (13)

на возмущенных тест-функциях

ϕε(u, x) = ϕ(u) + ε ln[1 + εϕ1(u, x) + ε2ϕ2(u, x)]. (14)

Лемма. Экспоненциальный генератор (13) на возмущенных тест-функциях (14) до-

пускает асимптотическое представление

Hεϕε(u, x) = ε−1[Qϕ1 + C(x)ϕ′(u)] +

[
Qϕ2 − ϕ1Qϕ1 + C1(x)ϕ

′(u) +
1

2
B1(x)[ϕ

′(u)]2
]
+

+ hε(x)ϕ(u)

с пренебрежимым членом

|hε(x)ϕ(u)| → 0, ε → 0, ϕ(u) ∈ C3(R).

Далее, решение проблем сингулярного возмущения [1, гл. 5]

Qϕ1 + C(x)ϕ′(u) = 0, ΠC(x) = 0;

Qϕ2 − ϕ1Qϕ1 +C1(x)ϕ
′(u) +

1

2
B1(x)[ϕ

′(u)]2 = Hϕ(u)

приводит к соотношению

Hεϕε(u, x) = Hϕ(u) + hε(x)ϕ(u),

в котором предельный экспоненциальный генератор H задается соотношениями (11)–(12).
Замечание 4. В эвклидовом пространстве R

d, d > 2, экспоненциальный генератор (11)
задается квадратичной формой с линейной частью:

Hϕ(u) =
1

2

d∑

k,r=1

Bkrϕ
′

k(u)ϕ
′

r(u) +
d∑

k=1

Ckϕ
′

k(u),
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B = [Bkr; 1 6 k, r 6 d] — матрица вариаций; C = (Ck, 1 6 k 6 d) — вектор сноса, ϕ′

k(u) :=
= ∂ϕ(u)/∂uk , 1 6 k 6 d.

Замечание 5. Компонента сноса в экспоненциальном генераторе (11) исчезает при выпол-
нении условий

C1(x) ≡ 0, Γ1(dz;x) ≡ 0.
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Markov random evolutions with independent increments

in the asymptotically small diffusion scheme

An exponential generator of large deviations for random evolutions with independent increments is

calculated in the asymptotically small diffusion scheme.
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