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Чебишовське наближення сумою многочлена

й нелiнiйного виразу з ермiтовим iнтерполюванням

у крайнiх точках вiдрiзка

Встановлено достатнi умови iснування чебишовського (рiвномiрного, мiнiмаксного) на-
ближення функцiї сумою полiному й нелiнiйного виразу з найменшою абсолютною по-
хибкою й iнтерполюванням функцiї та її похiдної в крайнiх точках вiдрiзка. Подано
приклади функцiй, для яких таке наближення iснує. Описано загальну схему визначен-
ня параметрiв такого наближення.

Чебишовське наближення з точним вiдтворенням значень функцiї та її похiдної в заданих
точках застосовується для побудови неперервного й гладкого мiнiмаксного сплайн-набли-
ження, а також апроксимацiї розв’язкiв диференцiальних рiвнянь [1–3]. Вивченню влас-
тивостей таких чебишовських наближень полiномом i рацiональним виразом присвячено
роботи [4–6]. Чебишовське наближення нелiнiйними виразами не завжди iснує, а в разi йо-
го iснування обчислення значень параметрiв, що входять у вираз нелiнiйно, здебiльшого
потребує окремого дослiдження [1, 2].

Умови iснування чебишовського наближення з iнтерполюванням у крайнiх точках вiд-
рiзка сумою полiному й нелiнiйного виразу ϕ(p;x) з параметром p

Vn(a;x) =

n
∑

i=0

aix
i +Aϕ(p;x), A 6= 0, p1 < p < p2 (1)

визначено в роботi [7]. У данiй роботi встановлено властивостi чебишовського наближення
виразом (1) з точним вiдтворенням значень функцiї та її похiдної в крайнiх точках вiдрiзка.

Нехай функцiя ϕ(p;x) у виразi (1) має такi властивостi:
1) ϕ(p;x) — неперервно диференцiйована до (n+1)-го порядку на вiдрiзку [α, β] (ϕ(p;x) ∈

∈ Cn+1[α, β]);
2) похiднi ϕ(i)(p;x), i = 1, n, є строго монотонними функцiями вiд x на вiдрiзку [α, β]

для будь-яких p ∈ (p1, p2);
3) вiдношення (n+ 1)-х похiдних ϕ(p;x) за x

ϕ(n+1)(p;χ2)

ϕ(n+1)(p;χ1)

є строго монотонною функцiєю вiд p для p ∈ (p1, p2) та будь-яких рiзних χ1, χ2 (χ1, χ2 ∈
∈ [α, β]).

Розглянемо неперервно диференцiйовнi на вiдрiзку [α, β] функцiї f(x), якi справджують
нерiвностi

0 < W
(n)
1 < W (n) < W

(n)
2 , (2)
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де

W (n) =
Dn+1(f ; z2, z3, . . . , zn+4)

Dn+1(f ; z1, z2, . . . , zn+3)
; (3)

Dk(U ; zj , zj+1, . . . , zj+k+1) =
Dk−1(U ; zj+1, zj+2, . . . , zj+k+1)

Dk−1(sk−1; zj+1, zj+2, . . . , zj+k+1)
−

−
Dk−1(U ; zj , zj+1, . . . , zj+k)

Dk−1(sk−1; zj , zj+1, . . . , zj+k)
, k = 3, n + 1, j = 1, n − k + 3; (4)

D2(U ; zj , zj+1, zj+2, zj+3) =











































D1(U ; z2, z4)

D1(s1; z2, z4)
− U ′(z1), якщо j = 1;

D1(U ; zj+1, zj+3)

D1(s1; zj+1, zj+3)
−

D1(U ; zj , zj+2)

D1(s1; zj , zj+2)
,

якщо 1 < j < n+ 1;

U ′(zn+4)−
D1(U ; zn+1, zn+3)

D1(s1; zn+1, zn+3)
, якщо j = n+ 1;

(5)

D1(U ; zj , zj+2) =























U ′(z1), якщо j = 1;
U(z4) + U(z3)− 2U(z2), якщо j = 2;
U(zj+2)− U(zj), якщо 2 < j 6 n;
2U(zn+3)− U(zn+2)− U(zn+1), якщо j = n+ 1;
U ′(zn+4), якщо j = n+ 2;

(6)

sk(x) = xk; (7)

W
(n)
1 = min(r

(n)
1 , r

(n)
2 ); W

(n)
2 = max(r

(n)
1 , r

(n)
2 ); (8)

r
(n)
i = lim

p→pi

Dn+1(ϕ; z2, z3, . . . , zn+4)

Dn+1(ϕ; z1, z2, . . . , zn+3)
, i = 1, 2; (9)

U ′(x) — похiдна функцiї U(x); zj (j = 3, n + 2) — будь-якi, впорядкованi за зростанням
zj < zj+1 числа з iнтервалу (α, β), z1 = z2 = α, а zn+3 = zn+4 = β.

1. Чебишовське наближення сумою многочлена й нелiнiйного виразу (1) iз
найменшою абсолютною похибкою i точним вiдтворенням значень функцiї та
її похiдної в крайнiх точках вiдрiзка. Достатню умову iснування такого наближен-
ня з точним вiдтворенням значень функцiї та її похiдної в обох крайнiх точках вiдрiзка
сформульовано у виглядi теореми.

Теорема. Нехай функцiя f(x) неперервно диференцiйовна на вiдрiзку [α, β], а функцiя
ϕ(p;x) задовольняє вимоги 1, 2 i 3, тодi:

а) достатньою умовою iснування чебишовського наближення функцiї f(x) сумою мно-
гочлена степеня n (n > 1) i нелiнiйного виразу ϕ(p;x) (1) iз найменшою абсолютною по-
хибкою на вiдрiзку [α, β] i точним вiдтворенням значень функцiї та її похiдної у крайнiх
точках вiдрiзка α та β є справдження нерiвностей (2);

б) у випадку виконання умов пункту а iснує єдине чебишовське наближення функцiї
f(x) сумою многочлена степеня n (n > 1) i нелiнiйного виразу ϕ(p;x) з параметром p (1)
iз найменшою абсолютною похибкою на вiдрiзку [α, β] i точним вiдтворенням значення
функцiї та її похiдної в обох крайнiх точках вiдрiзка, а його параметри задовольняють
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систему рiвнянь











































f(α)−

n
∑

i=0

aiα
i −Aϕ(p;α) = 0; f ′(α) −

n
∑

i=1

iaiα
i−1 −Aϕ′(p;α) = 0;

f(zj)−
n
∑

i=0

aiz
i
j −Aϕ(p; zj) = (−1)jµ, j = 3, n + 2;

f(β)−

n
∑

i=0

aiβ
i −Aϕ(p;β) = 0; f ′(β) −

n
∑

i=1

iaiβ
i−1 −Aϕ′(p;β) = 0,

(10)

в якiй

|µ| = max
x∈[α,β]

∣

∣

∣

∣

∣

f(x)−

n
∑

i=0

aix
i −Aϕ(p;x)

∣

∣

∣

∣

∣

; (11)

zj (j = 3, n + 2) — впорядкованi за зростанням точки альтернанcу з iнтервалу (α, β).
Вiдповiдно до теореми щодо iснування та єдиностi чебишовського наближення функцiї

f(x) нелiнiйним виразом з ермiтовим iнтерполюванням [3] параметри такого чебишовського
наближення виразом (1) функцiї f(x), якщо воно iснує, можна визначити за схемою Ремеза.
Таке чебишовське наближення має n точок альтернансу.

Встановлено також достатнi умови iснування й характеристичнi властивостi чебишов-
ського наближення виразом (1) iз найменшою абсолютною похибкою й точним вiдтворенням
значення функцiї та її похiдної в однiй iз крайнiх точок вiдрiзка. Достатньою умовою iсну-
вання чебишовського наближення неперервно диференцiйовної функцiї f(x) виразом (1) iз
найменшою абсолютною похибкою на вiдрiзку [α, β] i точним вiдтворенням значення фун-
кцiї та її похiдної у точцi α є справдження нерiвностей (2), в яких

D2(U ; zj , zj+1, zj+2, zj+3) =























D1(U ; z2, z4)

D1(s1; z2, z4)
− U ′(z1), якщо j = 1;

D1(U ; zj+1, zj+3)

D1(s1; zj+1, zj+3)
−

D1(U ; zj , zj+2)

D1(s1; zj , zj+2)
,

якщо 1 < j 6 n+ 1;

(12)

D1(U ; zj , zj+2) =











U ′(z1), якщо j = 1;

U(z4) + U(z3)− 2U(z2), якщо j = 2;

U(zj+2)− U(zj), якщо 2 < j 6 n+ 2;

(13)

U ′(x) — похiдна функцiї U(x); zi (i = 3, n + 4) — будь-якi, впорядкованi за зростанням
zj < zj+1 числа з (α, β], а z1 = z2 = α. Параметри такого наближення задовольняють
систему рiвнянь























f(α)−

n
∑

i=0

aiα
i −Aϕ(p;α) = 0; f ′(α)−

n
∑

i=1

iaiα
i−1 −Aϕ′(p;α) = 0;

f(zj)−
n
∑

i=0

aiz
i
j −Aϕ(p; zj) = (−1)jµ, j = 3, n + 4,

(14)
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в якiй µ визначається за формулою (11), а zj (j = 3, n+ 4) — впорядкованi за зростанням
точки альтернанcу з (α, β].

Достатньою умовою iснування чебишовського наближення неперервно диференцiйовної
функцiї f(x) виразом (1) iз найменшою абсолютною похибкою на вiдрiзку [α, β] i точним
вiдтворенням значення функцiї та її похiдної у точцi β є справдження нерiвностей (2),
в яких

D2(U ; zj , zj+1, zj+2, zj+3) =































D1(U ; zj+1, zj+3)

D1(s1; zj+1, zj+3)
−

D1(U ; zj , zj+2)

D1(s1; zj , zj+2)
,

якщо 1 6 j < n+ 1;

U ′(zn+4)−
D1(U ; zn+1, zn+3)

D1(s1; zn+1, zn+3)
, якщо j = n+ 1;

(15)

D1(U ; zj , zj+2) =











U(zj+2)− U(zj), якщо 1 6 j 6 n;

2U(zn+3)− U(zn+2)− U(zn+1), якщо j = n+ 1;

U ′(zn+4), якщо j = n+ 2;

(16)

U ′(x) — похiдна функцiї U(x); zi (i = 1, n + 2) — будь-якi, впорядкованi за зростанням
zj < zj+1 числа з [α, β), а zn+3 = zn+4 = β. Параметри такого наближення задовольняють
систему рiвнянь























f(zj)−

n
∑

i=0

aiz
i
j −Aϕ(p; zj) = (−1)jµ, j = 1, n + 2;

f(β)−
n
∑

i=0

aiβ
i −Aϕ(p;β) = 0; f ′(β)−

n
∑

i=1

iaiβ
i−1 −Aϕ′(p;β) = 0,

(17)

в якiй µ визначається за формулою (11), а zj (j = 1, n+ 2) — впорядкованi за зростанням
точки альтернанcу з [α, β).

Умови (2) не є необхiдними для iснування чебишовського наближення функцiї f(x)
виразом (1) iз найменшою абсолютною похибкою на вiдрiзку [α, β] й ермiтовим iнтерполю-
ванням у крайнiх точках вiдрiзка. Їхнє виконання необхiдне лише в точках чебишовського
альтернансу. У разi використання алгоритму Ремеза для знаходження параметрiв апрок-
симацiї функцiї f(x) виразом (1) виконання умов (2) необхiдне в усiх точках промiжних
наближень до точок альтернансу.

Вираз (1) задовольняє вимоги 1, 2 i 3, наприклад, з такими функцiями ϕ(p;x):
1) ϕ(p;x) = epx на всiй числовiй осi (−∞,∞) (для x ∈ (−∞,∞)) i вiдмiнних вiд нуля

значеннях параметра p (p ∈ (−∞, 0)
⋃

(0,∞));
2) ϕ(p;x) = xp на [0,∞) i значеннях параметра p, вiдмiнних вiд j(p 6= j) для j = 0, n;
3) ϕ(p;x) = ln(x + p) на [α,∞) для α > −p;
4) ϕ(p;x) = xepx на вiдрiзку [α, β], якщо аргумент x i параметр p справджують спiввiд-

ношення px + n + 1 > 0 i p 6= 0 для n > 0;
5) ϕ(p;x) = erf(px) i ϕ(p;x) = erfc(px) на [0,∞) i вiдмiнних вiд нуля значеннях параметра

p (p ∈ (−∞, 0)
⋃

(0,∞)) для n = 1, 2;
6) ϕ(p;x) = xpx на iнтервалi (e−1,∞) з вiдмiнним вiд нуля значенням параметра p

(p ∈ (−∞, 0)
⋃

(0,∞)) для n = 1, 2.
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Поданi приклади функцiй ϕ(p;x) задовольняють вимоги 1, 2 i 3, тому що всi похiднi цих
функцiй для вказаних обмежень строго монотоннi за x, а їхнє вiдношення строго монотонне
за p.

2. Визначення параметрiв чебишовського наближення виразом (1) iз най-
меншою абсолютною похибкою й точним вiдтворенням значень функцiї та її
похiдної у крайнiх точках вiдрiзка. Вiдповiдно до умов iснування чебишовського на-
ближення функцiї f(x) нелiнiйним виразом з точним вiдтворенням значень функцiї та її
похiдної у зовнiшнiх точках [3], параметри такого чебишовського наближення неперервно
диференцiйовної функцiї f(x) виразом (1), якщо воно iснує, можна визначити за схемою Ре-
меза. Чебишовське наближення функцiї f(x) сумою многочлена й нелiнiйної функцiї ϕ(p;x)
з параметром p (1) iз найменшою абсолютною похибкою на вiдрiзку [α, β] i точним вiдтво-
ренням значень функцiї та її похiдної у обох крайнiх точках вiдрiзка α i β має n точок
альтернанcу, а в разi ермiтового iнтерполювання лише в однiй iз крайнiх точок — (n+2)-тi
точки альтернанcу.

Нехай zj (j = 3, n + 2) — точки альтернанcу у випадку наближення з ермiтовим iнтер-
полюванням у обох крайнiх точках вiдрiзка, zj (j = 3, n+ 4) — точки альтернанcу в разi
наближення з ермiтовим iнтерполюванням лише у точцi α, а zj (j = 1, n+ 2) — вiдповiдно
в точцi β. Тодi, якщо функцiя f(x) задовольняє умови iснування i точки альтернанcу вiдомi,
то параметри ai(i = 0, n) i A чебишовського наближення функцiї f(x) виразом (1) з наймен-
шою абсолютною похибкою на вiдрiзку [α, β] i точним вiдтворенням значення функцiї та її
похiдної у обох крайнiх точках вiдрiзка α i β, або однiй iз них визначаються за формулами

A = Dn+1(f ; z1, z2, . . . , zn+3)/Dn+1(ϕ; z1, z2, . . . , zn+3); (18)

ak=

Dk(f ; z1, . . . , zk+2)−
n
∑

i=k+1

aiDk(si; z1, . . . , zk+2)−ADk(ϕ; z1, . . . , zk+2)

Dk(sk; z1, z2, . . . , zk+2)
, k = 1, n; (19)

a0 =
1

2

(

f(z3) + f(z4)−

n
∑

i=1

ai(z
i
3 + zi4)−A(ϕ(p; z3) + ϕ(p; z4))

)

, (20)

де вирази Dk(U ; zi, zi+1, . . . , zi+k+1) для k = 3, n+ 1, j = 1, n− k + 3 визначаються за фор-
мулою (4), а D2(U ; zi, zi+1, zi+2, zi+3) i D1(U ; zi, zi+2) залежно вiд точок iнтерполювання —
за вiдповiдними формулами (5) та (6), (12) i (13) або (15) та (16).

Значення параметра p визначається як розв’язок рiвняння

ωn(p) = W (n), (21)

де

ωn(p) =
Dn+1(ϕ; z2, z3, . . . , zn+4)

Dn+1(ϕ; z1, z2, . . . , zn+3)
,

а значення W (n) визначається за формулою (3) з урахуванням вiдповiдних точок iнтерпо-
лювання.

Способи розв’язування цього рiвняння залежать вiд функцiї ϕ(p;x). Метод визначення
параметрiв чебишовського наближення сумою многочлена й експоненти з найменшою абсо-
лютною похибкою й вiдтворенням значень функцiї та її похiдної в крайнiх точках вiдрiзка
описано в роботi [8].
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На закiнчення зробимо такi висновки.
Достатньою умовою iснування чебишовського наближення сумою полiному й нелiнiй-

ного виразу (1) функцiї f(x) iз найменшою абсолютною похибкою на вiдрiзку [α, β] й ер-
мiтовим iнтерполюванням у крайнiх точках вiдрiзка є виконання нерiвностей (2), в яких
залежно вiд точок iнтерполювання для k = 1 i k = 2 застосовуються вiдповiдно форму-
ли (5) i (6), (12) та (13), або (15) i (16). Параметри ai (i = 0, n) i A такого чебишовського
наближення визначаються за формулами (18)–(20). Значення параметра p є коренем транс-
цендентного рiвняння (21).

Чебишовське наближення виразом (1) з точним вiдтворенням значення функцiї та по-
хiдної у крайнiх точках вiдрiзка використовується для побудови неперервних та гладких
мiнiмаксних сплайн-наближень.
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Chebyshev approximation by the sum of a polynomial and a nonlinear

expression with Hermite interpolation at the end points of an interval

We have established the sufficient conditions of existence of a Chebyshev (uniform, minimax) functi-
on approximation by the sum of a polynomial and a nonlinear expression with the least absolute
error and with interpolation of a function and its derivative at the end points of an interval.
The examples of functions, for which such an approximation exists, are given. The algorithm of
determining the parameters of such an approximation is constructed.
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