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Abstract 

L.A. Shebanov�. Designing communication networks is a complex, multi-
constraint and multi-criterion optimization problem. We present a multi-objective 
optimization approach to setting up a network while simultaneously minimizing 
network overloads and installation costs subject to reliability and flow constraints. 

These multi-criteria problems place great demands on mathematical formulation 
and method. In the literature different approaches for solving these kinds of multi-
criteria problems can be found, whereby two basic approaches are distinguished. On 
the one hand there are aggregation methods, e,g, the weighted sum function and the 
search for an object function, and on the other hand there are the so-called Pareto-
based solution techniques. In this article Pareto-based solution techniques are 
presented. 

 
����� 
� ��"#$���� �#�
����
� �� ����$#����! ������	���	! 

��$��	�#����%�	! ����& (���) 	�����	�  "
'�"�#  "����
$���% # �	�#, 
*	� ����&� 
��	
��$� ��	������ �������� ���%�	�� �� ��	�� �	�$#�, 
*	 ����+����. �	�# �	���� ����	 
�����0 ������� "���"������� 
	�����$��	�� ����&, *	 ��	���#0����, 	��	����	 "� �$��	�� ���������, 
�	 �	�	 & � ������! ��%������ �#�����$�
.   

� 
�����# �	"�	��� �	��$ ������	���	! ��� 
���#+���� "���� 
�$��#
���� �	
�� ����&, � ���	& �	����"��! �� ���	�;�#���! ��#+���. <� 
�����
 ��
	���	! �	��$ ��	
	������ �����	�������$��� 	����"��� 
������	���	! ����& "� �	��"������ ;#���	��$��	! ���%�	�� 
#"$
  
����$
 ("� ������0� �	
��	�� 
��	
 # ����&), ��	�#���	! "����	�� 
(����
����&���� 
 ����&)  
���	�� ����& ("� ������0� �����$���� 
�����).  

= �	�	� ��	
	������ �	�#� �	���	���	�	 ������ 	��	����	 "� 
���	�� ���������� �	��"������, � �� 
�"������� 	�����$���� "������ �$� 
�	&�	�	 " �	��"���
 	����	. >���	�	�	
��� ���	���� �	"
	$��� ��	
	���� 
	����"��+ ����& �� �$��� �� ���� �$��#
����, �$� % �� ���� 
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����$#����!. 
 
�����!�"#� $�%�&' (�)���#*+�,*'�-/!�0 ���+1'$�2'0 
>����� �����	�������$��	! 	����"��! �	"
	$��� 
�"������ 	����#� 

;#���! ���%�	�� ����& �� ��	�� !! ;#���	�#
���� �� # "���$��	�# 

�����# �#�� �������
$��� 
���"	�: 

( , , ),i i i iK optim C N V�      (1) 
�� iK  – 
���	� 	�����$��	�	 ������ �$� ������	���	! ���; iC  – 
��������% ������%  
���	�� ����&;  iN  – ��������% ������% 
;#���	��$��	! ���%�	�� ����&; iV – ��������% ������%, ���%  
���������"#0 ��	�#���# "������� ������	���	! ����&. 

�	&��% " �������	
���� ������!
 0 
�$����	+ ���$���	!.  �$� 
"���	�&���� 	�����$��	�	 "������� "� ���	�� 
�*� ��
������� 
�	��"������ �#���	 
��	����	
#
��� 
���	���% �����".  

>����� 
���	��	�	 �����"# �	$���0 
 �	�#, *	� " ��"$� ����#������ 
�	�	� 	����� ���# �	��# �,  ��� ��0 	�����$��� "������� 
���	�� � (���.1) 
[2].  � 
���	��	�# 
�� "�$�&���� (1) ��0 
��$��: 

0

[ , , ( )] .
kt

t

K F C N V t dt� �     (2) 

A$� "�"������, *	 ������!, "� ����� ��	
	������ 	����"��� �$� 
������	���	! ���, �#$� 	���� ����� ���	�, *	� ��� !� �	�	�	��	�# 
"�$�����, ���%���� ������� 
 �$	�# �	�	�	��	 �	���#
�$���. ���*�% 

���	� ��0 "������� �#$�, �$� �� ������� ����% 
����� 
��#��%. 

 
B��.1 – =���	��� "	���&���� 	�����$��	�	 �	��"���� ���%�	�� ����& 

 �� ��	�� !! ;#���	�#
���� 
<�
����	 	��� ��������� ������!
, �� 
��	����	
#+���� �$� 
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���	��	�	 �����"#: 
1. ������% ;#���	��$��	! ���%�	��. ����% ������% ���������"#0���� 

�	��"���	� �	
��	�� �� 
����	
$���� "'0������, �	��	 %�	
����+ 

��	
� 
 	��$#�	
#
���. ����% �	��"��� 
�$�
�0 �� ���� ������� 
 �$	�# 
(��*	 �$����� 
��	
 "�$��#0����, ;#���	��$��� ���%���� �����0, 
"����#0���� "���$��� ���%���� ����&). 

2. ������% 
���	��. ����% ������% ���������"#0���� �	��"���	� 
�����$���� 
����� �� �#�
����
	 ��	 �	����"��+ ����&. �$� 	�����	�� 
��	����	 ���"#
��� ������% 
���	��, ��� ��	�# "�����+�� ���%����. 

3. ������% ��	�#���	! "����	��. C��������"#0���� ����
����&�����  
���	
��	��������� ����$
. E�*	 ��
����&���� �	"�	�$��� ���
�	���	 – 
����$� �#�#�� ��	��	+
��� ��	 
��#
����� ����
����&����, ���%���� 
����& �#�� "����#
�����  	�����	� "
'�"�# �#�� "�"��
��� ;����	
�� 

���� (�	���$��� "�
����&���� ����$# ����	
��� 50%,  �������$���  – 70%). 

�$� ������� ������!
 ���$"#+���� ���������� �	��$, �� �	"
	$�+�� 
	������ ��������� ���$���� ������ �$� �	��$��	! 	����"��!. 

 
3�*1�"�!!4 �'%1!�5+!+ ��*,��-���+1�-/!+7 "�*'�!�'" %-4 

�*�!���*�!�0 ��� 
B	"�$����	 lv  
�����
 ����� �$� ������	���	! ���. �	&�	�# " 


�����
 
��	
��+�� ��� ���#��! 1 2 3, , ,S S S  # ��"#$���� ���� ������� 
�	��"���� ���%��+�� "������� , , .i i iN C V  A���� "���	�	�	
���� 
�����
 
����� ��	����	 	����� 	�����$���% 
����� ,iv  ���#+���� "�������� 
#"���$����	�	 �	��"���� �	���	���	�	 �	"
’�"���� "���� ( ).iq v  A��� �� 
�����
 "������� 
�$����� ( )iq v  �#�� 	�����% �	���	����% 
����� 
	��	����	 "� ���	�� ���������� ��������� – ���%�	��,  ��	�#���	! 
"����	�� �� 
���	��. 

A��#��! % 
��	
�� !� "������� �	��"���
 �������
$�� 
 ������ :G  

31 2

13 11 11 1 12 1

23 22 21 2 22 2

3 31 3 32 3 33 3

4 41 4 42 4 43 4

1 2 3

,, ,
,, ,

, , ,
, , ,

...        ...       ...       ...
, , ,l l l l l l l

SS S
g Cv g N g V
g Cv g N g V

G v g N g V g C
v g N g V g C

v g N g V g C

� �
� ��� �� �
� ��� �
� �

� � � �� �
� �� � �� �
� �
� �� � �� 	

   (3) 

�� 1 2 3, ,S S S 
  ���#��!, �	$� ������� ���%��0 ���� "������� �$� �	��"���
 
���%�	��, ��	�#���	! "����	�� % 
���	�� 
��	
��	; 1 2, ,..., lv v v 
 
������ 
�$� �	�#�# 	�����$��	�	 �	"
’�"���� "����. 

�	&��% " �	"�$��#��� ��������� ������!
 ��0 �
	+ �	"������. G	� 
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"���	�#
��� ���	� 	����"��! ��	����	 ��	����# 
��	���� �	��#
���� 
��������� �	��"���
. 

H�$� ��	�	 ����%���	 �	 ��	���# "�������� 	�$��� �����. �$� ��	�	 
�#���	 
��	����	
#
��� ���	��, �� "���	�	
#+���� 
 #�	
�� ��
�"�����	�� 
��	 �����	
	! ��
�"�����	��. =������ ����� �$� ������	���	! ���, �� 
��
����+�� ���#� �$� ���	� ���	�
, �;	��#+�� 	�$���� H����	. �	 
����� ���	�
 
��	������: 

1. ���	� �
��� %�	
��	���%. � ��"#$���� " ���	�	 ���	�# 	�����$���� 


�&�0���� 
����� ,iv  �$� ��	�	 #"���$�����% �	��"��� ��q  ����$���%: 

i ,
1

1arg_min ( ) ( )  i 1,l ,
k

optim �� i i ij
j

v q v g v g
k �

� �
� � �  �� �

� �
�   (4) 

�� k – �$����� �	��"���
 (# ���	�# 
�����# k =3). 
2. ���	� K#�
��. ������$���� �#�� 
����� ,iv  �$� ��	�	 #"���$�����% 

�	��"���  �q   ����$���%: 

 � �i _ min _ maxarg_min ( ) (1 ) ,  i 1,l ,optim � i i iv q v c q c q� �  � 
  �    (5) 

� �_ min jmin ,  j 1,k ,i ijq q� �  � �_ max jmax ,  j 1,k ,i ijq q� �  

�� 
 – 
��	
�% �	�;�0��, (0;1).c�   
3. ���	� ����
���	�	. ���	� 
��	����	
#0 ��"#$�����, 	���&�� ���	�	� 

�
�	! %�	
��	�� " ����	+ �	����0+. ������$���� �#�� 

�&����� 

�����: 

� �i B _ maxarg_min ( ) ( ) (1 ) ,  i 1,l .optim � i � i iv q v c q v c q� �  � 
  �    (6) 

4. ��������% ���	�. � 
�����# "���	�#
���� ���	�# �$� �	&�	�	 

�����# 
�"����+�� �������$�� "������� ����� �	��"���
. <���$ ����� 
��� 
�"����0���� ����$��� "������� #"���$����	�	 �	��"���� min/max ( )iq v   

����� iv  0 	�����$����: 

� �i min/maxarg_min ( ) ,optim iv q v�  
(7) 

� �min/max j( ) max .i ijq v g�  
 

5. ���	� A�
�&�. �$� �	&�	! ���#��! kS  "���	���	 ����$�� "�������: 

1_ min 2 _ min _ min, ,..., .i i lkg g g     (8) 
������� 
 (8) "�������  
����0�	 
� �	&�	�	 "�������, *	 

"���	������ # 
��	
��	�# ��	
�� ������ (3). � ��"#$���� 	���&#0�	 
������+ H (
 ���	�# 
�����# ������� ������ ��� ��	
��): 
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11 11 1_ min 12 12 2 _ min 13 13 3_ min

21 21 1_ min 22 22 2 _ min 23 23 3 _ min

1 1 1_ min 2 2 2 _ min 3 3 3 _ min

, , ,

, , ,

            ...             ...             ...
, , .

i i i

i i i

l l i l l i l l i

h g g h g g h g g
h g g h g g h g g

H

h g g h g g h g g

� 
 � 
 � 
� �
�

� 
 � 
 � 
�� �
�
� � 
 � 
 � 
� 	

�
�
�
�
�

  (9) 

������$���� 

�&�0���� 
����� ,iv  �$� ��	�	 �	��"��� 
��q  
��	
��0 
#�	
: 

� �
� �
i �

� j

arg_min ( ),  i 1,l ,

( ) max ,  j 1,k .

optim �� i

�� i ij

v q v

q v h

� �

� �
   (10) 

����� ���	�, 
������, �� 	���� "� �'����� ���	����, �;	��#+�� 
	�$���� H����	  �� �� "���0 �����	�������$��	! ��
�"�����	��, � 0 
������ ��	�	� �� �$��# !! �	�	$����. 

 
�������"�!!4 !,&'�#�-81�"'*!'�!�)� �'%7�%� %-4 �'%1!�5+!+ 

��*,��-���+1�-/!+7 "�*'�!�'" 
�$� 	���� 	������ �	���	����� 
�����
  �	"
’�"����  �����	�����-

��$��	! ��
�"�����	�� ��	�	�#0����  
��	����	
#
��� �����	-%�	
���-
��% ����. <���% ��� �	��"���� ���%��+�� " ��"$� S  ��� "�������, 
�	��	 1 2 3, , : [0, ),S S S V � �  �� � �, 1, .iV v i l� �  ��$� 
�$�
# �#�#��	�� 

�	��"���
 �� 	���# 
�����
 " ��"$�  v  ��	�	�#0���� "�%����� �$��	� 
�	�#�	
�  L-�����	! ��� A#���	. �$� �	�	 "�%��+0���� "���	�&���� �	���� 
" ����
�$# ( 1; )
 � ����#��	�	 �	$�	�� (k-1)-	�	 �	����#: 

1

(1 ) 1
1,

k

j
j

d�

�
�

�  

�

�
   (11) 

�� jd 
 �	�;�0�� 
�&$�
	��; k 
  �$����� ��������� �	��"���
 (k=3). 
��$ 	����$+0���� "������� #"���$����	�	 �	��"���� �� 	��	
 

�����	! "�	����, *	 �	"
	$�0 
���	
#
��� ��$�%��% �������� 
�$�
# 
��������� �	��"���
. �$� ��	�	 
��	����	
#0�	 �	����� �����	�	 ������$� 
�	 L- �����! �� A#���	: 

� �
� �

0,1
( ) sup min , ( ( )) ,i iq v h G G S v� � ��

�
�

� �� �
  

 (12) 

( ) ( , ) ,i j jS v S h S v� �� �  ( )

(1 ) 1
( ( )) ,j i

j
S S v

i

d
G S v �

� �

�

�
�

�  


�
�

 

�� ( ) ( , )i j jS v S h S v� �� � 
  ��"$� �	��"���
, ��#��� 
�$�
# ���� �� 	���# 


������ v V� ����
�*#0 �	�� ;�  : [0,1]h FxV � 
 	���� ;#����. >� 	���# 
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;#���+ h ���%���	 "������� ��������� �	��"���
, ��
������ �	 
��"�	"���	�	 
��# " �	�0� �����	! ��"$�  ( )jS v

 

 ����
�$ [0,1].  

=�"�����	�# 
�����	
 optimv  
��	
��+�� �		������� ���	! �	��� � 

(
��	
��	 �	 ���#��� 1), �$� ��	! 
���	� K  ��0 ��%�$�� 	�����$��� 
"�������. Q�% 
����� �#�� ���*�� �$��������
��� 
 ��"#$���� �	"
’�"���� 
"���� �����	�������$��	! 	����"��!: 

� �iarg_max ( ) .optim iv q v�     (13) 
 

�+�!�"#+ 
>���	�	�	
��� ���	���� �	"
’�"���� "���� �����	�������$��	! 

	����"��! �$� ������	����� ���, �	"
	$�0 ���	����� ��	���  �$��#
���� 
�	
��  �	����"��! ��#+��� ������	����� ���. ���	���� �	"
	$�0  
#����#�� �#�'0���
��� ����� �&����� �$��#
����, �� �����
 ����, �� 
��	�	����% ����, 
��#
�0���� 	����"��� �� �$��#
���� ������	����� 
���. <	
�"�� ��"#$����
 ��$���0���� 
 	������� 	�����$���� "������ 
��������� ������!
, ����� ���������"#0���� ������	���	! ���,  

���	
#+�� ��� ��	�#  !� ��$�%��% �������� 
�$�
#. 
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������ ����
�� ���
�������� ������ ��	�	 � 
���9������� �	��� :� ����������� ��	�	 

 
S$�	���� ��	���#
���� 	���"# ����� (UD ) ��#��#0���� �� 


��	������� ����#���� ����� �� �	��	����: 
- ����������� �$	
����� CS , �� 	���#+�� ��������# 	�$����, *	 
�-

*�0 ��� ��	 �	����#��! ���&	�, ��� ��	 �$��� ���&	�  �� ���, 


