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У статті з’ясовано доцільність введення поняття квазіпохідних як ефективного апарату 
дослідження прикладних задач, що зводяться до розв’язування, так званих, квазідиференці-
альних рівнянь. Такі рівняння виникають під час дослідження реальних фізичних процесів, 
виводяться на основі законів збереження та зображуються в дивергентній формі. Основні 
етапи розвитку концепції квазіпохідних наведено в хронологічному порядку від кінця 30-х 
років минулого століття до сьогодення. Новий поштовх розвитку теорії квазідиферен-
ціальних рівнянь надано авторами. Основою цього було створення лінійної теорії скалярних 
і векторних квазідиференціальних рівнянь з узагальненими функціями в коефіцієнтах і правих 
частинах, які за допомогою певним чином введених квазіпохідних зводяться до коректних 
систем диференціальних рівнянь із мірами. Це дало можливість розвинути такі новітні 
напрямки досліджень, як спектральна теорія узагальнених самоспряжених і несамоспря-
жених задач, теорія стійкості, наближені методи тощо. За браком місця основні резуль-
тати таких досліджень наведені у статті без доведень, проте, з посиланнями на відпо-
відні публікації.  

Ключові слова: квазіпохідна, квазідиференціальне рівняння, функція обме-
женої варіації, міра, інтеграл Рімана-Стільтьєса. 
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Вступ. Дослідження різноманітних фізичних процесів, які враховують природну 
єдність дискретного та неперервного, приводять до необхідності створення адек-
ватних математичних моделей. Багато з них описуються диференціальними рів-

няннями, що містять доданки на взірець ( )( )( )( )
nmp x y  [1-4]. За умови недостат-

ньої гладкості коефіцієнта p(x) такі рівняння вже не можна звести (з допомогою 
операції n-кратного диференціювання) до звичайних диференціальних. Щоб під-
креслити цей важливий факт, у науковій літературі їх називають квазідиференці-
альними рівняннями. 

Розглянемо, наприклад, на відкритому інтервалі І дійсної осі квазідиферен-
ціальне рівняння другого порядку  

 ( )ay by f′′ + λ = , (*) 

де λ — параметр, a – 1 — обмежена та вимірна (за Лебегом) на І функція, b, f — 
узагальнені функції нульового порядку (міри). Рівняння (*) є дискретно-непе-
рервна модель багатьох фізико-механічних явищ [2, 3] (вимушені поперечні ко-
ливання струн змінного натягу, поздовжні та крутильні коливання стрижнів, що 
окрім розподілених, несуть на собі й зосереджені маси; поширення температури 
з урахуванням неперервних і дискретних джерел тощо). Коефіцієнт а може бути, 
наприклад, кусково-неперервною функцією (змінна площа попереднього перерізу 

стрижня). Тоді формальне виконання операції ( )ay ay a y′′ ′′ ′ ′≡ + , що диктується 
бажанням звести рівняння (*) до «класичної форми», призводить до відомої 
проблеми множення узагальнених функцій [44]. 

Інший приклад — квазідиференціальне рівняння 4-го порядку, що є матема-
тичною моделлю вимушених поперечних коливань стрижня з дискретно-неперерв-
ним розподілом параметрів й узагальненими зовнішніми навантаженнями [1] 

 ( ) ( )2
1 2ay by cy f f ′′ ′′′ ′− ω − + = +  

. (**) 

Тут ω2 — квадрат частоти коливань, а — поперечна жорсткість стрижня, b та c — 
узагальнений момент і маса відповідно, f 1, f 2 — узагальнене зовнішнє зусилля та 
момент. Коефіцієнт а тут знову може бути кусково-неперервний, b, c й  f 1 — уза-
гальнені функції нульового порядку, f 2 — узагальнена функція першого порядку. 

Проблеми дослідження рівнянь вигляду (*), (**) та подібних типів почина-
ються вже з означення їх розв’язків, а побудова лінійних (елементарних) теорій 
неможлива без застосування концепції квазіпохідних.  

Мабуть, першим, хто вжив термін «квазідиференціальне рівняння», був 
Д. Шин [5-7]. Власне, йому й належить ідея введення квазіпохідних, яка дозволяє 
відмовитися від вимог гладкості коефіцієнтів чи звести їх до мінімуму. У роботах 
[8, 9] розглянено доволі загальні квазідиференціальні рівняння вигляду 

 [ ] 0, Im 0,nf lf l a x b− = ≠ < < , (1) 
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де 
1

[0] [ ] [ 1] [ ]
00

0
( ) , ( ) ( ) , 1, , 1

k
k k v

kk kv
v

df P x f f iP x f P x f k n i
dx

−
−

=
= = + = = −∑ , і спряже-

ні до них (« ⋅ » означає комплексне спряження) 

 { } g 0, Im 0,ng l l a x b− = ≠ < < , (2) 

 
1

{0} { } { 1} { }
00

0
( ) , ( ) ( ) , 1,

k
k k v

kk kv
v

dg Q x g g iQ x g Q x g k n
dx

−
−

=
= = + =∑ , 

 1
, , , , , , 0,kv n v n k n v n v n k n kQ P P P v k k v n−

− − − − − −= ≤ =  

за умов, що комплекснозначні функції ( )( ) ; , 0,kvP x v k k v n≤ =  визначені та вимірні 

на інтервалі (a, b), а функції ( )1( ) 1,kkP x k n− =  і ( )( ) , 1, , 0, 1kvP x v k k n v n< = = −  

квадратично сумовні за Лебегом на кожному скінченному замкненому інтервалі 
[ , ] ( , )a bα β ⊂ . При цьому функції ( )f x  і ( )g x  вважаються розв’язками рівнянь 

(1) і (2) відповідно, якщо вирази [ ]kf  і ( ){ } 0, 1kg k n= −  є абсолютно неперервні 

та задовольняють відповідно рівності (1) і (2) майже всюди на інтервалі (a, b). 
У праці [8] для рівнянь (1) і (2) доведено теореми про існування та єдиність 

розв’язків початкових задач і встановлено зв’язок між ними.  
Ідеї Шина виявилися достатньо плідними та згодом були розвинені в різних 

аспектах у працях М. Г. Крейна [9, 10], Н. І. Ахієзера й І. М. Глазмана [11, 12], 
М. А. Наймарка [13], C. А. Орлова [14], Ф. С. Рофе-Бекетова та В. І. Когана [15, 16] 
та інших авторів (див. бібліографію в [13]). 

Так, окремі розділи фундаментальних робіт [9, 12, 13] присвячені само-
спряженому квазідиференціальному виразу парного порядку  

 ( )( )( )

0
( ) ( 1) ( )

n kk k
n k

k
l y p x y−

=
= −∑  (3) 

і відповідному квазідиференціальному рівнянню 

 ( ) ( )l y f x=  (4) 

із вимірними на інтервалі (a, b) та локально сумовними за Лебегом на цьому інтер-
валі (тобто сумовними на кожному його компактному підінтервалі) коефіцієнтами 

1
0 1( ), ( ),..., ( )np x p x p x−  і правою частиною ( )f x . Для виразу (3) вводяться квазіпохідні 

 [ ] [ ]
0, 0, 1; ( )

k n
k n

k n
d y d yy k n y p x
dx dx

= = − = ; 

 [ ] [ 1]( ) , 1, 1
n k

n k n k
k n k

d y dy p x y k n
dxdx

−
+ + −

−= − = − , 

і ставиться початкова задача  
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 [ ]
0( ) , 0,2 1k

ky x c k n= = − , (5) 

що має єдиний розв’язок у класі абсолютно неперервних функцій разом зі своїми 
похідними до (2n – 1)-го порядку включно. Доведення цього факту (який залиша-
ється правильним також для рівнянь ( ) ( )l y y f x− λ =  із довільним комплексним 
параметром λ) ґрунтується на зведенні задачі (4), (5) із допомогою вектора 

( )T[1] [2] [2 1], , ,..., ny y y y −=Y  до вигляду  

 ( ) ( )x x′ = +Y A Y F , (6) 
 0 0 0( ) ,x x I= ∈Y Y , (7) 

із вимірними та локально сумовними за Лебегом на інтервалі (a, b) функціональ-
ними матрицею A(x) і вектором F(x), і подальшим застосуванням методу послі-
довних наближень Пікара.  

Для диференціальних рівнянь l(y) = λy довільного парного чи непарного 
порядку m із неперервними операторними коефіцієнтами загальний вигляд само-
спряжених крайових задач на скінченному проміжку [0, b] отримано у статті [15]. 
Застосований у ній метод ґрунтується на понятті ермітового бінарного відношення, 
заданого у довільному гільбертовому просторі. Виявляється, що задання такого 
відношення еквівалентне визначенню певних крайових умов, що описують само-
спряжені розширення для операції l(y). Операції, що досліджувалися у цитованій 
роботі, задаються виразом  

 ( ) ( ){ ( ) ( 1)( ) ( )

1
( ) ( 1) ( ) ( )

n k kk k k
n k n k

k
l y p x y i q x y

−
− −

=

= − − +∑  

 ( ) }( )( 1)( ) ( )
kk

n k nq x y p x y−
−

+ +
 

у випадку парного m і виразом 

 ( ) ( ) ( ){ }( 1) ( ) ( )( ) ( 1) ( )

1
( ) ( 1) ( ) ( ) ( )

n k k kk k k k
n k n k n k

k
l y i q x y q x y p x y

+ +
− − −

=

 = − + +  ∑ , 

якщо m — непарне. До того ж відзначено, що умови неперервності коефіцієнтів 
можна послабити, якщо розглядати l(y) як квазідиференціальну операцію. Власне, 
так її розглядають у роботі Ф. Волкера [17], де приймають, що скалярні коефіці-
єнти сумовні за Лебегом, а операцію непарного порядку визначено виразом 

 ( ) ( )
( )

( )( ) ( )
0 0 0( ) ( 1) ( ) ( ) ( )

n
nn n nl y i q x q x y p x y

   ′= − + +     
 

 ( ) ( ) ( ){ }( 1) ( ) ( )( ) ( 1) ( )

1
( 1) ( ) ( ) ( )

n k k kk k k k
n k n k n k

k
i q x y q x y p x y

+ +
− − −

=

 + − + +  ∑ . 
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Застосовуючи теорію систем першого порядку [18], автор отримує двосто-
ронні оцінки для розмірності лінійного многовиду розв’язків, що належать до 

( )2 [0, ]; ( )x dx∞ ωL , рівняння ( ) ( )l y x y= λω  із локально сумовною за Лебегом на 
інтервалі (a, b) ваговою функцією ( )xω , такою що ( ) 0xω >  майже всюди на (a, b). 
Подібні питання для рівнянь із матричними коефіцієнтами різними методами до-
сліджували автори статей [16, 19]. 

Серед робіт зарубіжних математиків із теорії квазідиференціальних опера-
торів, окрім цитованої роботи [17], відзначимо також праці К. Кодаіри [20], 
Й. Вайдмана [21, 22], Ф. Аткінсона [18], А. Зеттла, В. Еверітта, Л. Маркуса [23-30], 
Г. Бенке та Д. Гінтона [31-34]. Так, у [29] можна знайти огляд ряду результатів 
стосовно проблеми індексів дефекту операторів. У статті [21] у гільбертовому 
просторі 2 ( , )r a bL  функцій, сумовних із квадратом на інтервалі (a, b) із вагою r(x), 
вивчається спектральна теорія операторів, породжених диференціальними вира-
зами вигляду 

 1( ) ( ) ( )
( )

d dyl y p x q x y
r x dx dx

 = − +  
 

із вимірними на (а, b) та локально сумовними за Лебегом на цьому інтервалі кое-
фіцієнтами 1( ), ( )p x q x−  і r(x), до того ж ( ) 0p x >  й ( ) 0r x >  майже всюди на (а, b). 
Близькі за виглядом вирази досліджено в монографії [18]. У роботі [21] ці дослідження 
розвинені  на випадок формально самоспряжених квазідиференціальних виразів 

 ( )
( )2 ( )( )

0

1( ) ( 1) ( )
( )

nE
jj j

j
j

l y p x y
r x =

= − +

∑  

 ( ) ( )
( )2 ( 1) ( )( ) ( 1)

0
( 1) ( ) ( )

nE
j jj j j

j j
j

q x y q x y
+ ∗ +

=

 + − −   
∑  

довільного (парного чи непарного) порядку з вимірними на інтервалі (а, b) (m×m)-
матричнозначними коефіцієнтами ( ), ( ), ( )j jr x p x q x , такими що ( )r x  — додатно 
визначена для майже всіх ( , )x a b∈  матриця, ( )jp x  — ермітові матриці. Окрім того, 
у випадку парного n (n = 2k) приймають, що матриця pk (x) є регулярна ( , )x a b∀ ∈ , 

а функції ( )1 1 1
1 1 1 1, , , , 0, 2 ,k k k k k k k j jp p q p q p q p q j k r− − ∗ −
− − − −− = −  — локально 

сумовними за Лебегом на (а, b). Якщо ж n непарне (n = 2k + 1), то матриця qk (x) 
повинна бути абсолютно неперервна на (а, b), ˆ ( ) ( ) ( )k k kq x q x q x∗= −  — регулярна 

( , )x a b∀ ∈ , а ( )1 1 1
1ˆ ˆ ˆ, , ( , , 0, 1 ,k k k k k k j jq q q q p q p q j k r− − −
− ′+ = −  — локально су-

мовні за Лебегом на (а, b). 
Для m = 1 подібний клас квазідиференціальних виразів вивчено у роботах 

[24-26]. Квазідиференціальні вирази, що містять лише члени парного порядку 
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( )( )( )( )
jj

jp x y , досліджені у праці [20]. Питання факторизації (розкладу на множ-

ники) квазідиференціальних операторів розглянуто в [28]. У статті [29] вивчено 
диференціальні вектор-оператори, породжені зліченною кількістю квазідиферен-
ціальних виразів на дійсній осі. Дослідженню крайових задач для звичайних ди-
ференціальних і квазідиференціальних операторів присвячено монографію [30]. 
У публікаціях [31-34] вивчено спектральну теорію диференціальних операторів 
парного та непарного порядків на півосі та на всій дійсній осі. 

У статті [33] запропоновано загальний підхід до побудови (у вигляді рядів 
за параметром) фундаментальної системи розв’язків квазідиференціального рів-
няння довільного порядку вигляду  
 [ ] [ ]M y N y= λ , 

де ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

0 0
[ ] ( 1) ( ) , [ ] ( 1) ( )

m ni jm i i n j j
i j

i j
M y p x y N y q x y− −

= =
≡ − ≡ −∑ ∑  — квазідиферен-

ціальні вирази порядків 2m і 2n (m > n) відповідно з інтегровними на деякому 
проміжку коефіцієнтами ( )1

0 ( ), ( ) 1,ip x p x i m− =  і ( )( ) 0,jq x j n= , λ — (комплекс-

ний) параметр. На прикладі рівняння другого порядку з кусково-аналітичними кое-
фіцієнтами (з розривами першого роду у скінченному числі точок) проілюстровано 
конструктивний спосіб визначення коефіцієнтів характеристичних рядів відпо-
відних крайових задач. Отримані результати розширили сферу застосовності методу 
характеристичних рядів на дискретно-континуальні моделі механічних систем. 
У статті [36], що є логічним продовженням цих досліджень, отримано структуру 
розв’язків, як диференціальних, так і квазідиференціальних рівнянь із кусково-
змінними коефіцієнтами. 

У роботах В. Я. Дерра [37-39] досліджено подібні до (1) квазідиференціальні 
рівняння  

 
1

1

0
( ) ( ) ( )

n
n n k
P nn P nk P

k

dq x p t q x p t q x f t
dx

−
−

=
≡ + =∑ , (8) 

де { } ( )0 дляik ikP p p k i= = > , 0
00 ( ) ,Pq x p t x=   

 
1

1

0
( ) ( ) , 1,

k
k k v
P kk P kv P

v

dq x p t q x p t q x k n
dt

−
−

=
= + =∑ ,  

з дійснозначними коефіцієнтами ( ),ikp t k i≤ , та локально сумовними за Лебегом 
на інтервалі (a, b) функціями 1 1 1( ), ( ) ( ), ( ) ( )ii ik ii nnp t p t p t f t p t− − − . На випадок таких 
рівнянь переносяться основні твердження теорії неосциляції, вводиться поняття 
узагальненої задачі Валле-Пуссена, розв’язок якої шукається в класі функцій із 
кусково абсолютно неперервними квазіпохідними. Автор праці [40] розв’язок 
звичайного диференціального рівняння з розподілами в коефіцієнтах визначає як 
розв’язок відповідного квазідиференціального рівняння. 
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Відзначимо також, що суттєві результати в теорії квазідиференціальних 
рівнянь на графах отримані Ю. В. Покорним і його учнями. Повне уявлення про 
їх досягнення й актуальність досліджень у цьому напрямку можна отримати з ко-
лективної монографії [41]. 

Позаяк ми зачепили вже квазідиференціальні рівняння з розподілами (Шварца) 
в коефіцієнтах, то доречно згадати також про дослідження звичайних диференці-
альних рівнянь з узагальненими функціями у коефіцієнтах. Як відомо, крайові за-
дачі для таких рівнянь успішно вивчаються математиками та механіками віддавна. 
До введення поняття δ-функції точкові сингулярності з’являлись у задачах у формі 
специфічних умов спряження для розв’язку та його похідних у точках, які з по-
гляду сучасної теорії належать до сингулярного носія коефіцієнтів рівняння. Такі 
дослідження здебільше мали частковий характер, бо стосувалися рівнянь конк-
ретного вигляду. Рівняння, коефіцієнти яких містять імпульсні особливості (типу 
δ-функції та її похідних), описують процеси у фізичних системах із дискретно 
неперервним розподілом параметрів — стержнях, пластинах, оболонках із зосе-
редженими в точках, на лініях чи окремих поверхнях масами та моментами інер-
ції, несучими пластами нульової товщини тощо. 

Ця тематика отримала суттєвий поштовх для розвитку завдяки фундамен-
тальним роботам М. Г. Крейна й І. С. Каца (див. [18, c. 648]) стосовно диференці-
альних рівнянь другого порядку, що моделюють вільні коливання струни, маса 
якої допускає, окрім неперервного, ще й точковий розподіл. Із математичної точки 
зору дослідження пов’язані з узагальненим диференціальним виразом  

 
0

0

( ) ( ) ( ) ( )
( )

x

MQ
c

dl y y x y s dQ s
dM x

+
+

+

 
= − − 

  
∫ , (9) 

де M(x) — неспадна на деякому скінченному чи нескінченному інтервалі функ-
ція, Q(x) — різниця двох неспадних функцій, y +(x) — правостороння похідна 
функції y(x). Якщо M(x) і Q(x) абсолютно неперервні та майже всюди M'(x) = ρ(x), 
Q'(x) = q(x), то диференціальне рівняння ( ) 0MQl y y− λ =  рівносильне рівнянню 

[ ]( ) ( ) 0y q x x y′′− + − λρ = . 
Для Q(x) = const диференціальний вираз (9) вивчав В. Феллер [42, 43]. Його 

робота [54] цікава тим, що містить внутрішнє аксіоматичне означення операції 
( )( )

d y xdM x
+− . Завдяки Феллеру такі диференціальні операції почали застосову-

вати у теорії марковських процесів. Однак, автор визначав операцію так, що вона 
втрачала сенс за наявності у функції M(x) інтервалів постійності. Внаслідок цього 
його результати виявилися недостатньо загальними, бо не охоплювали важливий 
випадок дискретних марковських процесів, таких як, наприклад, процеси розмно-
ження та вимирання (їх дослідження приводить до моделі навантаженої струни). 

Значна кількість публікацій (як теоретичного, так і прикладного характеру) 
з теорії диференціальних рівнянь і систем рівнянь із розподілами у коефіцієнтах 
свідчить про актуальність постановок задач, які поєднують континуальність із диск-
ретністю. У монографії О. Філіппова [44] зроблено огляд різних класів диферен-
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ціальних рівнянь із узагальненими функціями, у тому числі, диференціальних 
рівнянь із імпульсними коефіцієнтами, лінійних і найпростіших нелінійних рів-
нянь із узагальненими функціями в правій частині, лінійних систем, які не роз-
в’язані відносно похідних і мають розривні розв’язки, а також диференціальних 
рівнянь, що містять узагальнені функції в коефіцієнтах. Вказано деякі класи рів-
нянь і систем, які шляхом заміни змінних зводять до систем Каратеодорі, що доз-
воляє довести існування та дослідити властивості їх розв’язків. У роботі наве-
дено численну бібліографію, що дає повне уявлення про стан досліджень у цьому 
напрямку.  

Відзначимо, що під час дослідження (квазі)диференціальних рівнянь із роз-
поділами одним із найважливіших питань є раціональне означення розв’язку. Як 
відомо [57], такі рівняння з допомогою введення квазіпохідних вдається звести 
до лінійної диференціальної системи першого порядку на взірець 

 ( ) ( )x x′ ′ ′= +Y C Y F . (10) 

Якщо C(x) і F(x) абсолютно неперервні [18], то система (10) еквівалентна 
інтегральному рівнянню 

 ( )
0

0 0( ) ( ) ( ) ( )
x

x

x d t t x x= + + −∫Y Y C Y F F  (11) 

з інтегралом Лебега. Це властиво для квазідиференціальних рівнянь із сумовни-
ми за Лебегом коефіцієнтами; до того ж система (10) є система типу Каратеодорі 
та допускає запис у вигляді (6). Еквівалентність зберігається й тоді, коли C(x) — 
абсолютно неперервна, а F(x) має обмежену варіацію [46] або коли C(x) і F(x) — 
неперервні функції обмеженої варіації [47]. При цьому диференціювання та рів-
ність у (10) розуміють у сенсі теорії узагальнених функцій, а в другому випадку 
інтеграл у рівнянні (11) розуміють у сенсі класичного інтеграла Рімана-Стільтьєса. 

Усе це не узагальнюється безпосередньо на випадок, коли C(x) є розривна 
функція обмеженої варіації, навіть за умови, що ( )x ≡F 0 . У цьому випадку роз-
риви матриці-функції C(x) обов’язково породжують розриви розв’язку Y(x) і до 
того ж в одних і тих же ж точках. Тому інтеграл Стільтьєса у рівнянні (11) може 
не існувати (див. приклад [46, c. 214]). Теорія узагальнених функцій тут також не 
допомагає, бо, наприклад, добуток δ-функції на її невизначений інтеграл (функ-
цію Хевісайда) не існує, а відтак не визначений добуток матричної міри Стіль-
тьєса [46, c. 160] C'(x) на функцію обмеженої варіації.  

Однак, якщо для функцій обмеженої варіації розрізняти значення ( 0),x −Y  
( ), ( 0)x x +Y Y  і розглядати лівий ( ) ( 0)x x− −Y Y  і правий ( 0) ( )x x+ −Y Y  стрибки, 

то вдається визначити інтеграл у рівнянні (11), якщо C(x) і Y(x) є розривні функ-
ції обмеженої варіації. За різних припущень (наприклад, якщо ( ) ( 0)x x= −Y Y , 

[ ]( ) ( 0) ( 0) 2x x x= − + +Y Y Y  або ( ) ( 0)x x= +Y Y  тощо) отримують різні умови 
існування розв’язку рівняння (11) і відповідно системи (10), відрізняються й самі 
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розв’язки. У монографіях [44, 49] відзначено, що відомі означення розв’язку сис-
теми (10) у такій ситуації реалізуються в рамках трьох основних підходів. 

Перший підхід пов’язаний зі спробами формалізації цієї системи в рамках 
теорії розподілів і зводиться до проблеми множення узагальнених функцій на 
розривні. Спочатку на основі секвенціального підходу [50] вводиться означення 
добутку міри на функцію обмеженої варіації, а потім відповідним чином дається 
означення розв’язку системи (10) [47, 49, 51, 52]. Другий підхід започаткований 
у роботі Я. Курцвейля [65] і передбачає формальний перехід до інтегрального 
рівняння (11), в якому інтеграл розуміється у сенсі Перрона-Стільтьєса, Лебега-
Стільтьєса чи як некласичний інтеграл Рімана-Стільтьєса [54-57]. За такого під-
ходу, стрибки розв’язку залежатимуть від значень функції C(x) у точках розриву. 
Третій підхід базується на ідеї апроксимації елементів матриці-функції C(x) по-
слідовностями гладких функцій [49, 58]. При цьому розв’язок системи (10), що 
визначається границею своїх гладких наближень, збігається з розв’язком інте-
грального рівняння (11). 

Як бачимо, поняття розв’язку для диференціальних рівнянь із розподілами 
не є однозначно визначене і головною причиною цього є проблема множення 
узагальнених функцій. Під час вибору того чи іншого означення розв’язку по-
трібно повніше враховувати характер граничного переходу, що приводить до 
рівняння, яке розглядається. Цього недоліку позбавлений підхід, прийнятий у ро-
ботах [45, 59-67], і якого ми дотримуватимемось у цій статті. У рамках такого 
підходу під розв’язком системи (10) розуміють вектор-функцію обмеженої варіації, 
що справджує систему в сенсі теорії розподілів, причому вказуються ефективні 
(в термінах матриць C(x) і F(x)) умови, за яких система (10) є коректна, тобто під 
час її дослідження не виникає проблема множення функціоналів. 

Статтю організовано наступним чином. У першому пункті вивчається одна 
з важливих проблем, яка виникає під час дослідження диференціальних рівнянь 
з узагальненими коефіцієнтами, — проблема множення розподілів. Тут встанов-
лені необхідні та достатні умови, за яких такий добуток існує в рамках теорії 
узагальнених функцій. У другому пункті розглядається клас коректних систем із 
мірами та вивчаються питання існування та єдиності розв’язку початкових задач 
для таких систем. У пункті 3 на конкретних прикладах диференціальних рівнянь 
із розподілами в коефіцієнтах показано переваги концепції квазіпохідних для до-
слідження таких рівнянь. На основі цієї концепції у наступних двох пунктах 
встановлені теореми існування та єдиності розв’язків початкових задач для одно-
рідних квазідиференціальних рівнянь (вихідного та спряженого) з мірами й отри-
мано вирази для стрибків цих розв’язків. Пункт 6 присвячено побудові лінійної 
теорії таких рівнянь. Отримано аналог формули Ліувілля-Остроградського-Якобі, 
введено поняття фундаментальної системи розв’язків, з’ясовано структуру за-
гального розв’язку. Окремо, у пункті 7, встановлено також структуру фундамен-
тальної матриці, що відповідає квазідиференціальному рівнянню. Отримана струк-
тура фундаментальної матриці переконує в тому, що таку концепцію закладено 
природою квазідиференціальних рівнянь. Нарешті, в останньому пункті досліджу-
ються неоднорідні квазідиференціальні рівняння з розподілами. Спершу з’ясовано 
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допустимий порядок найстаршої узагальненої похідної у правій частині таких рів-
нянь, далі отримано подання розв’язків початкових задач в інтегральному вигляді 
з допомогою функції Коші та її квазіпохідних.  

У статті дотримуватимемося таких позначень: I — відкритий інтервал дійсної 

осі \ ; p q×^  — лінійний простір комплексних (p×q)-матриць ( ) ,

, 1

p q
ij i j

c
=

=C  із нормою 

1 1

p q

ij
i j

c
= =

=∑∑C ; T — символ транспонування; «∗» — операція спряження (тобто 

комплексне спряження та транспонування); p^  — p-вимірний лінійний комплекс-
ний простір з (евклідовою) нормою 2 2 2

1 2 ... px x x x= + + +  елемента T
1 2( , ,..., )px x x x= ; 

( )k I^  — простір k разів локально неперервно диференційовних на інтервалі I 
функцій, тобто функцій, що мають неперервні похідні до k-го порядку включно 
на кожному компактному пiдiнтервалi [ , ]a b I⊂ ; 2( ), ( ), ( )I I I^A L L  — відповідно 
простори локально абсолютно неперервних, локально сумовних за Лебегом і локально 
квадратично інтегровних за Лебегом на інтервалі I функцій; ( )loc I+BV  — простір 
функцій локально обмеженої на інтервалі I варіації (вважаємо, що елементи 
функціональних матриць належать до відповідних просторів); ( )ID  — простір 
неперервних функцій I →^  з компактним носієм, спряжений до якого є простір 

( )I′D  розподілів (Шварца); 0 — нульовий елемент (матриця, вектор або число); 
E — одинична матриця; ( f, φ) — значення функціонала f на функції φ(x); 

( ) ( ) ( 0)g x g x g x∆ = − −  — стрибок функції ( )locg I+∈BV  у точці x I∈ . 

1. Про коректність добутку мір на функції обмеженої варіації 

Як відомо, добуток двох узагальнених функцій не завжди існує. Так, наприклад, 
не існує (тобто неоднозначний або некоректний) добуток функції Хевiсайда на її 
узагальнену похідну. Щоб дослідити коректність добутків F'(x)G(x) і F(x)G'(x), 
де F'(x), G'(x) — узагальнені похiднi функціональних матриць F(x) i G(x) з еле-
ментами з простору ( )loc I+BV , запишемо дискретні компоненти Fd (x) i Gd (x) мат-
риць-функцiй F(x) i G(x) у вигляді 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) 0
s

d s s s s
x x s

x x x x H x x
≤

 = − − = ∆ − ∑ ∑F F F F , 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) 0
s

d s s s s
x x s

x x x x H x x
≤

 = − − = ∆ − ∑ ∑G G G G , (12) 

де ( )sx∆F  i ( )sx∆G  — стрибки матриць F(x) i G(x) вiдповiдно, а ( )sH x x−  — 
зміщена функція Хевiсайда. Тоді, враховуючи подання (12) і те, що узагальнена 
похідна від функції Хевiсайда є дельта-функцiя Дiрака, тобто ( )sH x x′ − =  

( )sx x= δ − , отримуємо 
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 ( ) ( )( ) ( )c s s
s

x x x x x′ ′= + ∆ δ −∑F F F , 

 ( ) ( )( ) ( )c s s
s

x x x x x′ ′= + ∆ δ −∑G G G . (13) 

Використовуючи зображення (13), запишемо формально добутки 

 ( ) ( ) ( ) ( )
,

c c d r s r s
r s

x x x x H x x′ ′ ′= + + ∆ ∆ δ − −∑F G F G F G F G , 

 ( ) ( ) ( ) ( )
,

c c d r s s r
r s

x x x x H x x′ ′ ′= + + ∆ ∆ δ − −∑FG FG F G F G . (14) 

Добутки під знаками сум у формулах (14), взагалі кажучи, неоднозначні 
в сенсі теорії узагальнених функцій, бо  

 ( ) ( ) , якщо ,
( )

0, якщо ,
r r s

r s
r s

x x x x
x x H x x

x x
δ − >δ − − = 

<
 

а для xr = xs такий добуток не існує. Ці міркування вимагають такого означення. 
Означення 1. Добутки ( ) ( )x x′F G  i ( ) ( )x x′F G  називатимемо коректними, 

якщо для довільного x I∈  виконується умова  

 ( ) ( ) 0x x∆ ∆ =F G . (15) 

Враховуючи означення 1, добутки (14) можна записати так 

 ( ) ( ) ( )c c d r s r
r s

x x x x
>

′ ′ ′= + + ∆ ∆ δ −∑F G F G F G F G , 

 ( ) ( ) ( )c c d r s s
r s

x x x x
<

′ ′ ′= + + ∆ ∆ δ −∑FG FG F G F G , 

де позначено 
def

r s r s>
=∑ ∑∑ за умови r sx x>  чи навпаки. 

Позначимо через H(x) i Z(x) первiснi мiр ( ) ( )x x′F G  i ( ) ( )x x′F G  вiдповiдно, 
тобто ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )x x x x x x′ ′ ′ ′= =H F G Z F G . 

Теорема 1 [18, 74]. Нехай F(x), G(x) належать до ( )loc I+BV . Тоді: 

1) 
0 0

0 0( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( )
x x

x x

x d t t x t d t= + = +∫ ∫H F G H Z F G Z , де 0 ,x x I∈ , H0, Z0 — довiльнi 

сталi матриці, а інтеграли в правих частинах є некласичні матричні інтеграли Рi-
мана-Стiльтьєса; 
2) H(x), Z(x) належать до ( )loc I+BV ; 
3) ( ) ( ) ( 0), ( ) ( 0) ( )x x x x x x x I∆ = ∆ − ∆ = − ∆ ∀ ∈H F G Z F G . 
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Зауваження 1. За умови коректності (15) добутків ( ) ( )x x′F G  i ( ) ( )x x′F G  
інтеграли у підпункті 1 є класичні матричні інтеграли Рiмана-Стiльтьєса (насправ-
ді — сукупності таких скалярних інтегралів). При цьому рівності у підпункті 3 
для довільного x I∈  набувають вигляду ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )x x x x x x∆ = ∆ ∆ = ∆H F G Z F G . 

2. Лінійні диференціальні системи з мірами 

2.1. Розглянемо початкову задачу для однорідної системи диференціальних рів-
нянь із мірами 

 ( ) ( ) ( ),x x x x I′ ′= ∈Y C Y , (16) 
 0 0 0( ) ,x x I= ∈Y Y , (17) 

де Y(x) — невідома n-вимiрна вектор-функція, C(x) — функціональна (n×n)-мат-
риця, елементи якої належать класу ( )loc I+BV , C'(x) — її узагальнена похідна. 

Відзначимо, що стрибки матрицi-функцiї C(x) породжують також стрибки 
розв’язку Y(x) рівняння (16), причому у тих же ж точках, тому добуток C'(x)Y(x), 
взагалі кажучи, неоднозначний. 

Означення 2. Вважаємо, що вектор Y(x) належить до допустимого класу 
( )C ID , якщо ( )loc I+∈Y BV  і ( ) ( ) 0x x x I∆ ∆ = ∀ ∈C Y . 
Означення 3. Під розв’язком рівняння (16) будемо розуміти вектор-функ-

цiю Y(x) із класу ( )C ID , що задовольняє це рівняння в узагальненому сенсі: 
( , ) ( , ) ( )I′ ′ϕ = ϕ ∀ϕ∈Y C Y D . 

Теорема 2 [74]. У класі функцій ( )C ID  задача (16), (17) та інтегральне рівняння 

 
0

0 0( ) ( ) ( ), ,
x

x

x d t t x x I= + ∈∫Y Y C Y , (18) 

— еквiвалентнi. 
Наступне твердження дає ефективний критерій належності розв’язку Y(x) 

рівняння (18) до класу ( )C ID . 
Теорема 3 [60-74]. Для існування розв’язку Y(x) рівняння (18) у класі ( )C ID  

необхідно та досить виконання умови  

 [ ]2( )x x I∆ = ∀ ∈C 0 . (19) 

Наслідок 1. За умови (19) стрибок довільного розв’язку рівняння (16) ви-
значається формулою ( ) ( ) ( )x x x∆ = ∆Y C Y . 

За умови (19) однорідне рівняння (16) називатимемо коректним. 

2.2. Розглянемо тепер неоднорідну початкову задачу 

 ( ) ( ) ( ) ( )x x x x′ ′ ′= +Y C Y F , (20) 
 0 0( )x =Y Y , (21) 
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де вектор-функція ( )loc I+∈F BV , а відповідне інтегральне рівняння має вигляд 

 ( )
0

0 0( ) ( ) ( ) ( )
x

x

x d t t x x= + + −∫Y Y C Y F F . (22) 

Умова (19) ще не забезпечує належності розв’язку рівняння (22) до класу 
( )C ID  через наявність доданка F(x) – F(x0), однак справджується твердження. 
Теорема 4 [74]. Якщо однорідна система (16) коректна, то для існування 

розв’язку рівняння (20) у класі ( )C ID  необхідно та досить виконання умови  

 ( ) ( )x x x I∆ ∆ = ∀ ∈C F 0 . (23) 

Наслідок 2. За умов (19), (23) початкова задача (20), (21) має єдиний розв’я-
зок ( )C I∈Y D , що подається у формі Коші 

 ( )
0

0 0( ) , ( , ) ( )
x

x

x x x x s d s= + ∫Y B Y B F , (24) 

де B(x, s) — фундаментальна матриця рівняння (16), що за змінною x є розв’яз-
ком цього рівняння  та для x s I= ∈  справджує умову нормованості  ( , )s s =B Ε . 

За умов (19), (23) неоднорідне рівняння (20) також називатимемо коректним. 

3. Концепція квазіпохідних 

3.1. Диференціальне рівняння другого порядку 

 1( ) 0y a x y′′ − = , (25) 

де y(x) — невідома функція від дійсної змінної x I∈ , 1 1( ) ( )a x b x′= , до того ж 

1 ( )locb I+∈BV , звичайним чином зводиться до диференціальної системи першого 
порядку 

 ( ) ( ) ( )x x x′ ′=Y C Y , (26) 

де T

1

0 1
( , ) , ( )

( ) 0
y y x

a x
 

′ ′= =  
 

Y C .  

Позаяк 
1

0 0
( )

( ) 0
x

b x
 

∆ =  
∆ 

C , то [ ]2( ) 0x∆ =C  для довільного x I∈  і, таким 

чином, система (26) — коректна. 
Якщо під розв’язком диференціального рівняння (25) розуміти першу ко-

ординату y(x) вектора Y(x), то це рівняння та система (26) — еквівалентні (в уза-
гальненому сенсі). Ця обставина дозволяє не лише побудувати лінійну (елемен-
тарну) теорію рівняння (25), але й вивчити локальні властивості його розв’язку 
y(x) і похідної y'(x). 
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3.2. Багато задач математичної фізики приводять до дослідження диференціаль-
ного рівняння 

 ( )2 0 1[ ] ( ) ( ) 0l y a x y a x y′′≡ − = , (27) 

де 1
0 ( )a x−  — локально обмежена та вимірна на інтервалі I функція, а функція 

1 1( ) ( )a x b x′= , де 1 ( )locb I+∈BV , є міра Стільтьєса на інтервалі I (узагальнена функ-
ція нульового порядку). 

Зовнішня «близькість» рівнянь (25) і (27) оманлива. Суттєва відмінність 
між ними полягає в тому, що за наведених умов на коефіцієнти a0(x) і a1(x) лінійну 
теорію рівняння (27), на відміну від рівняння (25), неможливо побудувати в тер-
мінах розв’язку y(x) і його похідної y'(x), залишаючись у рамках класичної теорії 
узагальнених функцій. Інакше кажучи, в загальному випадку (коли 1

0 ( )a x−  обме-

жена та вимірна функція) з допомогою вектора ( )( ) ( ), ( ) Tx y x y x′=Y  це рівняння 
не зводиться до коректної системи першого порядку. 

Справді, виконуючи в (27) формально операцію диференціювання, прихо-
димо до диференціального рівняння 

 0 0 1( ) ( ) ( ) 0a x y a x y a x y′′ ′ ′+ − =  
або 
 1 1

0 0 0 1( ) ( ) ( ) ( ) 0y a x a x y a x a x y− −′′ ′ ′+ − = . 

Нехай, для прикладу, a0(x) — східчаста функція, що не набуває нульових 
значень на довільному компакті з I. Тоді 1

0 ( )a x−  — теж східчаста функція (оче-
видно, обмежена та вимірна), точки розривів якої співпадають із точками розри-
вів a0(x). Це означає, що добутки 1

0 0( ) ( )a x a x− ′  і 1
0 1( ) ( )a x a x−  у загальному випадку 

не визначені. Вони існують, якщо, скажімо, a0(x) — неперервна функція локально 
обмеженої на І варіації, але таке припущення сильно обмежує можливість дослі-
дження цілих класів реальних фізичних процесів (поздовжні коливання стержнів 
із кусково-змінним перерізом, крутильні коливання валів змінної жорсткості, 
температурні задачі з кусково-змінним коефіцієнтом теплопровідності тощо). 

Цих ускладнень можна уникнути, якщо використати наступні міркування. 
Розглянемо вираз [1]

0 ( )y a x y′= , який назвемо квазіпохідною диференціального 

виразу l2[ y]. Легко переконатися, що з допомогою вектора ( )T,y y′=Y  рівняння 
(27) зводиться до системи вигляду (16) із матрицею 

 
1

0

1

0 ( )
( )

( ) 0
a x

x
a x

− 
′ =   

 
C . 

Ця система — коректна, оскільки знову [ ]2( ) 0x∆ =C  для довільного x I∈ . 
Відтак ми отримали можливість побудувати лінійну теорію рівняння (27), яке 
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надалі називатимемо квазідиференціальним, у термінах розв’язку y(x) і його ква-
зіпохідної [1]( )y x . 

3.3. Ідея введення квазіпохідних поширюється також на рівняння вищих поряд-
ків. Тут ми обмежимося її ілюстрацією у випадку квазідиференціального рівнян-
ня четвертого порядку 

 ( ) ( )4 0 1 2[ ] ( ) ( ) ( ) 0l y a x y a x y a x y′′ ′′′ ′≡ − + = . (28) 

Якщо від коефіцієнтів ai(x), 0,2i = , вимагати, щоб вони належали до про-
стору 2 ( )i I−^ , то, виконуючи операції диференціювання, отримаємо рівняння 
четвертого порядку з неперервними коефіцієнтами, розв’язок якого слід шукати 
у класі 4 ( )I^ . Втім, такі вимоги є надто жорсткі, бо рівняння (28) зберігає сенс і 
без припущення про гладкість a0(x), a1(x)  і вимоги 4 ( )y I∈^ .  Позначимо через 

 ( )[0] [1] [2] [3]
0 1 0, , ( ) , ( ) ( )y y y y y a x y y a x y a x y ′′ ′′ ′ ′′= = = = −  

квазіпохідні диференціального виразу l4[ y]. Якщо рівняння (28) тлумачити, ска-
жімо, як рівняння поперечного згину балки (без врахування дії зовнішніх чинни-
ків), яке отримується внаслідок відокремлення змінних у відповідному рівнянні 
з частинними похідними [1], то введені квазіпохідні набувають цілком реального 
механічного змісту, а саме: y [0] означає згин балки, y [1] — кут повороту, y [2] — 
згинальний момент, y [3] — поперечну силу. У разі, якщо коефіцієнти 1

0 ( )a x− , ai(x) 
(i = 1, 2) рівняння (28) належать до простору ( )IL , то рівняння матиме сенс, якщо 
від функції y(x) вимагати локальну абсолютну неперервність на інтервалі І разом 
із квазіпохідними до третього порядку включно. При цьому, очевидно, що y(x) 
справджує рівняння (28) майже скрізь на І. 

Однак, у цьому напрямку можна піти ще дальше, якщо прийняти, що 
1

0 ( )a x−  — локально обмежена та вимірна на інтервалі І функція, а коефіцієнти 

( ) ( )i ia x b x′= , де ( )i locb I+∈BV , i = 1, 2, є міри Стільтьєса на інтервалі І. Бачимо, 

що з допомогою вектора ( )T[1] [2] [3], , ,y y y y=Y  рівняння (28) зводиться до системи 

вигляду (16), причому 

 
1

0

1 1

2 2

0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 ( ) 0 0 0 0 0

( ) , ( )
0 ( ) 0 1 0 ( ) 0 0
( ) 0 0 0 ( ) 0 0 0

a x
x x

a x b x
a x b x

−

   
   
   ′ = ∆ =   − ∆
      ∆   

C C . 

Звідси для довільного x I∈  випливає рівність [ ]2( ) 0C x∆ = , тобто коректність 
еквівалентної рівнянню (28) системи першого порядку. Відтак рівняння (28) має 
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сенс, якщо від функції y(x) вимагати, щоб вона та її перша квазіпохідна y [1](x) 
належали до ( )IAC , а квазіпохідні y [2](x) і y [3](x) були функціями з простору 

( )loc I+BV . При цьому диференціювання та рівність у (28) розуміються в сенсі тео-
рії узагальнених функцій, тобто як диференціювання та рівність функціоналів. 
Цей випадок характеризується тим, що балка несе на собі, окрім неперервно роз-
поділених, ще й зосереджені в деяких точках xs маси та моменти, під час переходу 
через які (точки) згинальний момент y [2](x) і поперечна сила y [3](x) змінюються 
стрибкоподібно, в той час, як згин y(x) і кут повороту y [1](x) — неперервно. 

Наведені приклади показують, що для кожного конкретного випадку слід 
вводити свої квазіпохідні, які (окрім випадку «звичайних» похідних) тісно пов’я-
зані з коефіцієнтами відповідного диференціального виразу. Надалі, без обме-
ження загальності, усі (звичайні) диференціальні вирази та відповідні їм рівняння 
називатимемо квазідиференціальними. 

3.4. Нехай тепер ln[ y] — квазідиференціальний вираз n-го порядку, а  

 [ ] 0nl y =  (29) 

відповідне квазідиференціальне рівняння, що з допомогою вектора Y = 

( )T[1] [2] [ 1], , ,..., ny y y y −=  зводиться до коректної диференціальної системи  

 [ ]2( ) ( ) ( ), ( ) 0x x x x x I′ ′= ∆ = ∀ ∈Y C Y C . (30) 

Означення 4. Функції 
def[ ] [0]( ) 0, 1,ky x k n y y = − = 

 
 називатимемо квазіпо-

хідними квазідиференціального виразу ln[ y]. 

Зокрема, квазіпохідними диференціального виразу ( ) ( )

1
( )

n
n n i

i
i

y a x y −

=
−∑  є зви-

чайні похідні ( ) ( ), 0, 1ky x k n= − . 
Означення 5. Квазідиференціальне рівняння (29) називатимемо коректним, 

якщо коректна відповідна йому система (30). 
Як показує приклад квазідиференціального рівняння (28), невдалий вибір 

координат вектора Y(x), тобто квазіпохідних, може привести до некоректної сис-
теми та навпаки. Окрім цього, цей приклад показує, що під час зведення до сис-
теми слід уникати виконання операції диференціювання коефіцієнтів. 

Означення 6. Під розв’язком квазідиференціального рівняння (29) будемо 
розуміти першу координату y(x) вектора Y(x) диференціальної системи (30), що 
задовольняє його в узагальненому сенсі, тобто, коли диференціювання та рівність 
у (29) розуміють у сенсі теорії узагальнених функцій: ( )[ ], 0, ( )nl y Iϕ = ϕ∈D . 

Розглянемо тепер спряжену до (30) систему 

 ( )( ) ( ) ( )x x x∗′ ′= −Z C Z . (31) 
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Нехай ( )T{ 1} { 2} {1}, ,..., ,n nz z z z− −=Z  — невідома вектор-функція. 

Означення 7. Квазідиференціальне рівняння 

 *[ ] 0nl z = , (32) 

якому згідно з еквівалентною системою (31) в узагальненому сенсі задовольняє 
остання координата z(x) вектора Z(x), називатимемо спряженим до квазідиферен-

ціального рівняння (29). При цьому функції 
def{ } {0}( ) 0, 1,kz x k n z z = − = 

 
 назива-

ються квазіпохідними квазідиференціального виразу *[ ]nl z . 
Надалі, через y [·] і z {·} ми позначатимемо квазіпохідні в сенсі вихідного та 

спряженого виразів відповідно. Цим ми дотримуємося позначень, вперше введе-
них Д. Шином [5-7]. Якщо квазіпохідні y [k](x) квазідиференціального виразу ln[y] 
визначені, то квазіпохідні z {k}(x) спряженого квазідиференціального виразу *[ ]nl z , 
як далі буде показано, визначаються однозначно та навпаки. Ці квазіпохідні в за-
гальному випадку не співпадають. Для ілюстрації розглянемо квазідиференціальне 
рівняння 

 ( )0 1 2( ) ( ) ( ) 0a x y a x y a x y′′′ ′− − = , (33) 

для якого квазіпохідні визначимо так: [1] [2]
0, ( )y y y a x y′ ′′= = . У результаті прийдемо 

до такої диференціальної системи першого порядку 

 [1] 1 [1]
0

[2] [2]
2 1

0 1 0
0 0 ( )
( ) ( ) 0

y y
y a x y
y a x a x y

−

′     
     

=     
     
     

. (34) 

Якщо прийняти, що 1
0 ( )a x−  — обмежена та вимірна на інтервалі I функція, 

( ) ( )i ia x b x′= , де ( )i locb I+∈BV , i = 1, 2, то для довільного x I∈  

 [ ]

2

2

2 1

0 0 0
( ) 0 0 0 0

( ) ( ) 0
x

b x b x

 
 

∆ = = 
 ∆ ∆ 

C , 

тобто система (34), а разом із нею і квазідиференціальне рівняння (33), є коректні. 
Спряжена система має вигляд (тут для більшої загальності функції a0(x), 

b1(x), b2(x) вважаємо комплекснозначними) 

 

{2} {2}
2

{1} {1}
1

0

0 0 ( )
1 0 ( )
0 1 ( ) 0

z a x z
z a x z
z a x z

′    
    

= −    
    

    

. 
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Із цієї системи випливають узагальнені рівності 

 ( ) ( ){1} {1} {2} {2}
1 2

0

1 , ( ) , ( )
( )

z z z z a x z z a x z
a x

′ ′′ = − = − − = − , 

звідки ( ){1} {2} {1}
0 1( ) , ( )z a x z z z a x z′′= − = − −  і  

 ( ) ( )0 1 2( ) ( ) ( ) 0a x z a x z a x z′′ ′′ − + = . (35) 

Таким чином, ( )[ ] { } 1,2k ky y k≠ = , а спряжене до (33) рівняння має вигляд (35). 

4. Початкова задача для квазідиференціальних рівнянь із мірами 

Розглянемо квазідиференціальний вираз  

 ( )( )( )

0 0
[ ] ( 1) ( ) , ,

n m m jm j n i
mn ij

i j
L y a x y m n

−− −

= =
≡ − ∈∑∑ ` , (36) 

де y(x) — функція, визначена на деякому інтервалі I дійсної осі \ . Квазідиферен-
ціальні вирази вигляду (36) із достатньо гладкими, а також сумовними за Лебегом 
на інтервалі І коефіцієнтами aij(x), у різних аспектах досліджувалися багатьма 
авторами (див. вступ). Ми ж послаблюємо вимоги до коефіцієнтів квазідиферен-
ціального виразу (36) і надалі приймаємо, що виконуються такі припущення: 
 (I) 1

00 ( )a x−  — локально обмежена та вимірна на інтервалі I функція; 
 (II) 0 0 2( ), ( ) ( ), 1, , 1,i ja x a x I i n j m∈ = =L ; 

 (III) ( ) ( )ij ija x b x′= , де ( ), 1, , 1,ij locb I i n j m+∈ = =BV . 
Окрім того, для більшої загальності, ai0(x), a0j(x) і bij(x) вважаємо комплекс-

нозначними функціями дійсної змінної. 
Із наведених умов видно, що виконувати операцію (m – j)-кратного дифе-

ренціювання у виразі (36) не можна через недостатню гладкість його коефіцієн-
тів. Якщо провести диференціювання в узагальненому сенсі, то від розв’язку y(x) 
диференціального рівняння 

 [ ] 0mnL y =  (37) 

ми будемо змушені вимагати достатньої гладкості для того, щоб операції мно-
ження в лівій частині цього рівняння були законними (а не лише формальними) 
з точки зору теорії узагальнених функцій. Усіх цих труднощів вдається уникнути, 
якщо стати на шлях концепції квазіпохідних. 

Структура виразу (36) диктує доцільність введення наступних квазіпохідних. 
Означення 8. Квазіпохідними функції y(x), що відповідають виразу Lmn[ y], 

називаємо функції 
def[ ] [0]( ) 0, ,ky x k n m y y = + = 

 
, які визначаються формулами 
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 [ ] ( ) [ ] ( )
0

0
, 1, 1; ( ) ;

n
i i n n i

i
i

y y i n y a x y −

=
= = − =∑  

 ( )[ ] [ 1] ( )

0
( ) , 1, .

n
n j n j n i

ij
i

y y a x y j m+ + − −

=

′= − + =∑  (38) 

Із допомогою таким чином введених квазіпохідних (38) квазідиференціаль-
ний вираз (36) можна записати у вигляді [ ][ ] n m

mnL y y +≡ . 
Із відомих уже причин зрозуміло, що початкову задачу («задачу Коші») для 

рівняння (37) із початковими значеннями в точці 0x I∈  є сенс ставити лише 
в термінах квазіпохідних 

 ( )[ ]
0 0 , 0, 1k ky x y k n m= = + − , (39) 

де ( )0 0, 1ky k n m= + −  — задані числа. Проблему існування розв’язку цієї задачі 

вирішує наступна теорема. 
Теорема 5 [59, 64]. За умов (I)-(III) існує єдиний розв’язок y(x) початкової задачі 

(37), (39) такий, що [ ] ( ), 0, 1iy I i n∈ = −^A , а решта квазіпохідних [ ] ( )n j
locy I+ +∈BV , 

0, 1j m= − , у точках sx I∈  розривів функцій bij(x) мають стрибки, що визнача-
ються формулами 

 
1

[ ] ( )
, 1

0
( ) ( ) ( ), 0, 1

n
n j i

s n i j s s
i

y x b x y x j m
−

+
− +

=
∆ = ∆ = −∑ . (40) 

Слід підкреслити, що стрибки квазіпохідних розв’язків коректних квазіди-
ференціальних рівнянь із мірами однозначно диктуються структурою їх коефіці-
єнтів і це виражається формулами (40). Ці формули можна трактувати також як 
умови спряження під час практичної побудови розв’язків квазідиференціальних 
рівнянь вигляду (37). 

5. Властивості розв’язків спряженого рівняння 

Щоб отримати вигляд спряженого до (36) квазідиференціального рівняння, а також 
вирази для його квазіпохідних, розглянемо спряжену до системи ( ) ( ) ( )x x x′ ′=Y C Y  
узагальнену диференціальну систему 

 ( )( ) ( ) ( )x x x∗′ ′= −Z C Z . (41) 

Використовуючи конкретний вигляд матриці C'(x) [59, 64], приходимо до 
наступних означень. 

Означення 9. Спряженим до (36) називається квазідиференціальний вираз 

 
( )( )

0 0
[ ] ( 1) ( )

m n n in i m j
mn ij

j i
L z a x z

−∗ − −

= =

 ≡ −  ∑∑ . (42) 



Роман Тацій, Марта Стасюк, Віктор Мазуренко 
Моделювання дискретно-континуальних систем. Основи концепції квазіпохідних 

 26

Означення 10. Квазіпохідними функції z(x), що відповідають виразу [ ]mnL z∗  
(квазіпохідними в сенсі спряженого рівняння), називаються функції { }( )kz x  

def{0}0, ,k m n z z = + = 
 

, які визначаються виразами 

 { } ( ) { } ( )
0

0
, 1, 1; ( )

m
j j m m j

j
j

z z j m z a x z −

=
= = − = −∑ ; 

 ( ){ } { 1} ( )

0
( ) , 1,

m
m i m i m j

ij
j

z z a x z i n+ + − −

=

′= − − =∑ . (43) 

Бачимо, що { } [ ]m n
mnz L z+ ∗≡ − . Окрім того, квазіпохідні { }( )kz x  визначаються 

однозначно з системи (41). Розглянемо тепер початкову задачу 

 [ ] 0mnL z∗ = , (44) 
 ( ){ }

0 0 , 0, 1k kz x z k m n= = + − , (45) 

де ( )0 0, 1kz k m n= + −  — задані числа. Проблему існування розв’язку цієї задачі 

вирішує наступна теорема. 
Теорема 6 [59, 64]. За умов (I)-(III) існує єдиний розв’язок z(x) початкової задачі 

(44), (45), такий що { } ( ), 0, 1jz I j m∈ = −AC , а решта квазіпохідних { } ( )m i
locz I+ +∈BV , 

0, 1i n= − , в точках sx I∈  розривів функцій bij(x) мають стрибки, що визначаються 
формулами 

 ( ) ( ) ( )
1

{ } ( )
1,

0
, 0, 1

m
m i j

s i m j s s
j

z x b x z x i n
−

+
+ −

=
∆ = − ∆ = −∑ .  

Проілюструємо теореми 5 і 6 на прикладі квазідиференціального рівняння 
другого порядку 

 ( ) ( )11 00 01 10 11[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) 0L y a x y a x y a x y a x y′ ′′ ′≡ − + − + = , (46) 

де 1
00 ( )a x−  — локально обмежена та вимірна на деякому інтервалі I ⊂ \  функція, 

10 01 2 11 11, ( ), ( ) ( )a a I a x b x′∈ =L  і 11 ( )locb I+∈BV . 
Тут m = n = 1, тому згідно виразів (38) квазіпохідні визначаємо так 

 ( )def[0] [1] [2] [1]
00 10 01 11, ( ) ( ) , ( ) ( )y y y a x y a x y y y a x y a x y′′ ′= − + = − + + , 

причому, y [2] ≡ L11[y]. Еквівалентна диференціальна система першого порядку 
має вигляд 

 
1 1

00 10 00
[1] [1]1 1

11 01 00 10 01 00

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

y ya x a x a x
y ya x a x a x a x a x a x

− −

− −

′  −   
=      −    

. (47) 
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Розв’язок цієї системи, що задовольняє початкову умову ( )[1]
0 0( ), ( )y x y x =  

( )1
0 0,y y= , є розв’язок наступної системи інтегральних рівнянь типу Вольтерра-

Стільтьєса 

 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 0

0 0 0

10 [1]
0

00 00

01 10 01[1] 1 [1]
0 11

00 00

1( ) ,

( ) .

x x

x x

x x x

x x x

a t
y x y y t dt y t dt

a t a t

a t a t a t
y x y y t dt y t dt y t db t

a t a t


= − +



 = − + +


∫ ∫

∫ ∫ ∫  (48) 

Стрибок розв’язку в довільній точці x I∈  визначається співвідношенням 

 
( )
( ) ( )

( )
( )[1] [1]

11

0 0
0

s s

ss s

y x y x
b xy x y x

   ∆  
=        ∆∆     

.  

Звідси ( ) 0s sy x x I∆ = ∀ ∈ , тому функція y(x) принаймні неперервна. Але 
з першого рівняння системи (48), з огляду на вигляд квазіпохідної y [1](x), випливає, 

що 
0

0( ) ( )
x

x
y x y y t dt′= + ∫ . Це означає, що функція y(x) відновлюється за своєю по-

хідною та є локально абсолютно неперервна на інтервалі І. 
Друге ж рівняння цієї системи можна переписати так 

 
0 0

[1] 1
0 01 11( ) ( ) ( ) ( ) ( )

x x

x x

y x y a t y t dt y t db t′= + +∫ ∫ , 

звідки випливає, що перша квазіпохідна [1] ( )locy I+∈BV . Її ж стрибок у точці 

sx I∈  на підставі (48) дорівнює ( ) ( ) ( )[1]
11s sy x b t y x∆ = ∆ . 

Спряжена до (47) система має вигляд 

 
1 1{1} {1}

10 00 10 00 01 11
1 1

00 00 01

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

a x a x a x a x a x a xz z
a x a x a xz z

− −

− −

′     −
=         − −    

. (49) 

Із другого рівняння 1 {1} 1
00 00 01( ) ( ) ( )z a x z a x a x z− −′ = − −  цієї системи отримуємо 

вираз для першої квазіпохідної {1}
00 01( ) ( )z a x z a x z′= − − , який, очевидно, співпа-

дає з виразом (43) для m = 1. Підставивши його замість z {1} у перше рівняння 

 ( ){1} 1 {1} 1
10 00 10 00 01 11( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )z a x a x z a x a x a x a x z− −′  = + −   

системи (49), маємо ( )00 01 10 11( ) ( ) ( ) ( )a x z a x z a x z a x z′′ ′− − = − −  і, отже, спряжене 
до (46) квазідиференціальне рівняння  
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 ( ) ( )00 10 01 11( ) ( ) ( ) ( ) 0a x z a x z a x z a x z′ ′′ ′− + − + =  

є частковий випадок (якщо m = n = 1) рівняння (42). 
Повторюючи ці міркування можна показати, що стрибок розв’язку системи 

(49) у довільній точці sx I∈  визначається рівністю 

 ( )
( )

( ) ( )
( )

{1} {1}
110

0 0
s ss

s s

z x z xb x
z x z x

    ∆ −∆
=        ∆     

. 

Звідси ( ) ( ) ( ) ( ){1}
11 , 0s s s sz x b x z x z x∆ = −∆ ∆ = , причому ( ) ( )z x I∈AC . 

6. Лінійна теорія квазідиференціальних рівнянь із мірами 

Нехай функції 1 2( ), ( ),..., ( )m ny x y x y x+  і 1 2( ), ( ),..., ( )m nz x z x z x+  є розв’язки вихідного 

 [ ] 0mnL y =  (37) 

і спряженого 

 [ ] 0mnL z∗ =  (44) 

квазідиференціальних рівнянь відповідно. Складемо матриці-функції 

 

1 2
[1] [1] [1]
1 2

[ 1] [ 1] [ 1]
1 2

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

m n

m n

m n m n m n
m n

y x y x y x
y x y x y x

x

y x y x y x

+

+

+ − + − + −
+

 
 
 =  
 
 
 

W

…
…

# # % #
…

 

та 

 

{ 1} { 1} { 1}
1 2

{1} {1} {1}
1 2

1 2

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

m n m n m n
m n

m n

m n

z x z x z x

x
z x z x z x
z x z x z x

+ − + − + −
+

+

+

 
 
 =  
 
 
 

V

…
# # … #

%
…

. 

Визначники detW(x) і detV(x) називатимемо квазівронскіанами розв’язків 
( )ky x  і ( )kz x , 1,k m n= + . Справджуються наступні аналоги формули Ліувілля-

Остроградського-Якобі. 
Теорема 7 [59, 64]. Для довільної точки 0x I∈  квазівронскіани detW(x) і 

detV(x) обчислюються за формулами 

 ( ) ( ) ( )
( )

0

01 10
0

00
det ( ) det exp

x

x

a t a t
x x dt

a t

 −
 =
  
∫W W , (50) 

 ( ) ( ) ( )
( )

0

01 10
0

00
det ( ) det exp

x

x

a t a t
x x dt

a t

 −
 =
  
∫V V . (51) 
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Наслідок 3. Якщо tr[C'(x)] = tr[C'(x)]*, то для довільної точки x∈I добуток 
detW(x)detV(x) = const. 

Означення 11. Розв’язки y1(x), y2(x), ..., ym + n(x) рівняння (37) називаємо лі-
нійно незалежними, якщо рівність 1 ( ) 0m n

k kk c y x+
=

=∑  за деяких сталих ck справ-

джується лише тоді, коли ck = 0 для довільного 1,k m n= + , і лінійно залежними, 
якщо хоча б одна зі сталих ck відмінна від нуля. 

Означення 12. Довільну лінійно незалежну систему розв’язків yk (x), 1,k m n= + , 
квазідиференціального рівняння (37) називаємо фундаментальною системою 
розв’язків. 

Зрозуміло, що для побудови будь-якої фундаментальної системи розв’язків 
достатньо розв’язати для рівняння (37) m + n «задач Коші» з початковими умова-
ми ( )[ 1]

0 , , 1,i
j ijy x c i j m n− = = + , де числа cij вибрані так, що det{ } 0ijc ≠ . 
Теорема 8 [59, 64]. Якщо розв’язки y1(x), y2(x), ..., ym + n(x) квазідиференці-

ального рівняння (37) лінійно залежні, то квазівронскіан detW(x) цих розв’язків 
тотожно дорівнює нулеві на I. Навпаки, якщо detW(x) = 0 хоча б в одній точці 

0x I∈ , то розв’язки ( ), 1,ky x k m n= + , рівняння (37) лінійно залежні. 
Наслідок 4. Якщо detW(x) ≠ 0 хоча б в одній точці x0∈I, то розв’язки yk(x), k = 

1,m n= + , квазідиференціального рівняння (37) утворюють фундаментальну систему. 
Наслідок 5. Загальний розв’язок квазідиференціального рівняння (37) є 

лінійна комбінація розв’язків ( ), 1,ky x k m n= + , довільної фіксованої фундамен-

тальної системи, тобто 1( ) ( ),m n
k kky x c y x+

=
= ∑  де kc const= . 

Зрозуміло, що усе сказане після наслідку 3 природним чином поширюється 
і на випадок спряженого квазідиференціального рівняння (44) з тією лише різни-
цею, що замість квазіпохідних y [·] і квазівронскіана ( )50  фігуруватимуть z {·} і 
квазівронскіан (51). 

7. Структура фундаментальної матриці,  
що відповідає квазідиференціальному рівнянню 

Нехай (29) — коректне квазідиференціальне рівняння n-порядку, що зводиться 
до еквівалентної узагальненої диференціальної системи першого порядку (30) 

 [ ]2( ) ( ) ( ), ( ) 0x x x x x I′ ′= ∆ = ∀ ∈Y C Y C ,  

де ( )T[1] [ 1], ,..., ny y y −=Y  — невідома вектор-функція, визначена на інтервалі I 

дійсної осі \ , ( )[ ] ( ) 0, 1iy x i n= −  — деяким чином введені квазіпохідні виразу ln[ y]. 

Означення 13. Матрицю-функцію B(x, s), яка за змінною x справджує сис-
тему (30) і в точці x = s∈I початкову умову B(s, s) = E, називаємо фундамен-
тальною матрицею, що відповідає квазідиференціальному рівнянню (29). 



Роман Тацій, Марта Стасюк, Віктор Мазуренко 
Моделювання дискретно-континуальних систем. Основи концепції квазіпохідних 

 30

Означення 14. Функцією Коші квазідиференціального рівняння (29) назива-
ємо функцію K(x, s), яка за змінною x є розв’язком цього рівняння та в точці 
x = s∈I справджує початкові умови 

 ( )[ ] [ 1]( , ) 0 0, 2 , ( , ) 1i nK s s i n K s s−= = − = . 

Нехай також квазідиференціальне рівняння (32) спряжене до (29), а z { j} 

( )0, 1j n= −  — квазіпохідні в сенсі спряженого рівняння. 

Означення 15. Для достатньо гладкої комплекснозначної функції f (x, s), ви-
значеної на декартовому добутку I×I вираз f [i] {j}(x, s) називаємо мішаною квазі-
похідною (i + j)-го порядку, якщо спочатку береться i-та квазіпохідна за (першим 
аргументом) x у сенсі вихідного квазідиференціального рівняння (29), а потім від 
отриманого результату — j-та квазіпохідна за (другим аргументом) s у сенсі 
спряженого рівняння (32). 

Наступне твердження відображає той факт, що для функції Коші K(x, s) ре-
зультат мішаного квазідиференціювання не залежить від порядку його виконання. 

Лема 1 [64]. Якщо K(x, s) — функція Коші квазідиференціального рівняння 
(29), то [ ]{ } { }[ ]( , ) ( , )i j j iK x s K x s= . 

Теорема 9 [61]. Фундаментальна матриця B(x, s), що відповідає квазідифе-
ренціальному рівнянню (29), має таку структуру 

 

{ 1} {1}

{ 1}[1] {1}[1] [1]

{ 1}[ 1] {1}[ 1] [ 1]

( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , )

( , )

( , ) ( , ) ( , )

n

n

n n n n

K x s K x s K x s
K x s K x s K x s

x s

K x s K x s K x s

−

−

− − − −

 
 
 =  
 
 
 

B

…
…

# $ # #
…

. 

Наслідок 6. Функції { }( , ), 0, 1jK x s j n= − , утворюють нормальну в точці x = s 
фундаментальну систему розв’язків квазідиференціального рівняння (29). 

Наслідок 7. Якщо ( , )x sB�  — фундаментальна матриця, що відповідає спря-
женому до (29) квазідиференціальному рівнянню (32), то 

 ( )1( , ) ( , ) ( , )x s x s s x
∗− ∗≡ = =B B B�  

 

{ 1} [1]{ 1} [ 1]{ 1}

{1} [1]{1} [ 1]{1}

[1] [ 1]

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , )

n n n n

n

n

K s x K s x K s x

K s x K s x K s x
K s x K s x K s x

− − − −

−

−

 
 
 =  
 
 
 

…
# # % #

…
…

. 

Останній результат дозволяє встановити тісний зв’язок між розв’язками 
вихідного та спряженого квазідиференціальних рівнянь. 

Означення 16. Функцією Коші спряженого квазідиференціального рівняння 
(32) називаємо функцію ( , )K x s� , яка за змінною x справджує це рівняння та в 
точці x = s початкові умови  
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 ( ){ } { 1}( , ) 0 0, 2 , ( , ) 1j n
x xK s s j n K s s−= = − =� �  

(тут індекс x відзначає, що квазіпохідна береться за цією змінною). 
Зі структури матриці ( , )x sB�  відразу випливає, що ( , ) ( , )K x s K s x≡� . 
Наслідок 8. Функція ( , )K s x  і її послідовні квазіпохідні [ ] ( , ), 1, 1iK s x i n= − , 

за змінною s у сенсі вихідного рівняння (29) утворюють нормальну в точці x = s 
фундаментальну систему розв’язків спряженого квазідиференціального рівняння (32). 

8. Неоднорідне квазідиференціальне рівняння з розподілами 

8.1. Розглянемо неоднорідне квазідиференціальне рівняння 

 ( )( ) ( 1)( ) 1

0 0 0
[ ] ( 1) ( ) ( 1) ( )

n m lm j km j n i k
mn ij k

i j k
L y a x y f x

− +− − +

= = =
≡ − = −∑∑ ∑ , (52) 

де ( )k locf I+∈BV , а коефіцієнти aij справджукють згадані вище умови (I)-(III). 
Спершу з’ясуємо, за якого найбільшого значення l рівняння (52) є коректне. 

Відповідь на це питання дає наступне твердження. 
Теорема 10 [63]. Якщо 1l m≤ − , то за умов (I)-(III) рівняння (52) — коректне, 

тобто зводиться до коректної диференціальної системи.  
Із цієї теореми випливає, що порядок найстаршої похідної у правій частині 

квазідиференціального рівняння (52) не може перевищувати числа m. Інакше 
(якщо l m≥ ) для виконання умови коректності (23), яка перевіряється безпосе-
редньо з урахуванням структури матриці стрибків ∆C(x), вигляду вектора стриб-

ків 
T

1 0
1

( ) 0,0,...,0, ( ), ( ),..., ( )l l
n m l

x f x f x f x−
+ − −

 
 ∆ = ∆ ∆ ∆
 
 

F ��	�
  і того факту, що 1l m≤ − , необ-

хідно накласти додаткові обмеження (типу неперервності) або на функції f k(x), 
або на коефіцієнти aij(x). 

8.2. Початкові умови 

 [ ]
0 0 0( ) , 0, 1,v vy x y v n m x I= = + − ∈ , (53) 

де 0
vy  — задані числа, для рівняння (52) слід ставити в термінах квазіпохідних 

 [ ] ( ) [ ] ( )
0

0
, 1, 1; ( )

n
i i n n i

i
i

y y i n y a x y −

=
= = − =∑ ; 

 ( )[ ] [ 1] ( )

0
( ) , 1, 1

n
n j n j n i

ij
i

y y a x y j m l+ + − −

=

′= − + = − −∑ ; 

 ( )[ ] [ 1] ( )

0
( ) ( ), ,

n
n j n j n i

ij m j
i

y y a x y f x j m l m+ + − −
−

=

′ ′= − + + = −∑ . 
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Теорема 11 [63, 64]. За умов (I)-(III) для довільного 1l m≤ −  існує єдиний 
розв’язок початкової задачі (52), (53), що подається у вигляді 

 ( )
0

1
{ } 1 { }

0 0
0 0

( ) , ( , ) ( )
xn m l

v n m v k
k

v k x

y x K x x y K x s df s
+ −

+ − −

= =
= +∑ ∑ ∫  

(тут K(x, s) — функція Коші однорідного квазідиференціального рівняння Lmn[ y] = 0), і 
такий, що квазіпохідні [ ] ( ), 0, 1iy I i n∈ = −AC , а решта квазіпохідних [ ] ( )n j

locy I+ +∈BV , 
0, 1j m= −  в точках sx I∈  розривів функцій bij(x) і f k(x) мають стрибки, що ви-

значаються формулами 

 ( ) ( ) ( )
1

[ ] ( )
, 1

0
, 0, 2

n
n j i

s n i j s s
i

y x b x y x j m l
−

+
− +

=
∆ = ∆ = − −∑ , 

 ( ) ( ) ( )
1

[ ] ( )
, 1 1

0
, 1, 1

n
n j i

s n i j s s m j
i

y x b x y x f j m l m
−

+
− + − −

=
∆ = ∆ + ∆ = − − −∑ . 

8.3. Аналогічним чином доводяться два наступні твердження. 
Теорема 12 [63, 64]. За умов (I)-(III) неоднорідне квазідиференціальне рівняння 

 ( )( ) ( 1)( ) 1

0 0 0
[ ] ( 1) ( ) ( 1) ( )

m n ln i kn i m j k
mn ij k

j i k
L z a x z g x

− +∗ − − +

= = =
≡ − = −∑∑ ∑ , (54) 

де ( )k locg I+∈BV , є коректне, якщо 1l n≤ − . 
Теорема 13 [63, 64]. За умов (I)-(III) для довільного ( )0 1l l n≤ ≤ −  існує 

єдиний розв’язок квазідиференціального рівняння (54), що справджує початкові 
умови { }

0 0 0( ) , 0, 1,v vz x z v m n x I= = + − ∈ , де 0
vz  — задані числа, а { }vz  — відпо-

відним чином введені квазіпохідні. Цей розв’язок подається у вигляді  

 ( )
0

1
{ } 1 { }

0 0
0 0

( ) , ( , ) ( )
xn m l

v n m v k
k

v k x

z x K x x z K s x dg s
+ −

+ − −

= =
= +∑ ∑ ∫ ,  

причому квазіпохідні { } ( ), 0, 1jz I j m∈ = −AC , а решта квазіпохідних { } ( )m i
locz I+ +∈BV , 

0, 1i n= −  у точках sx I∈  розривів функцій bij(x) і gk(x) мають стрибки, визначені 
формулами 

 ( ) ( ) ( )
1

{ } ( )
1,

0
, 0, 2

m
m i j

s i m j s s
j

z x b x z x i n l
−

+
+ −

=
∆ = − ∆ = − −∑ , 

 ( ) ( ) ( )
1

{ } ( )
1, 1

0
( ), 1, 1

m
m i j

s i m j s s n i s
j

z x b x z x g x i n l n
−

+
+ − − −

=
∆ = − ∆ + ∆ = − − −∑ . 
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Висновки. Зроблено огляд праць, який присвячено розвитку теорії різних класів 
квазідиференціальних рівнянь і їх численних застосувань у задачах теоретичного 
та прикладного характеру. Представлено новітню лінійну теорію скалярних і век-
торних квазідиференціальних рівнянь з узагальненими функціями в коефіцієнтах 
і правих частинах. Ця теорія не вимагає конкретного вигляду квазідиференціаль-
ного рівняння, а є наслідок певних загальних положень концепції квазіпохідних. 
Результати досліджень є оригінальні й отримані авторами та їх учнями. Їх теоре-
тичні основи та деякі прикладні аспекти відображені в літературних джерелах 
[35, 36, 45, 59-77].  
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Modelling of discrete-continuous systems.  
Bases of quasiderivative concept  

Roman Tatsiy, Marta Stasiuk, Victor Mazurenko 

The notion of quasiderivatives as an effective device of researches of applied problems that are 
reduced to solving the so called quasidifferential equations (QDE) is analyzed. As it is well known, 
such equations appear during investigation of different physical processes, are derived on the ba-
sis of the conservation law and are represented in the divergent form. The main stages of the qua-
siderivative concept development are presented in the chronological order from the end of 1930s 
to the recent investigations. A new push to the QDE theory development has been done by the 
authors. The authors based their researches on the development of linear theory of scalar and vec-
torial QDE with generalized functions both in coefficients and right parts, which can be reduced 
to the correct systems in terms of definite quasiderivatives. The above mentioned gave the oppor-
tunity to develop such trends of investigation as spectral theory of generalized self-adjoint and not 
self-adjoint problems, stability theory, approximate approaches etc. The main investigation results 
are presented in the paper without proofs due to the limited volume of the publication however 
with the respective sources quoting. 
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Моделирование дискретно-континуальных систем.  
Основы концепции квазипроизводных 

Роман Таций, Марта Стасюк, Виктор Мазуренко 

В работе анализируется целесообразность введения понятия квазипроизводных как эффек-
тивного аппарата исследования прикладных задач, приводящих к решению, так называе-
мых, квазидифференциальных уравнений. Такие уравнения возникают при описании реаль-
ных физических процессов, выводятся на основании законов сохранения и изображаются 
в дивиргентной форме. Основные этапы развития концепции квазипроизводных приведены 
в хронологическом порядке с конца 30-х годов прошлого столетия до настоящего времени. 
Новый импульс развитию теории квазидифференциальных уравнений дан авторами. Осно-
вой их исследований было создание линейной теории скалярных и векторных квазидиффе-
ренциальных уравнений с обобщенными функциями как в коэффициентах, так и в правых 
частях, которые с помощью определенных некоторым образом квазипроизводных приводятся 
к корректным системам дифференциальных уравнений с мерами. Это дало возможность 
развить такие современные направления исследований, как спектральная теория обобщен-
ных самосопряженных и несамосопряженных задач, теория устойчивости, приближенные 
методы. Из-за ограниченного объёма публикации основные результаты исследований приво-
дятся без доказательств, но со ссылками на соответствующие источники. 

Отримано 22.04.09 


