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ТЕОРЕМА О СРЕДНЕМ ДЛЯ ПОЛИАНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

В данной статье получен аналог теоремы о среднем для случая полианалитических функций.

Введение. Пусть функция f ∈ C(D) (D : |z| < 1). f называется ареоларно
моногенной в D тогда и только тогда, когда ( ∂

∂z̄ )f - аналитическая функция в D.
Пусть Ω – область в C, m ∈ N. Функция f , локально интегрируемая в Ω, на-

зывается m-аналитической в Ω тогда и только тогда, когда ( ∂
∂z̄ )mf = 0 в смысле

распределений.
Изучению m-аналитических функций предшествовали работы М.О.Рида [1], [2]

об ареоларно моногенных функциях. По поводу результатов, связанных с различ-
ными классами m-аналитических функций, см. [3], [4]. Приведем ранее полученные
результаты.

Теорема A. (см.[1]) Если f(z) ∈ C(D), D : |z| < 1, тогда следующие утвер-
ждения эквивалентны:

(A) f(z)-ареоларно моногенная в D.

(B) Уравнение

L(f ; z, r) ≡
∫

C(z,r)

(ζ − z)f(ζ)dζ = 0 (1)

выполнено для каждого C(z, r) в D (C(z, r) – граница замкнутого диска D(z, r)
с центром в точке z и радиусом r).

(C) Уравнение

A(f ; z, r) ≡
∫ ∫

D(z,r)

(ζ − z)2f(ζ)dξdη = 0 (2)

выполнено для каждого D(z, r) в D.

Теорема B. (см.[3], гл.5) Если функция f – m-аналитична в Ω(Ω ⊂ C, m ∈ N),
то уравнение ∫

|z|=r

f(z + ζ)zm−1dz = 0 (3)

выполнено для почти всех ζ ∈ Ω, r ∈ (0, dist(ζ, ∂Ω)).
Обратное утверждение также выполнено.
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Теорема C. Пусть 0 – произвольная точка в Ω(Ω ⊂ Cn) и ∆pΦ = 0 в Sρp ⊂ Ω
(p = 0, 1, 2, ..., Sρp – сфера с радиусом ρp и центром в 0); тогда ∀ρj ≤ ρp

Φ(0) +
p∑

i=2

ρ
2(i−1)
j Ai =

1
ωN

∫

r=ρj

Φdω, (4)

где Ai не зависит от ρj, ωN – площадь поверхности n-мерной единичной сферы.
В данной работе обобщены результаты для m-аналитических функций и получен
аналог основного результата Пизетти для полигармонических функций (см. Теорема
C).

1. Формулировка основного результата. В этом разделе приводится теорема
о среднем для m-аналитических функций.

Теорема 1. Пусть m ∈ N и f – m-аналитична в Ω (Ω – область в C). Тогда
∀ζ ∈ Ω выполнено равенство

m−1∑

l=1

1
(l − 1)!l!

((
∂

∂ζ

)l−1 (
∂

∂ζ̄

)l
)

f(ζ)ρ2l =
1

2πi

∫

|z−ζ|=ρ

f(z)dz, (5)

ρ < dist(ζ, ∂Ω).
Как промежуточный результат, получена следующая лемма, которая понадобит-

ся нам для доказательства основного результата.
Лемма. Пусть m ∈ N, k ∈ Z+, тогда для любой функции вида f = zkz̄m−1

выполнено равенство (5).
Доказательство леммы. Для доказательства этой леммы рассмотрим два слу-

чая.
При k ≥ m− 1 получим

∫

|z−ζ|=ρ

f(z)dz =
∫

|z−ζ|=ρ

zkz̄m−1dz = 2πi
m−1∑

l=1

C l−1
k C l

kρ
2lζk−l+1ζ̄k−l = (6)

=
m−1∑

l=1

C l−1
k C l

k(k − l + 1)!(m− l − 1)!
k!(m− 1)!

((
∂

∂ζ

)l−1 (
∂

∂ζ̄

)l
)

f(ζ)ρ2l =

=
m−1∑

l=1

1
(l − 1)!l!

((
∂

∂ζ

)l−1 (
∂

∂ζ̄

)l
)

f(ζ)ρ2l.

Если k < m− 1, то

∫

|z−ζ|=ρ

f(z)dz =
∫

|z−ζ|=ρ

zkz̄m−1dz = 2πi
k+1∑

l=1

C l−1
k C l

kρ
2lζk−l+1ζ̄k−l = (7)
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=
m−1∑

l=1

1
(l − 1)!l!

((
∂

∂ζ

)l−1 (
∂

∂ζ̄

)l
)

f(ζ)ρ2l.

Из (6) и (7) следует, что f удовлетворяет (5). ¤
2. Доказательство основного результата. Теперь докажем Теорему 1.
Доказательство. Используем общий вид m-аналитических функций

f(z) = ϕ1(z) + z̄ϕ2(z) + ... + z̄m−1ϕm(z), z ∈ Ω, (8)

где ϕi(z) – аналитические функции в Ω (см. [3]), i = 1,m. Тогда m-аналитическую
функцию можно локально равномерно приблизить функциями типа g(z) = zkz̄n,
где k ∈ Z+ и n = 0,m− 1. Следовательно, используя результат Леммы, получаем,
что любая m-аналитическая функция удовлетворяет (5). ¤
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