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АНАЛОГ ТЕОРЕМЫ РУШЕ
В ОБОБЩЕННОМ КЛАССЕ СМИРНОВА

В работе вводится в рассмотрение обобщенный класс Смирнова. Для матриц-функций из этого
класса даны определения нулевой и полюсной кратности, так что аналог теоремы Руше остается
в силе. Доказательство основывается на обобщенной теореме Руше для матриц-функций класса
Смирнова, полученной М.Г.Крейном и Г.Лангером в 1981г.

Введение. Пусть F и G голоморфные в замкнутом единичном круге
{
z ∈ C :

|z| ≤ 1
}
функции, такие что |F (λ)| > |G(λ)|, для всех λ ∈ T =

{
z ∈ C : |z| = 1

}
.

Известная теорема Руше [11] утверждает, что функции F и F +G имеют одинаковое
число нулей в D =

{
z ∈ C : |z| < 1

}
.

Некоторые обобщения теоремы Руше на голоморфные матричнозначные функ-
ции получены в [3] и [5]. Пусть Hn×n

p (1 ≤ p ≤ ∞) – это классы Харди матриц-
функций порядка n×n (см. [10]). Напомним, что n×n матриц-функция ψ из класса
Hn×n∞ (см. [2], т. е. ограниченная в D) называется внешней, если ψHn×n

2 (D) плотно
в Hn×n

2 (D), n× n матриц-функция ϕ(λ) называется внутренней, если

ϕ(ζ)∗ϕ(ζ) = In (ζ ∈ T).

Как известно ([8]), всякая матриц-функция F из класса Hn×n∞ (D) допускает факто-
ризацию

F (λ) = ϕ(λ)ψ(λ),

где ϕ(λ) – внутренняя, а ψ(λ) – внешняя матриц-функция. Матриц-функцию F ,
голоморфную в D, относят к классу Смирнова Dn×n, если она представима в виде

F (λ) = y(λ)−1F0(λ),

где F0 ∈ Hn×n∞ , а y – это скалярная внешняя функция.
Крейном и Лангером в [5] получено следующее обобщение теоремы Руше:
Теорема 1. (Крейн-Лангер) Пусть F, G ∈ Dn×n, det(F (λ) + G(λ)) 6≡ 0 (в D)

и ||G(λ) · F (λ)−1|| ≤ 1 (п.в. на T). Если F имеет внутренний фактор степени
κF (< ∞), то F + G имеет внутренний фактор степени κF+G ≤ κF . Если к тому
же F (F + G)−1|T ∈ Ln×n

1 (T), то κF+G = κF .
Другое обобщение теоремы Руше на матриц-функции, мероморфные в D и име-

ющие конечную суммарную полюсную кратность в D, получено в [3]. В этой же
работе введены понятия нулевой и полюсной кратности для мероморфных матриц-
функций (см. также [6], [7]). Это определение становится уже не тривиальным, ес-
ли нули матриц-функции F совпадают с ее полюсами. Например, матриц-функция

F (λ) =
(

1 0
1/λ 1

)
имеет и ноль, и полюс в точке 0, так как F (λ)−1 =

(
1 0

−1/λ 1

)
.
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Аналог теоремы Руше в обобщенном классе Смирнова

В настоящей работе вводится в рассмотрение обобщенный класс Смирнова Dn×n
κ

и для матриц-функций этого класса вводятся понятия нулевой и полюсной крат-
ности. В работе получено обобщение результата Крейна-Лангера на класс Dn×n

κ ,
содержащий в себе как матриц-функции класса Смирнова, так и конечномероморф-
ные функции, фигурирующие в теореме Гохберга-Сигала [3, Теорема 2.2].

1. Основные понятия и результаты. Как известно [2], нули αj (j ≤ N ≤ ∞)
скалярной функции F ∈ H∞, занумерованные с учетом кратности, удовлетворяют

условию
N∑

j=1

(
1− |αj |

)
< ∞, а сама функция F допускает факторизацию

F (λ) = b(L)F0(λ), b(L) =
N∏

1

bαj (λ),

где bαj (λ) = αj

αj

λ−αj

1−λαj
– множители Бляшке, а F0(λ), принадлежащая H∞, не имеет

нулей внутри области D. Число N называют порядком произведения Бляшке b(λ).
В матричном случае аналог этого утверждения получен В.П.Потаповым [8]. Про-

изведением Бляшке-Потапова называется матриц-функция вида

b(λ) =
N∏

j=1

bj(λ), (1)

где bj(λ) имеют вид

bj(λ) = I − Pj +
λ− αj

1− αjλ
Pj ,

где αj ∈ D, Pj – ортопроекторы в Cn (j = 1, 2, . . . , N).
Множитель Бляшке-Потапова bj(λ) называется простым, если Pj ортопроектор

в Cn ранга 1. Представление (1) для функции b(λ) является не единственным, но
при условии, что все факторы bj простые, оказывается, что их количество одно и
то же [9].

Определение. Количество простых множителей Бляшке-Потапова в разложении
(1) называется степенью произведения Бляшке-Потапова.

Теорема 2. ([9]) Всякая матриц-функция F ∈ Hn×n∞ (D) допускает представле-
ние

F (λ) = b0(λ)F0(λ) = F1(λ)b1(λ),

где b0, b1 – произведения Бляшке-Потапова; F0, F1 ∈ Hn×n∞ и не имеют нулей в D.
При этом степени произведений Бляшке-Потапова b0 и b1 совпадают.

Определение. Нулевой кратностью Mζ для F ∈ Hn×n∞ мы будем называть сте-
пень произведения Бляшке-Потапова b0, вообще говоря, равную степени произведе-
ния Бляшке-Потапова b1 [5]

Mζ(F ) = deg b0 (= deg b1).
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Определение. Говорят, что матриц-функция F , мероморфная в D, принадлежит
классу Hn×n

κ,∞ , если она представима в виде

F (λ) = bl(λ)−1Fl(λ), (2)

где bl, Fl ∈ Hn×n∞ , и bl – произведение Бляшке-Потапова степени κ.
Как показано в [5], среди всех возможных факторизаций (2) существует мини-

мальная, удовлетворяющая условию

rank[bl(λ) Fl(λ)] = n, (3)

которая определяется однозначно, с точностью до левого унитарного множителя.
Если при этом степень bl равна κ0, то F ∈ Hn×n

κ0,∞\Hn×n
κ0−1,∞. Более того, для всякой

матриц-функции F из класса Hn×n
κ0,∞\Hn×n

κ0−1,∞ существует также правая факториза-
ция

F (λ) = Fr(λ)br(λ)−1, (4)

где br, Fr ∈ Hn×n∞ , и br – произведение Бляшке-Потапова степени κ, для которых
выполнено условие

kerFr(λ) ∩ ker br(λ) = {0}, λ ∈ D. (5)

Условия (4), (5) определяют множители Fr и br однозначно, с точностью до
правого унитарного множителя.

Определение. Будем говорить, что мероморфная в области D функция F при-
надлежит классу Dn×n

κ , если она допускает левую факторизацию (2), где bl – мно-
житель Бляшке-Потапова степени κ, Fl ∈ Dn×n; при этом bl и Fl удовлетворяют
условию (3).

Условие (3) гарантирует единственность разложения (2) с точностью до левого
унитарного множителя (см. [4]).

В [4] показывается (см. также [1]), что для функций из класса Dn×n
κ существует

также правая факторизация (4), где br ∈ Hn×n∞ – произведение Бляшке-Потапова
степени κ, а Fr – матриц-функция класса Dn×n, такие что выполнено условие (5).
Условия (4), (5) определяют множители br, Fr однозначно, с точностью до правого
унитарного множителя.

Заметим, что при этом степени множителей Бляшке-Потапова br и bl совпадают.
Определение. Пусть F ∈ Dn×n

κ (D) имеет левую факторизацию (2). Тогда число

M(F ) = Mζ(Fl)− κ

называется суммарной кратностью мероморфной матриц-функции F (λ) относитель-
но области D.

Основной результат работы составляет следующая
Теорема 3. Пусть F ∈ Dn×n

κ (D), G ∈ Dn×n
κ1

(D). Если det(F (λ) + G(λ)) 6≡ 0 (в
D) и ||G(λ)F (λ)−1|| ≤ 1 (п. в. на T), то

M(F + G) ≤M(F ). (6)
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Если к тому же F (F + G)−1|T ∈ Ln×n
1 (T), то

M(F + G) = M(F ). (7)

Доказательство основано на теореме Крейна-Лангера, приведенной выше, и на
следующем утверждении.

Лемма 1. Для произвольных мероморфных матриц-функций A и B из классов
Dn×n

κ1
и Dn×n

κ2
, соответственно, выполнено соотношение

M(A ·B) = M(A) +M(B). (8)

2. Доказательства основных результатов.
Доказательство Леммы 1. Если n = 1, то A и B – скалярные функции, и

утверждение (8) очевидно. Действительно при умножении функций A и B, соответ-
ствующие порядки нулей и полюсов складываются. Если n > 1, то, как следует из
[3]

M(A) = M(
det(A)

)
, M(B) = M(

det(B)
)
. (9)

Переходя к скалярным функциям, мы получим из формул (9) формулу (8)

M(AB) = M(
det(AB)

)

= M(
det(A) · det(B)

)

= M(
det(A)

)
+M(

det(B)
)

= M(A) +M(B).

Лемма доказана. ¤
Доказательство основной Теоремы 3. Представим функции F и G в виде

F = b−1F1, G = G1d
−1,

где b и d – произведения Бляшке-Потапова степеней κ и κ1, соответственно; F1, G1 ∈
Dn×n. Тогда

F + G = b−1(F1d + bG1)d−1.

Согласно Лемме 1:

M(F + G) = M(b−1) +M(F1d + bG1) +M(d−1)
= −κ1 +M(F1d + bG1)− κ.

(10)

Применим к F1d+bG1 Теорему 1 Крейна-Лангера. Проверим выполнение всех усло-
вий Теоремы 1:

1) F1d, bG1 ∈ Dn×n по построению.
2) ||b(λ)G1(λ) · (F1(λ)d(λ)

)−1|| ≤ 1 на T.
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Действительно,

||b(λ)G1(λ) · (F1(λ)d(λ)
)−1|| = ||b(λ)G1(λ)d−1(λ)F−1

1 (λ)||
= ||b(λ)G(λ)F−1

1 (λ)||
= ||G(λ)F−1

1 (λ)b(λ)||
= ||G(λ)F−1(λ)|| ≤ 1 (на T).

При этом используется равенство ||b(λ)G(λ)F−1
1 (λ)|| = ||G(λ)F−1

1 (λ)b(λ)||, спра-
ведливое на T, так как b(λ) на границе T унитарна. Отсюда следует, что

||b(λ)G1(λ) · (F1(λ)d(λ)
)−1|| ≤ 1

на T.
3) det

(
b(λ)G1(λ) + F1(λ)d(λ)

) 6≡ 0. Действительно, для всех λ ∈ D получим

det
(
b(λ)G1(λ) + F1(λ)d(λ)

)
= det

(
b−1(λ)

) · det
(
b(λ)G1(λ) + F1(λ)d(λ)

) · det
(
d−1(λ)

)

= det
(
b−1(λ)

(
b(λ)G1(λ) + F1(λ)d(λ)

)
d−1(λ)

)

= det
(
F (λ) + G(λ)

) 6≡ 0.

Поэтому применение Теоремы 1 возможно и

M(F1d + bG1) ≤M(F1d). (11)

Применяя Лемму 1 к правой части (11), получим

M(F1d) = M(F1) +M(d) = Mζ(F1) + κ1. (12)

Подставим (12) в (10):

M(F + G) ≤ −κ +Mζ(F1) + κ1 − κ1

= −κ +Mζ(F1) = M(F ).

Таким образом, неравенство (6) доказано.
4) Проверим принадлежность F1d(F1d + bG1)−1 ∈ Ln×n

1 (T). Действительно, по
условию

F (F + G)−1 ∈ Ln×n
1 (T).

Поэтому

F (F + G)−1 = b−1F1(b−1F1 + G1d)−1

= b−1F1

(
b−1(F1d + bG1)d−1

)−1 ∈ Ln×n
1 (T).

Обозначим B := b−1F1d(F1d + bG1)−1b ∈ Ln×n
1 (T). Так как κ < ∞, то bBb−1 –

определена п.в. на T, а так как b – унитарна на T, то матриц-функции bBb−1 и B
принадлежат Ln×n

1 (T), но bBb−1 = F1d(F1d + bG1)−1.
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Применяя Теорему 1 к функции F1d + bG1, аналогично доказываем равенство
(7) при выполнении условия F (F + G)−1 ∈ Ln×n

1 (T). Теорема доказана. ¤
Из Теоремы 3 вытекает
Следствие. Пусть F ∈ Dn×n

κ , G ∈ Dn×n
κ1

. Если ||G(λ)F (λ)−1|| < ρ < 1 на T, то
M(F + G) = M(F ).

Доказательство. Для доказательства достаточно показать, что F (F + G)−1|T ∈
Ln×n

1 (T). Действительно,

||F (λ)
(
F (λ) + G(λ)

)−1|| = ||F (λ) · F (λ)−1
(
1 + F (λ)−1G(λ)

)−1||
= ||I · (1 + F (λ)−1G(λ)

)−1||
≤ (1− ρ)−1 < ∞ (на T).

Здесь использовалось соотношение, что ||G(λ)F (λ)−1|| = ||F (λ)−1G(λ)||. ¤
Это утверждение оказывается также более общим, чем обобщение, полученное

Гохбергом и Сигалом, так как здесь не требуется нормальность матриц-функций F
и G относительно контура T и ее непрерывность вплоть до границы. В то же время
отметим, что утверждение Гохберга-Сигала относится к оператор-функциям.
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