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НАПРУЖЕНО-ДЕФОРМОВАНИЙ СТАН ПРУЖНО-ПЛАСТИЧНОЇ
ОРТОТРОПНОЇ ОБОЛОНКИ ДОВIЛЬНОЇ КРИВИНИ
З ВНУТРIШНЬОЮ ТРIЩИНОЮ

Задачу про напружено-деформований стан пружно-пластичної ортотропної оболонки довiльної
кривини з внутрiшньою трiщиною зведено до системи сингулярних iнтегральних рiвнянь (СIР),
де правi частини – функцiї, що мають розрив першого роду. Побудовано алгоритм аналiтико-
числового розв’язання одержаних систем СIР сумiсно з умовами пластичностi для ортотропних
оболонок. Дослiджено вплив ортотропiї матерiалу, геометричних параметрiв оболонки i трiщини
на її розкриття.

Пiд час експлуатацiї в оболонкових конструкцiях часто виникають дефекти, якi
можна моделювати лише внутрiшньою трiщиною. Виникнення пластичних дефор-
мацiй в околi дефектiв у конструкцiях, якi знаходяться пiд дiєю статичного наван-
таження, пiдтверджується низкою експериментальних дослiджень. Тому при розра-
хунку на мiцнiсть оболонкових конструкцiй з таким типом дефектiв використовують
наближенi методи, якi враховують наявнiсть зон пластичних деформацiй на подов-
женi, над i пiд фронтом внутрiшньої трiщини.

Найчастiше застосовують аналог δc – моделi, за допомогою якого було розгля-
нуто ряд задач про напружено-деформований стан цилiндричних i сферичних iзо-
тропних i ортотропних оболонок з внутрiшнiми трiщинами [4–5, 7]. Подальший свiй
розвиток модель набула в роботах [2, 3] при дослiдженнi iзотропної оболонки до-
вiльної кривини з внутрiшньою трiщиною. Робота присвячена дослiдженню впливу
ортотропiї матерiалу на напружено-деформований стан оболонок довiльної кривини
з таким типом трiщин.

1. Постановка задачi. Розглянемо тон-

Рис. 1. Повздовжнiй розрiз внутрiшньої трi-
щiни в пружно-пластичнiй оболонцi

ку оболонку сталої товщини h, виготовлену з
ортотропного матерiалу так, що в кожнiй її
точцi лiнiї головних кривин серединної по-
верхнi збiгаються з головними напрямками
пружностi матерiалу. Система ортогональ-
них координат Oxyz обрана таким чином,
що осi x, y орiєнтованi вздовж лiнiй голов-
них кривин серединної поверхнi оболонки, а
вiсь z спрямована по нормалi до неї. Оболон-

ка послаблена внутрiшньою трiщиною довжини 2l уздовж осi x i знаходиться пiд
дiєю симетричного зовнiшнього навантаження. Глибина трiщини стала i дорiвнює
D = h− d1 − d2.

2. Розв’язок задачi. Задачу будемо розв’язувати в двовимiрнiй постановцi. На-
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пруження, якi дiють у прошарку матерiалу над i пiд фронтом внутрiшньої трiщини
сталi i дорiвнюють границi текучостi матерiалу στ . Статично еквiвалентнi їм зусилля
i момент визначаються за формулами T l = στ (d1+d2), M l = στ (h−d1−d2)(d2−d1)/2.
Невiдомi зусилля T i згинальний момент M , якi дiють на подовженi трiщини, задо-
вольняють умовi пластичностi Треска, для ортотропних матерiалiв [6]. При дiючому
навантаженнi, оскiльки σyy = T

h + γ 12M
h3 , а σxx = σzz = 0, умова пластичностi буде

мати вигляд:
σ2

yy = σ2
τ ,

або
T

hστ
+

6|M |
h2στ

= 1. (1)

Також можливе використання умови пластичностi у виглядi пластичного шарнiру:
(

T

hστ

)2

+
4|M |
h2στ

= 1. (2)

Тодi можна ввести нову фiктивну наскрiзну трiщину довжини l1 = l + lp, lp –
довжина пластичної зони, на берегах якої граничнi умови набудуть вигляду:

T2(x) =
{

T l − T ∗2 , |x| ≤ l
T − T ∗2 , l ≤ |x| ≤ l + lp

;

M2(x) =
{

M l −M∗
2 , |x| ≤ l

M −M∗
2 , l ≤ |x| ≤ l + lp

, (3)

де T ∗2 , M∗
2 – характеристики зовнiшнього навантаження.

Для одержання системи СIР поставленої задачi, необхiдне використання систе-
ми СIР, що описує напружений стан пружної ортотропної оболонки з наскрiзною
трiщиною [8].

1∫

−1

∑

j=1,3

Kij(s− x)ψj(s)ds = πΦi(x), i = 1, 3, (4)

де

K11(s− x) =
1

s− x
− 2

√
1− µ

a

β2

χ2
(s− x)

∞∑

n=1

a(2)
n (β|s− x|χ−1),

a(1)
n (β|s− x|χ−1) =

2
π

π
2∫

0

|d2|l−2
2 cos3 θ cos(2n− 1)θImGn,n−1(β|s− x|χ−1|d|

√
i)dθ,

β = cl, c2 =

√
12 (1− ν2)

R2h
, d2 =

√
1− µ

a

cos2 θ + λ sin2 θ

l1l2
, λ = R2/R1,

l21 = 1− 4µ̃(1 + ν)cos22θ, l22 = 1 + 4µ̃(1− ν)cos22θ, 4µ̃ = µ/2a,

µ = 1− 2(1 + v)G12/E, 2a = 2− µ + µv,
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χ2 =
√

E1/E2, E =
√

E1E2, v =
√

v1v2,

де E1, E2 – модулi Юнга; v1, v2 – коефiцiєнти Пуассона; G12 – модуль зсуву для
площин, паралельних серединнiй поверхнi оболонки.

Решта ядер наведенi в роботi [1]. Невiдомi функцiї мають вигляд:

ψ1 =
Eh

4lχ2

√
1− µ

a

d[ϑ]
ds

; ψ3 =
D(1− ν)(3 + ν − 2µ)

4lχ2
R2c

2 d[θ2]
ds

,

а Φ1(x) = T2(x) i Φ2(x) = M2(x) – правi частини системи (4).
Система (4) iз граничними умовами (3) є розв’язувальною системою. Викори-

станню методу механiчних квадратур для її чисельного розв’язання перешкоджає
те, що правi частини системи (4) мають розрив першого роду. Тому представимо
невiдомi функцiї у виглядi:

ψ1(s) = g1(s) + (T − στ (d1 + d2))h(s),

ψ3(s) = g3(s) + c2R2(M − στ (h− d1 − d2)(d2 − d1)/2)h(s). (5)

Функцiя h(s) є аналiтичним роз’язком рiвняння:

1∫

−1

h(s)
s− x

= πf(x), (6)

де f(x) =
{ −a, |s| ≤ τ∗

−a + 1, τ∗ ≤ |s| ≤ 1
, τ∗ = l/l1.

Вигляд h(s) такий:

h(s) =
1
π

ln

∣∣∣∣∣
(τ∗ − s)(1 + sτ∗ +

√
(1− (τ∗)2)(1− s2)

(τ∗ + s)(1− sτ∗ +
√

(1− (τ∗)2)(1− s2)

∣∣∣∣∣ .

Пiдставимо невiдомi функцiї (5) в систему (4):

1∫

−1

∑

j=1,3

K1j(x− s)gj(s)ds + (T − στ (d1 + d2))




1∫

−1

Kr
11(x− s)h(s)ds + πa


+

+c2R2(M − στ (h− d1 − d2)(d2 − d1)/2)

1∫

−1

K13(x− s)h(s)ds = π(T ∗2 − στ (d1 + d2)),

1∫

−1

∑

j=1,3

K3j(x− s)gj(s)ds + (T − στ (d1 + d2))

1∫

−1

K31(x− s)h(s)ds+
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+c2R2(M − στ (h− d1 − d2)(d2 − d1)/2)




1∫

−1

Kr
33(x− s)h(s)ds + πa


 =

−πc2R2στ (h− d1 − d2)(d2 − d1)/2, (7)

де стала a визначається iз умови iснування розв’язку рiвняння (6):

a =
2
π

arccos(τ∗).

Правi частини системи (7) є неперервними функцiями, що дозволяє розв’язувати
систему СIР методом механiчних квадратур для функцiй, обмежених на кiнцях
вiдрiзка iнтегрування.

Рис. 2. Залежнiсть τ∗ i δ∗ вiд l/R2 (d1 = 0, 25, d2 = 0, 15)

3. Результати. Числовий аналiз було проведено для ортотропної оболонки до-
вiльної кривини з повздовжньою внутрiшньою трiщиною. При розв’язаннi системи
(7) використовувалася умова пластичностi (3).

Вiдносне розкриття трiщини обчислювалося за формулою:

δ∗ =
4l

l1

σ∗2
στ

χ2




√
a

1− µ

0∫

−1

ψ1(s)ds +
(

1
2
− d2

h

) √
12(1− v2

(1− v)(3 + v − 2µ)

0∫

−1

ψ3(s)ds


 ,

де σ∗2 = T ∗2 /h.
На рис.2–рис.3 суцiльнi лiнiї вiдповiдають цилiндричнiй оболонцi, а пунктирнi

лiнiї – сферичнiй. При цьому вiдносне навантаження вважалося рiвним σ∗2/στ = 0, 4.
Кривi 1–4 вiдповiдають ортотропним матерiалам I–IV:
I - E1 = 14, 9 ∗ 106 Па, E2 = 0, 6 ∗ 106 Па, G12 = 0, 4 ∗ 106 Па, v = 0, 31;
II - E1 = 40 ∗ 106 Па, E2 = 4 ∗ 106 Па, G12 = 1, 5 ∗ 106 Па, v = 0, 31;
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Рис. 3. Залежнiсть τ∗ i δ∗ вiд l/R2 (d1 = 0, 35, d2 = 0, 05)

III - E1 = 6, 25 ∗ 106 Па, E2 = 2, 12 ∗ 106 Па, G12 = 0, 9 ∗ 106 Па, v = 0, 25;
IV - E1 = 2, 1 ∗ 106 Па, E2 = 1, 6 ∗ 106 Па, G12 = 0, 41 ∗ 106 Па, v = 0, 07.
4. Висновки. На основi проведених числових розрахункiв можна зробити на-

ступнi висновки:
– при збiльшеннi довжини трiщини l/R2, вiдносне розкриття трiщини δ∗ в сфе-

ричних i псевдосферичних оболонках зменшується, а в цилiндричних – збiльшуєть-
ся, а вiдносний розмiр пластичної зони 1− τ∗ монотонно зменшується для оболонок
будь-якої кривини i матерiалу;

– якщо внутрiшню трiщину наближувати до будь-якої iз зовнiшнiх поверхонь,
то обидвi характеристики δ∗ i τ∗ збiльшуються. Найменшого значення δ∗ i τ∗ дося-
гають, коли внутрiшня трiщина розташована симетрично вiдносно зовнiшнiх повер-
хонь;

– зi збiльшенням параметру χ обидвi характеристики δ∗ i τ∗ збiльшуються.
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