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Показано, що стiйкий i нестiйкий граничнi цикли iснують у фазовому просторi подвiй-

ного маятника з нелiнiйними характеристиками пружних елементiв.

У зв’язку з необхiднiстю трубопровiдного транспортування нафти в серединi двадцятого
столiття набули актуальностi динамiчнi процеси у пружних криволiнiйних трубах з рiди-
ною, що тече всерединi них пiд дiєю поздовжньої сили [1, 2]. На незвичнi явища у пружних
трубопроводах одним iз перших звернув увагу А. Pflüger [3]. Для знаходження критичного
значення слiдкуючої сили, перевищення якого призводить до втрати стiйкостi стану рiв-
новаги, вiн використав вiдому концепцiю стiйкостi рiвноважних форм пружних твердих
тiл i конструкцiй, сформульовану Л. Ейлером. Результат виявився несподiваним: крити-
чне навантаження не iснує. Прийнятне теоретичне роз’яснення парадоксу Пфлюгера дав
H. Ziegler [4], який запропонував дискретну модель континуального стержня у виглядi дво-
ланкового маятника.

Перевернутий дволанковий математичний маятник [5] має три пружнi елементи: гори-
зонтальну цилiндричну пружину з жорсткiстю c, що iмiтує пружне закрiплення верхнього
кiнця маятника, i двi спiральнi пружини з жорсткостями c1 i c2 в шарнiрах O i A1 вiдпо-
вiдно; m1, m2 — маси матерiальних точок A1 i A2 вiдповiдно; ланки OA1 = l1 i A1A2 = l2
невагомi; µ1 — коефiцiєнт в’язкостi в нижньому шарнiрi O, що враховує дiю зовнiшнього
тертя; µ2 — коефiцiєнт в’язкостi в промiжному шарнiрi A1, що вiдображає вплив внутрi-
шнього тертя в системi.

Узагальненими координатами маятника є кути ϕ1 i ϕ2 вiдхилення вiд вертикалi ни-
жньої i верхньої ланок маятника. Вони задовольняють диференцiальнi рiвняння Лагранжа
другого роду:

d

dt

∂T

∂ϕ̇i

−
∂T

∂ϕi

= Qi (i = 1, 2). (1)

Характеристики пружних елементiв (горизонтальної цилiндричної пружини на верхньо-
му кiнцi маятника i спiральних пружин в шарнiрних з’єднаннях маятника) можуть бути як
лiнiйними, так i нелiнiйними. Останнi подiляються на жорсткi i м’якi.

З [6] маємо такi диференцiальнi рiвняння плоскопаралельного руху подвiйного мая-
тника:

(m1 +m2)l
2
1ϕ̈1 +m2l1l2ϕ̈2 cos(ϕ1 − ϕ2) +m2l1l2ϕ̇

2
2sin(ϕ1 − ϕ2) =

= (m1 +m2)gl1sinϕ1 + Pl1 sin(ϕ1 − kϕ2)−Qh
c l1 cosϕ1 −M1 +M2,

m2l
2
2ϕ̈2 +m2l1l2ϕ̈1 −m2l1l2ϕ̇1

2 sin(ϕ1 − ϕ2) =

= m2gl2 sinϕ2 + Pl2 sin[(1− k)ϕ2]−Qh
c l2 cosϕ2 −M2.

(2)
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Рис. 1

Жорсткiсть c пружного закрiплення кiнця верхньої ланки маятника i модуль P слiд-

куючої сили
−→
P вважатимемо “iстотними” параметрами. Значення решти параметрiв (“не-

iстотних”) приймемо фiксованими:

m1 = 10 кг, m2 = 5 кг, l1 = l2 = 0,5 м,

c1 = c2 = 400 Н · м, µ1 = µ2 = 10 Н · м · с.
(3)

На рис. 1 зображено D-розбиття площини параметрiв c i P . Тут D(s, 4 − s) — областi
площини параметрiв c i P , в яких s коренiв характеристичного рiвняння мають вiд’ємнi
дiйснi частини, 4− s — додатнi, тобто D(4, 0) — область асимптотичної стiйкостi: Re λk < 0
(k = 1, . . . , 4); D(3, 1) — область дивергентної нестiйкостi: Reλ1 > 0, Reλk < 0 (k = 1, . . . , 3);
D(2, 2) — область флаттерної (коливальної) нестiйкостi: Reλ1,2 > 0, Reλ3,4 < 0.

Рiвняння границi областей D(4, 0) i D(2, 2) має вигляд:

P = P0(c), (4)

де P0 — корiнь рiвняння ∆3 = 0; ∆3 — передостаннiй визначник Гурвiца

∆3 = A3(A1A2 −A3)−A2
1A4. (5)

Тут Ak — коефiцiєнти характеристичного рiвняння матрицi A

λ4 +A1λ
3 +A2λ

2 +A3λ+A4 = 0. (6)

На кривiй (4) рiвняння (6) має два суто уявнi коренi:λ1,2 = ±ω, Reλ3,4 < 0.
Рiвняння границi областей D(4, 0) i D(3, 1) має вигляд:

P = P1(c), (7)

де P1 — корiнь рiвняння A4 = 0. На кривiй (7) рiвняння (6) має один нульовий корiнь:
λ1 = 0, Reλk < 0 (k = 1, 2, 3).

З позицiй теорiї стiйкостi О.М. Ляпунова [7] обидва випадки (λ1,2 = ±ω i λ1 = 0) є кри-
тичними. Стiйкiсть (вертикального) стану рiвноваги при P = P0(c) i P = P1(c) визначається
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Рис. 2

знаками так званих ненульових ляпуновських величин α3 i q вiдповiдно. Вiдомо [8], що кри-
ва (4) розбивається на двi дiлянки: α3 < 0 (безпечна дiлянка за термiнологiєю М.М. Бау-
тiна [9], на нiй стан рiвноваги є стiйким: це — нелiнiйна стiйкiсть) та α3 > 0 (небезпечна
дiлянка, на нiй стан рiвноваги є нестiйким: це — нелiнiйна нестiйкiсть). Крива (7) є безпеч-
ною (на нiй стан рiвноваги є стiйким: це — нелiнiйна стiйкiсть). Вплив типу характерис-
тики пружного елемента дволанкового маятника на межу дiлянок стiйкостi i нестiйкостi
iлюструє табл. 1.

Розглянемо ту частину областi D(4, 0), для якої c∗ < c < c00, c00 = 776,4 H/м, тобто

яка проектується в дiлянку α3 > 0, i будемо поступово збiльшувати |
−→
P |. На рис. 2 кри-

вими 1–3 зображенi двовимiрнi проекцiї стiйкого граничного циклу (L+) на площинi ϕ1ϕ
′

1

i ϕ2ϕ
′

2; кривими 4–6 — проекцiї на тi ж площини нестiйкого граничного циклу (L−). При
побудовi кривих 1 i 4 прийнято P = 1630 Н, тобто P = 2,0375; кривi 2 i 5 побудовано для
P = 1730 Н, тобто P = 2,1625; при побудовi кривих 3 i 6 прийнято P = 1840 Н, тобто
P = 2, 3. Для вказаних P граничнi цикли при лiнiйних характеристиках пружних елемен-
тiв, а також при жорстких характеристиках для великих значень a, a1, a2, бiльших 10, i при
м’яких характеристиках для значень b, b1, b2, що перевищують 6, виявилися практично збi-
жними. Комп’ютерний аналiз показав, що при малих значеннях P точка O(0, 0, 0, 0) ∈ R4

є особливою точкою диференцiальних рiвнянь збуреного руху типу стiйкого фокусу. Iснує
таке значення P∗ модуля P слiдкуючої сили, при якому у фазовому просторi в околi точ-
ки O народжуються одночасно два граничних цикли: стiйкий (L+) i нестiйкий (L−). Зi

Таблиця 1

Характеристика
пружних елементiв

Значення граничних ходiв
пружних елементiв i сил

(моментiв)

Границя c∗ дiлянки
стiйкостi

Лiнiйнi – 226,35
Жорсткi a = a1 = a2 = 10 231,64

a = a1 = a2 = 6 241,07
a = a1 = a2 = 2 357,85
a = a1 = a2 = 1 624,35

М’якi b = b1 = b2 = 6 226,71

b = b1 = b2 = 2 229,92

b = b1 = b2 = 1 246,35
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Рис. 3

збiльшенням P цi цикли рухаються в протилежних напрямах, цикл (L+) розбухає, цикл
(L−) стягується. При P = P0(c) цикл (L−) “сiдає” на початок координат фазового просто-
ру, руйнуючи його стiйкiсть. Характер стiйкостi граничних циклiв (L+) i (L−) визначався
безпосередньою побудовою граничних циклiв на комп’ютерi.

Бiфуркацiя Андронова–Хопфа вiдбувається при переходi з областi D(4, 0) в область
D(2, 2) через ту дiлянку границi областей, де α3 < 0. Стан рiвноваги втрачає стiйкiсть
внаслiдок народження в областi D(2, 2) стiйкого граничного циклу (L+). Про це свiдчать
двовимiрнi проекцiї стiйкого граничного циклу (L+) на площини ϕ1ϕ

′

1 i ϕ2ϕ
′

2 на рис. 3,
причому кривi 1–4 побудованi для P = 1250 Н, тобто P = 1,5625; P = 2000 Н, тобто
P = 2,5; P = 3000 Н, тобто P = 3,75; P = 5000 H, тобто P = 6,25 вiдповiдно.

Проходження знизу вверх дiлянки кривої P = P1(c) при c = 500 приводить до того,
що в областi D(3, 1) спочатку встановлюються перiодичнi коливання, а при подальшому
зростаннi P — хаотичнi коливання (детермiнований хаос).

Характер динамiчної поведiнки подвiйного маятника в областi D(2, 2) залежить вiд то-
го, перехiд через яку дiлянку межi областi стiйкостi викликав нестiйкiсть вертикального
стану рiвноваги ϕ1 = 0; ϕ̇1 = 0; ϕ2 = 0; ϕ̇2 = 0, причому вiдповiднi теореми Н.Н. Баутiна [9]
справедливi лише “поблизу меж областi стiйкостi”. Попадання зображаючої точки з областi
D(4, 0) в область D(2, 2) через суцiльну дiлянку приводить до бiфуркацiї Андронова–Хопфа
i виникнення стiйкого граничного циклу, що обмежує зростання подальших збурень фазо-
вих координат x1 = ϕ1; x2 = ϕ′

1; x3 = ϕ2; x4 = ϕ′

2, тодi як пiд час переходу заштрихованої
дiлянки цi збурення необмеженi.
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L.G. Lobas, V. Yu. Ichanskii

Influence of the type of characteristics of elastic elements on a double

pendulum limit cycles

It is shown that the stable and unstable limit cycles exist in the phase space of a double pendulum

with nonlinear characteristics of elastic elements.
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