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In work effective realization of «greedy» algorithm for finding minimum
(maximum) spanning woods (trees) of an undirected weighed graph is considered.
Is given the rating of the expected computing time of algorithm is 0 (M), where
M  — number of edges in a graph. Is shown, that the offered algorithm is better
than a Prim’s algorithm for graphs with number of edges less, than N2/6, where
N  — number of vertices in a graph. The experimental research of algorithm on
the graphs, containing from 499500 up to 71994000 edges, has shown its high
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computing efficiency and his can be recommended for the decision of practical
problems on rarefied graphs or networks of the big dimension.

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ãåîïðîñòðàíñòâåííûå äàííûå òîïîãðà-
ôè÷åñêèõ îáúåêòîâ ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå íåîðèåí-
òèðîâàííîãî âçâåøåííîãî ãðàôà èëè ñåòè. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå
âåñîâ ðåáåð ãðàôà èëè äóã ñåòè ìîãóò âûñòóïàòü ðàçëè÷íûå
÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè (ïàðàìåòðû) ãåîèíôîðìàöèîííûõ
îáúåêòîâ: ðåëüåôà, ãèäðîãðàôè÷åñêîé ñåòè, íàñåëåííûõ ïóíê-
òîâ, äîðîã, ðàçëè÷íûõ èíæåíåðíûõ êîììóíèêàöèé è ò. ï. Ïðè
ïðîâåäåíèè âñåñòîðîííåãî àíàëèçà òàêèõ ãåîèíôîðìàöèîííûõ
îáúåêòîâ ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ íàõîæäåíèå ìèíèìàëüíîãî èëè
ìàêñèìàëüíîãî ñòÿãèâàþùåãî (îñòîâíîãî) ëåñà (äåðåâà). Â ýòîé
ñâÿçè îêàçûâàåòñÿ àêòóàëüíûì íàëè÷èå ýôôåêòèâíûõ àëãîðèò-
ìîâ äëÿ ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷.

Ïóñòü çàäàí ïðîñòîé (íå ñîäåðæàùèé ïåòåëü è ïàðàëëåëü-
íûõ ðåáåð) íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = (V,E) ñ ìíîæåñòâîì
âåðøèí V, v = | V | è ìíîæåñòâîì ðåáåð E, e = | E |, ãäå v è e

ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëî âåðøèí è ðåáåð ãðàôà, à |⋅| — çíàê ìîù-
íîñòè ìíîæåñòâà. Ãðàô ìîæåò áûòü íåïîëíûì è íåñâÿçíûì.
Äëÿ ãðàôà çàäàí âåêòîð âåñîâ ðåáåð C = || c

i
 || ,  i = 1,e , ãäå c

i
∈ Z

+
,

Z
+ 

— ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë.
Òðåáóåòñÿ íàéòè àöèêëè÷åñêèé ïîäãðàô (ëåñ) ãðàôà G ñ

ìèíèìàëüíûì èëè ìàêñèìàëüíûì îáùèì âåñîì. Èçâåñòíî
äîñòàòî÷íî ìíîãî àëãîðèòìîâ îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàëüíîãî èëè
ìàêñèìàëüíîãî îñòîâíîãî ëåñà (äåðåâà) íà âçâåøåííîì ãðàôå.
Ñðåäè íèõ ìîæíî âûäåëèòü ãðóïïó «æàäíûõ» àëãîðèòìîâ,
îñíîâàííûõ íà ïðåäâàðèòåëüíîé ñîðòèðîâêå ðåáåð ãðàôà ïî
âåñó è ïîñëåäóþùåì ïîñëåäîâàòåëüíîì âûáîðå ðåáåð ìèíè-
ìàëüíîãî èëè ìàêñèìàëüíîãî âåñà äëÿ íàðàùèâàíèÿ îñòîâíî-
ãî ëåñà (äåðåâà) [1]. Àëãîðèòìû ýòîé ãðóïïû èìåþò àñèìïòî-
òè÷åñêóþ òðóäîåìêîñòü ïîðÿäêà 0(eloge).Òðóäîåìêîñòü ýòèõ
àëãîðèòìîâ çàâèñèò îò âûáîðà ìåòîäà ñîðòèðîâêè ðåáåð è
ìåòîäîâ îïðåäåëåíèÿ è îáúåäèíåíèÿ (ñëèÿíèÿ) íåçàâèñèìûõ
êîìïîíåíò ãðàôà (ïîääåðåâüåâ) íà êàæäîé èòåðàöèè àëãîðèò-
ìà ïðè äîáàâëåíèè íîâîãî ðåáðà. Äðóãàÿ ãðóïïà àëãîðèòìîâ
îñíîâàíà íà ìåòîäå «áëèæàéøåãî ñîñåäà», êîòîðûé íå òðåáóåò
ïðåäâàðèòåëüíîé ñîðòèðîâêè ðåáåð è ïðîâåðêè íà öèêëè÷-
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íîñòü ïðè íàðàùèâàíèè ïîääåðåâüåâ íà êàæäîé èòåðàöèè [2,
3]. Òðóäîåìêîñòü ýòèõ àëãîðèòìîâ ñîñòàâëÿåò 0(v2) è îíè àñèì-
ïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíû, ò. å. äëÿ ïîëíûõ ãðàôîâ àñèìïòîòè-
÷åñêè íåóëó÷øàåìû. Äëÿ ðàçðåæåííûõ ãðàôîâ èçâåñòíû àëãî-
ðèòìû ñî ñëîæíîñòüþ 0(elogv), 0(eloglogv) [46]. Ýòè àëãîðèòìû
àñèìïòîòè÷åñêè ëó÷øå àëãîðèòìà Ïðèìà äëÿ ãðàôîâ, èìåþ-
ùèõ ìåíüøå ÷åì v2/logv è v2/loglogv ðåáåð ñîîòâåòñòâåííî. Îïè-
ñàíèå àëãîðèòìîâ îáåèõ ãðóïï ìîæíî òàêæå íàéòè, íàïðè-
ìåð, â ðàáîòàõ [7, 8].

Íåñìîòðÿ íà ñóùåñòâîâàíèå äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûõ àëãî-
ðèòìîâ íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíûõ è ìàêñèìàëüíûõ îñòîâíûõ
ëåñîâ, èíòåðåñ ê ðàçðàáîòêå åùå áîëåå áûñòðûõ àëãîðèòìîâ íå
îñëàáåâàåò. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî îäíîâðåìåííî ñ ïîñòîÿí-
íûì ðîñòîì áûñòðîäåéñòâèÿ è îïåðàòèâíîé ïàìÿòè ñîâðåìåí-
íûõ ÏÝÂÌ, ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ðåøàòü áîëåå ñëîæíûå
îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è äëÿ ãðàôîâ èëè ñåòåé áîëüøîé ðàç-
ìåðíîñòè (äåñÿòêè òûñÿ÷ âåðøèí, ñîòíè òûñÿ÷ è ìèëëèîíû
ðåáåð), â êîòîðûõ â êà÷åñòâå ïîäçàäà÷ íóæíî ìíîãîêðàòíî
íàõîäèòü ìèíèìàëüíûå èëè ìàêñèìàëüíûå îñòîâíûå ëåñà (äå-
ðåâüÿ). Òîãäà àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ îñòîâíûõ ëåñîâ ñ ìèíè-
ìàëüíîé òðóäîåìêîñòüþ ìîæåò çíà÷èòåëüíî ñîêðàòèòü âðåìÿ
ðåøåíèÿ îáùåé çàäà÷è. Ðàññìîòðèì âîçìîæíóþ ðåàëèçàöèþ
«æàäíîãî» àëãîðèòìà, êîòîðûé íàõîäèò îñòîâíûé ëåñ ñ ìèíè-
ìàëüíûì èëè ìàêñèìàëüíûì âåñîì çà âðåìÿ 0(e). Ââåäåì îáî-
çíà÷åíèÿ: ∀ , ∃ — êâàíòîðû âñåîáùíîñòè è ñóùåñòâîâàíèÿ; ∪, ∩,
\, ⊇  — çíàêè îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ, âû÷èòàíèÿ è âêëþ÷å-
íèÿ ìíîæåñòâ; ∈, ∉  — çíàêè ïðèíàäëåæíîñòè è íå ïðèíàä-
ëåæíîñòè ê ìíîæåñòâó; ∅ — ïóñòîå ìíîæåñòâî; {⋅} — ìíîæåñòâî
ïîäìíîæåñòâ èëè ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà; &, !  — çíàêè ëîãè÷åñ-
êîãî «è», ëîãè÷åñêîãî «èëè»; i = 1,k  îçíà÷àåò «äëÿ âñåõ i îò
åäèíèöû äî k. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà äîêàæåì ñëåäóþùóþ
òåîðåìó.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü {(V0,E0),(V1,E1),(V2,E2),…,(Vk,Ek)} — ÷àñòè÷íî ïî-
ñòðîåííûé îñòîâíûé ëåñ ãðàôà G = (V,E), ãäå (V0,E0) = (∅,∅),(Vi,Ei)
ñâÿçíûå íåçàâèñèìûå êîìïîíåíòû ãðàôà (ïîääåðåâüÿ), Ç{(Vi,Ei)}
= ∅ , i = 0,k è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

 |∪Vi| < v & E\ ∪Ei / = ∅, i = 0,k .       (1)
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Òîãäà äëÿ ∀  e l r ∈E\ ∪Ei, i = 0,k , âêëþ÷àåìîãî â îñòîâíûé ëåñ,
ïîêà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1), ñïðàâåäëèâî:

1) åñëè l ∉Vi & r ∉Vi , i = 1,k, òî ðåáðî e l r îáðàçóåò íîâóþ k+1
êîìïîíåíòó ({l,r},{e l r}), à {(Vi,Ei), ({l,r},{e l r})}, i = 0,k  — ÷àñòè÷-
íûé îñòîâíûé ëåñ ãðàôà G ;

 2) åñëè ( l∈Vj, j ∈{1,2,…,k}) & (r∉Vi, i = 1,k) ! (l∉Vi, i = 1,k) & (r ∈Vj,
j∈{1,2,…,k}) , òî ðåáðî e l r ñîîòâåòñòâåííî äîáàâëÿåòñÿ ê êîì-
ïîíåíòàì (Vj∪r,Ej∪e l r ) èëè (Vj∪l, Ej∪e l r), à {(Vi,Ei),(Vj,Ej)}, i = 0,k, i /= j
— ÷àñòè÷íûé îñòîâíûé ëåñ ãðàôà G;

3) åñëè ( l ∈Vj, j ∈{1,2,…,k}) & (r ∈Vm, m ∈{1,2,…,k}) & j /= m , òî
ðåáðî e l r îáúåäèíÿåò (ñëèâàåò) êîìïîíåíòû (Vj,Ej) è (Vm,Em) , à
{( Vi,Ei), (Vj∪Vm, Ej∪Em∪ ∪e l r )}, i = 0,k, i /= j, i /= m ÷àñòè÷íûé
îñòîâíûé ëåñ ãðàôà G ;

4) åñëè l ∈Vj & r ∈Vj , j ∈{1,2,…,k}, òî ðåáðî e l r îáðàçóåò öèêë
â êîìïîíåíòå (Vj,Ej).

 Åñëè óñëîâèå (1) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî ïðè |∪Vi| = v, i = 0,k
îñòîâíûé ëåñ ïîñòðîåí è k ÷èñëî åãî êîìïîíåíò. Åñëè |∪Vi| < v ,
à E\ ∪Ei = ∅, i = 0,k , òî îñòîâíûé ëåñ ïîñòðîåí, k  ÷èñëî åãî
êîìïîíåíò è â ãðàôå G = (V,E) èìååòñÿ V\∪Vi , i = 0,k èçîëèðî-
âàííûõ âåðøèí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî äîáàâëåíèå ê
îñòîâíîìó ëåñó ëþáûõ ðåáåð èç E\ ∪Ei, i = 0,k ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèÿ (1) è ïóíêòîâ 1), 2), 3) ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ
íîâîãî ëåñà íà ìíîæåñòâå âûáðàííûõ âåðøèí. Î÷åâèäíî, ÷òî
äëÿ {(V0,E0)} äîáàâëåíèå ëþáîãî ðåáðà ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ
ïåðâîé êîìïîíåíòû ñ äâóìÿ âåðøèíàìè è îäíèì ðåáðîì ìåæäó
íèìè. Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî ïîñëå âûáîðà j ðåáåð ïîëó÷åí
{(V0,E0),(V1,E1),(V2,E2),…,(Vk,Ek)} ÷àñòè÷íî ïîñòðîåííûé k  êîìïî-
íåíòíûé îñòîâíûé ëåñ ãðàôà G íà ìíîæåñòâå âûáðàííûõ ê
äàííîìó ìîìåíòó âåðøèí (íóëåâàÿ êîìïîíåíòà ïóñòàÿ è ââå-
äåíà äëÿ èñêëþ÷åíèÿ âûðîæäåííîãî ñëó÷àÿ, êîãäà {(Vi,Ei)}= ∅).
Ðàññìîòðèì âûïîëíåíèå j+1 øàãà, ò. å. âûáîð j+1 ðåáðà. Ïóñòü
(1) âûïîëíÿåòñÿ, òîãäà ïðè âûáîðå j+1 ðåáðà è âûïîëíåíèè
óñëîâèé 1), 2), 3) áóäåò ñîîòâåòñòâåííî îáðàçîâàíà íîâàÿ êîì-
ïîíåíòà (Vk+1,Ek+1), äîáàâëåíà îäíà íîâàÿ âåðøèíà è îäíî íîâîå
ðåáðî ê ñóùåñòâóþùåìó ëåñó , èëè äâå íåçàâèñèìûå êîìïî-
íåíòû ëåñà ñîëüþòñÿ âìåñòå ñ äîáàâëåíèåì îäíîãî íîâîãî ðåáðà.
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Òàêèì îáðàçîì, îáíîâëåííûé ëåñ íå ìîæåò ñîäåðæàòü öèêëà
íè â îäíîé èç ñâîèõ êîìïîíåíò è îñòàåòñÿ îñòîâíûì. Åñëè
ïðè âûáîðå j+1 ðåáðà íå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå (1), òî
î÷åâèäíî, ÷òî íà ýòîì øàãå ïðè |∪Vi| = v, i = 0,k áóäåò îêîí-
÷àòåëüíî ïîñòðîåí k — êîìïîíåíòíûé îñòîâíûé ëåñ (îñòîâíîå äå-
ðåâî ïðè k = 1), ñîäåðæàùèé v – k ðåáåð, à ïðè |∪Vi| < v è E\ ∪Ei = ∅,
i = 0,k îñòîâíûé ëåñ áóäåò ñîäåðæàòü V\∪Vi , i = 0,k èçîëèðîâàí-
íûõ âåðøèí. Äîêàçàòåëüñòâî 4) íåìåäëåííî ñëåäóåò èç òîãî,
÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà (Vj,Ej) ÿâëÿåòñÿ ïîääåðåâîì è äâå ëþáûå
âåðøèíû ýòîãî ïîääåðåâà ñâÿçàíû åäèíñòâåííûì ïóòåì. Ïî-
ýòîìó äîáàâëåíèå íîâîãî ðåáðà, ñîåäèíÿþùåãî äâå ëþáûå
âåðøèíû èç (Vj,Ej) ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ öèêëà â (Vj,Ej).

ßñíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ãðàôà ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû 1
ìîæíî íàéòè ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ îñòîâíûõ ëåñîâ, åñëè
îïðåäåëåííûì îáðàçîì çàäàâàòü âûáîð ðåáåð äëÿ ïîñòðîåíèÿ
îñòîâíîãî ëåñà. Òàê, íàïðèìåð, äëÿ ïîëíîãî ãðàôà ñ v = | V |
âåðøèíàìè ñóùåñòâóåò vv–2 ðàçëè÷íûõ îñòîâíûõ äåðåâüåâ.

 Ïóñòü ìíîæåñòâî ðåáåð E = {ei}, i = 1,e ãðàôà G = (V,E) óïîðÿ-
äî÷åíî ïî íåóáûâàíèþ èëè ïî íåâîçðàñòàíèþ èõ âåñîâ {ci },
i = 1,e , ci <= ci+1 èëè ci >= ci+1, i = 1,e-1.

Òåîðåìà 2. Äëÿ íàõîæäåíèÿ îñòîâíîãî ëåñà ãðàôà G = (V,E) ñ
ìèíèìàëüíûì èëè ìàêñèìàëüíûì âåñîì íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî ïðè ïîñòðîåíèè îñòîâíîãî ëåñà ñ èñïîëüçîâàíèåì óñëî-
âèé òåîðåìû 1, ïîñëåäîâàòåëüíî âûáèðàòü ðåáðà â ïîðÿäêå
íåóáûâàíèÿ èëè íåâîçðàñòàíèÿ èõ âåñîâ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {(Vj,Ej)}, j = 0,k ÷àñòè÷íî ïîñòðîåííûé
îñòîâíûé ëåñ ãðàôà G=(V,E), T=∪Ej , j= 0,k è ei — ðåáðî ñ íàè-
ìåíüøèì âåñîì, ñîåäèíÿþùåå âåðøèíó èç {Vj }, j = 1,k ñ âåðøè-
íîé èç V\∪Vj , j = 0,k. Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò îñòîâíûé ëåñ
T′ = T∪{ei}, òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî îñòîâíîãî ëåñà T′′⊇T, ñïðàâåä-
ëèâî C(T′)<=C(T′′), ãäå: C(T′) = Σc(ej), äëÿ ∀ ej∈T; C(T′′)=Σc(ej), äëÿ
∀ ej∈T′′; c(ej) — âåñ ðåáðà ej.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî T′′⊇T, íå âêëþ÷àåò ei è èìååò íàèìåíü-
øèé âåñ ñðåäè âñåõ îñòîâíûõ ëåñîâ, ñîäåðæàùèõ T. Äîáàâèì
ðåáðî ei ê T′′ è ïîëó÷èì åäèíñòâåííûé öèêë, ñîäåðæàùèé ðåá-
ðî ei è íåêîòîðîå äðóãîå ðåáðî x, ñîåäèíÿþùåå âåðøèíó èç {Vj},
j=1,k ñ âåðøèíîé èç V\∪Vj , j=0,k. Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ
c(ei) <= c(x) è x ∉ T. Óäàëèì ðåáðî x èç T′′ è ïîëó÷èì íîâûé
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îñòîâíûé ëåñ T′ = T′′ \{x}∪{ei}, ñîäåðæàùèé T, ðåáðî ei è èìåþ-
ùèé âåñ íå áîëüøå, ÷åì âåñ T′′ , ò. å. C(T′) <= C(T′′).

Î÷åâèäíî, ÷òî âñå ñêàçàííîå ñïðàâåäëèâî äëÿ êàæäîãî ðåáðà,
âûáèðàåìîãî èç {ei}, i = 1,e ïðè ïîñòðîåíèè îñòîâíîãî ëåñà ñ
èñïîëüçîâàíèåì óñëîâèé òåîðåìû 1. Ýòî äîêàçûâàåò íåîáõîäè-
ìîñòü óñëîâèÿ òåîðåìû 2. Äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèÿ ñëåäóåò èç òîãî,
÷òî îñíîâàíèé äëÿ âûáîðà íîâîãî ðåáðà íà êàæäîì øàãå ïî-
ñòðîåíèÿ îñòîâíîãî ëåñà äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü ïîëó-
÷åíèå îñòîâíîãî ëåñà ñ ìèíèìàëüíûì âåñîì, ñîäåðæàùåãî âûá-
ðàííîå ðåáðî.

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà òåîðåìû äëÿ ñëó÷àÿ ïîñòðîåíèÿ îñòîâíîãî ëåñà ñ ìàêñè-
ìàëüíûì âåñîì.

Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò
èç òåîðåìû Ðàäî-Ýäìîíäñà [9, 10], ñóòü êîòîðîé çàêëþ÷àåòñÿ
â ñëåäóþùåì. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ïîäìíîæåñòâ MG = (E, F), ãäå
F ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ îñòîâíûõ ëåñîâ, ÿâëÿþùèõñÿ íåçàâè-
ñèìûìè ïîäìíîæåñòâàìè E. Ñèñòåìà MG îáðàçóåò ãðàôè÷åñêèé
ìàòðîèä è çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàëüíîãî èëè ìàêñèìàëüíîãî
îñòîâíîãî ëåñà íà âçâåøåííîì ãðàôå G = (V, E) ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê êîìáèíàòîðíóþ çàäà÷ó îïòèìèçàöèè äëÿ MG ñ èñïîëü-
çîâàíèåì «æàäíîãî» àëãîðèòìà.

Ïóñòü íàéäåí îñòîâíûé ëåñ ãðàôà ñ ìàêñèìàëüíûì âåñîì è
ìíîæåñòâî ðåáåð îñòîâíîãî ëåñà S = {ei}, i = 1, v-k óïîðÿäî÷åíî
â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå ïî íåâîçðàñòàíèþ âåñîâ, ò. å.
c(e1)>=c(e2)>=…>=c(ev-k). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå íåçàâèñèìîå
ìíîæåñòâî ðåáåð T = {e′i}, i = 1,m, m <= v-k è c(e′1) >= c(e′2) >= …
>= c(e′m). Äîêàæåì, ÷òî S ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ìàêñèìàëüíàÿ áàçà
ìàòðîèäà MG , ò. å. C(S) >= C(T) èëè, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî i <= m
ñïðàâåäëèâî c(ei) >= c(e′i) . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî c(e′i) > c(ei) è
ðàññìîòðèì íåçàâèñèìûå ìíîæåñòâà Si-1 = {e1 , …, ei-1 }, Ti = { e′1 ,…,
e′i-1, e′i }. Ñîãëàñíî àêñèîìàì íåçàâèñèìîñòè ìàòðîèäîâ ñóùå-
ñòâóåò ýëåìåíò e′j, j <= i , òàêîé, ÷òî ìíîæåñòâî S′ = { e1 ,…, e i-1 ,
e′j } — íåçàâèñèìîå. Íî S′ ëåêñèêîãðàôè÷åñêè áîëüøå S, ïî-
ñêîëüêó c(e′j) >= c(e′i) >= c(ei), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëåêñèêîãðàôè-
÷åñêîé ìàêñèìàëüíîñòè S è äîêàçûâàåò, ÷òî c(ei) >= c(e′i), i = 1,m.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 äëÿ ïîñòðîåíèÿ îñòîâíîãî ëåñà ñ
ìèíèìàëüíûì âåñîì äëÿ ìàòðîèäà MG ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.
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Ðàññìîòðèì àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ îñòîâíîãî ëåñà ãðàôà G =
(V,E) ñ ìèíèìàëüíûì èëè ìàêñèìàëüíûì âåñîì. Ïðåæäå âñåãî,
íåîáõîäèìî âûáðàòü íàèáîëåå áûñòðûé àëãîðèòì ñîðòèðîâêè
ðåáåð ãðàôà, ïîñêîëüêó âðåìÿ ñîðòèðîâêè áóäåò ñóùåñòâåííî
âëèÿòü íà âû÷èñëèòåëüíóþ ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà â öåëîì.
Îáøèðíûé áèáëèîãðàôè÷åñêèé îáçîð ïî ìåòîäàì è àëãîðèò-
ìàì ñîðòèðîâêè ìîæíî íàéòè â øèðîêî èçâåñòíîé êíèãå Êíóòà
[11]. Â êíèãå ïðîâåäåíî òùàòåëüíîå ñðàâíåíèå ðàçëè÷íûõ àë-
ãîðèòìîâ ñîðòèðîâêè è èçëîæåíà èñòîðèÿ ðàçâèòèÿ ìåòîäîâ
ñîðòèðîâêè. Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî ëþáîé àëãîðèòì, îñíîâàííûé
íà ñðàâíåíèè ïàð ýëåìåíòîâ, èìååò ñðåäíþþ òðóäîåìêîñòü è
òðóäîåìêîñòü â õóäøåì ñëó÷àå ïîðÿäêà Î(|E|log|E|). Ïîýòîìó ñî-
âåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî èñïîëüçîâàòü òàêîé àëãîðèòì ñîðòè-
ðîâêè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîãî èëè ìàê-
ñèìàëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâà ñ òðóäîåìêîñòüþ íèæå, ÷åì
Î(|E|log|E|) áåññìûñëåííî. Â ñâÿçè ñ ýòèì, äëÿ ñîðòèðîâêè ðåáåð
áóäåì ïðèìåíÿòü àëãîðèòì ñî ñëîæíîñòüþ ïîðÿäêà Î(|E|), îñ-
íîâàííûé íà ìåòîäå ïðåîáðàçîâàíèÿ êëþ÷à (âåñà ðåáðà) â àäðåñ
îïåðàòèâíîé ïàìÿòè ÝÂÌ. Òàêîé òðèâèàëüíûé ïîäõîä ê ñîð-
òèðîâêå ðåáåð îïðàâäàí íèçêîé òðóäîåìêîñòüþ è òåì, ÷òî äëÿ
áîëüøèíñòâà ãðàôîâ (ñåòåé), îïèñûâàþùèõ ðåàëüíûå îáúåêòû,
ðàçáðîñ çíà÷åíèé âåñîâ ðåáåð, êàê ïðàâèëî, íåçíà÷èòåëåí.

Äëÿ îïèñàíèÿ àëãîðèòìà ñîðòèðîâêè îïðåäåëèì ñëåäóþùèå
ïåðåìåííûå è ñòðóêòóðû äàííûõ. Îáîçíà÷èì: N, M — ÷èñëî
âåðøèí è íåîðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð â ãðàôå; MINVAL, MAXVAL
— ìèíèìàëüíûé è ìàêñèìàëüíûé âåñ ðåáðà; IS(M), ST(M), C(M)
ìàññèâû, ñîäåðæàùèå ñîîòâåòñòâåííî íîìåðà ëåâûõ è ïðàâûõ
âåðøèí ðåáåð è âåñà ðåáåð. Äëÿ óäîáñòâà ýòè ìàññèâû ìîãóò
áûòü óïîðÿäî÷åíû òàê, ÷òîáû íîìåð ëåâîé âåðøèíû áûë ìåíü-
øå íîìåðà ïðàâîé âåðøèíû, à íîìåðà ëåâûõ è ïðàâûõ âåðøèí
óâåëè÷èâàëèñü îò íà÷àëà ê êîíöó ìàññèâîâ; U(MMAX,2) ìàññèâ,
ñîäåðæàùèé ññûëêè íà ñïèñêè íîìåðîâ óïîðÿäî÷åííûõ ïî íå-
óáûâàíèþ ðåáåð â ìàññèâå E(M); E(M)  ìàññèâ, ñîäåðæàùèé ñïèñ-
êè íîìåðîâ ðåáåð, óïîðÿäî÷åííûõ ïî íåóáûâàíèþ âåñîâ.

Àëãîðèòì ñîðòèðîâêè íå ïåðåìåùàåò èñõîäíûå çíà÷åíèÿ â
ìàññèâàõ IS,ST,C. Ñîðòèðóþòñÿ òîëüêî ññûëêè íà íîìåðà ðåáåð
â èñõîäíûõ ìàññèâàõ â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ âåñîâ ðåáåð. Äëÿ
ýòîãî ñòðîèòñÿ ìàññèâ E(M) ñïèñêîâ íîìåðîâ ðåáåð. Ïîñêîëüêó
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ìîæåò áûòü íåñêîëüêî ðåáåð ñ îäèíàêîâûì âåñîì, ìàññèâ ñîäåð-
æèò ñïèñêè äëÿ ðåáåð ñ îäèíàêîâûì âåñîì. Â ìàññèâå U(MMAX,2)
ýëåìåíò U(I,1) ñîäåðæèò ãîëîâó ñïèñêà  íîìåð ïåðâîãî ðåáðà K â
ìàññèâå E(M) ñ âåñîì I, à ýëåìåíò U(I,2) óêàçûâàåò íà íîìåð ïîñ-
ëåäíåãî ðåáðà J â ìàññèâå E(M) ñ âåñîì I. Ïðè ýòîì ýëåìåíò E(K)
óêàçûâàåò íà ñëåäóþùåå ðåáðî â E(M) ñ òàêèì æå âåñîì è ò. ä. Äëÿ
ïîñëåäíåãî ðåáðà J çíà÷åíèå E(J) = 0 è îçíà÷àåò êîíåö ñïèñêà
ðåáåð ñ îäèíàêîâûì âåñîì. Äëÿ òîãî ÷òîáû â íà÷àëå ìàññèâà U
íå áûëî ïóñòûõ ýëåìåíòîâ, âûïîëíÿåòñÿ ìàñøòàáèðîâàíèå âåñîâ
ðåáåð. Ïîýòîìó çíà÷åíèå MMAX = MAXVAL – MINVAL + 1 ðàâíî
ìàêñèìàëüíîìó âåñó ðåáðà ïîñëå ìàñøòàáèðîâàíèÿ ïëþñ 1, à
ìèíèìàëüíûé âåñ ðåáðà áóäåò âñåãäà ðàâåí 1. Åñëè âåñà ðåáåð
ÿâëÿþòñÿ äðîáíûìè íåîòðèöàòåëüíûìè ÷èñëàìè, òî ñ ó÷åòîì
íåîáõîäèìîé òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé, ìîæíî ââåñòè ñîîòâåòñòâó-
þùèå ìàñøòàáíûå êîýôôèöèåíòû (íàïðèìåð, óìíîæèòü âåñà
âñåõ ðåáåð íà 1000, 10000 è ò. ä.) äëÿ ïåðåâîäà âåñîâ ðåáåð â
öåëûå ÷èñëà, à çàòåì îïðåäåëèòü çíà÷åíèå MMAX.

Àëãîðèòì 1. Ñîðòèðîâêà ðåáåð ïî íåóáûâàíèþ âåñîâ ñ òðó-
äîåìêîñòüþ O(M).

1. U ← 0; E ← 0 .
2. Äëÿ I = 1,M âûïîëíèòü 3  6 .
3. L ← C( I )  MINVAL+1 .
4. Åñëè U(L,1) = 0, òî U(L,1) ← I; èíà÷å E(U(L,2)) ← I.
5. U(L,2) ← I.
6. Êîíåö öèêëà ïî I.
7. Ñòîï.
Ãäå « ← » çíàê îïåðàöèè ïðèñâàèâàíèÿ, à I = 1,M îçíà÷àåò

«äëÿ âñåõ I îò åäèíèöû äî M ñ øàãîì 1» .
Îöåíèì òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà. Ïóñòü a, b, c âðåìÿ íà îïå-

ðàöèè ïðèñâàèâàíèÿ, ñðàâíåíèÿ è ïåðåõîäà ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ïðèáëèçèòåëüíîé îöåíêè, íå áóäåì îòäåëüíî ðàçëè-
÷àòü âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïðîñòîé îïåðàöèè ïðèñâàèâàíèÿ îò
îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è îïåðàöèé ïðèñâàèâàíèÿ ñî ñëîæíûì èí-
äåêñîì. Òîãäà òðóäîåìêîñòü øàãà 1 ñîñòàâèò  a*(MMAX*2) + a*M ;
øàãà 2  a*M + b*M + c*M ; øàãà 3  a*M ; øàãà 4  b*M + a*M/2 + a*M/2
; øàãà 5  a*M . Îáùåå âðåìÿ ñîðòèðîâêè Òñîðò. = M*(5a+2b+c) +
MMAX*2a . ßñíî, ÷òî ðåàëüíàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ òðóäîåìêîñòü
ñîðòèðîâêè áóäåò çàâèñåòü îò êîíêðåòíîãî ÿçûêà êîäèðîâàíèÿ
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àëãîðèòìà, êîìïèëÿòîðà è îïåðàöèîííîé ñèñòåìû, à ñêîðîñòü
âûïîëíåíèÿ êîíêðåòíîé ïðîãðàììû ñîðòèðîâêè îò ìîùíîñòè
êîìïüþòåðà. Òàê êàê äëÿ ðåàëüíûõ çàäà÷ âåëè÷èíà MMAX íóëü-
ñðàâíèìà ïî îòíîøåíèþ ê M, òî àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà òðó-
äîåìêîñòè àëãîðèòìà 1 âñåãäà ñîñòàâëÿåò O(M) îïåðàöèé.

Ïóñòü MK ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò ãðàôà,
MK = N/2 ; NK — íîìåð î÷åðåäíîé ïîðîæäåííîé êîìïîíåíòû; KK —
êîëè÷åñòâî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò; NY — ñ÷åò÷èê êîëè÷åñòâà âåðøèí
â ñòðîèìîì ìèíèìàëüíîì îñòîâíîì ëåñå; SV — ïðèçíàê íàëè÷èÿ
èçîëèðîâàííûõ âåðøèí â ãðàôå; W(MK) — ìàññèâ âåñîâ ïîðîæäåí-
íûõ êîìïîíåíò. Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ìàññèâû: A(N) — ìàññèâ,
ñîäåðæàùèé íîìåðà ñâÿçíûõ êîìïîíåíò, â êîòîðûå âõîäÿò âåðøè-
íû I, I = 1, N; H(MK,3) — ìàññèâ, ñîäåðæàùèé ññûëêè íà ñïèñêè
íîìåðîâ âåðøèí êîìïîíåíòû MK â ìàññèâå G(N); G(N) — ìàññèâ,
ñîäåðæàùèé ñïèñêè íîìåðîâ âåðøèí ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ãðàôà;
EK(MK,2) — ìàññèâ, ñîäåðæàùèé ññûëêè íà ñïèñêè íîìåðîâ ðåáåð
êîìïîíåíòû MK â ìàññèâå B(M); B(M) — ìàññèâ, ñîäåðæàùèé ñïèñ-
êè íîìåðîâ ðåáåð ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ãðàôà. Ìàññèâû H(MK,3), G(N)
è EK(MK,2), B(M) óñòðîåíû àíàëîãè÷íî ìàññèâàì U(MMAX,2),E(M). Ýëå-
ìåíò H(I,3) ñîäåðæèò ÷èñëî âåðøèí â I êîìïîíåíòå ãðàôà (I-îì ïîä-
äåðåâå). Ââåäåííûå ñòðóêòóðû äàííûõ ïîçâîëÿþò çà äâå îïåðàöèè
ñðàâíåíèÿ îïðåäåëÿòü, ê êàêîé êîìïîíåíòå ïðèíàäëåæàò âåðøèíû
ðåáðà, âêëþ÷àåìîãî â îñòîâíûé ëåñ íà î÷åðåäíîì øàãå àëãîðèòìà,
à òàêæå çà îäíó îïåðàöèþ ïðèñâàèâàíèÿ ñëèâàòü äâå íåçàâèñèìûå
êîìïîíåíòû â îäíó. Ïðè ýòîì âñåãäà êîìïîíåíòà ñ ìåíüøèì ÷èñ-
ëîì âåðøèí èëè ðåáåð ñëèâàåòñÿ â áîëüøóþ êîìïîíåíòó.

Àëãîðèòì 2. Ïîñòðîåíèå îñòîâíîãî ëåñà (äåðåâà) ñ ìèíè-
ìàëüíûì âåñîì ñ òðóäîåìêîñòüþ O(M).

1. A ← 0; NK ← 1; KK ← 0; NY ← 0; G ← 0; B ← 0; W ← 0; SV ← 0.
2. KNOV ← 0; KPRI ← 0; KSLI ← 0; KOST ← 0; KPUS ← 0; KSUZ

← 0.
3. Äëÿ I = 1, MMAX âûïîëíèòü 4—31.
4. ND ¬ U(I,1).! Âûáðàòü íîìåð ïåðâîãî ðåáðà èç ñïèñêà ðåáåð

ñ îäèíàêîâûì âåñîì
5. Ïîêà ND /=0 âûïîëíèòü 6—30.
6. L ← IS(ND); K ← ST(ND); L1 ← A(L); K1 ← A(K) . ! Âûáðàòü

ëåâóþ è ïðàâóþ âåðøèíû ðåáðà è íîìåðà êîìïîíåíò, â êî-
òîðûå ýòè âåðøèíû âõîäÿò
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7. Åñëè L1 /= 0 & K1 /= 0 & L1 = K1), òî KPUS ←KPUS+1; ïåðåéòè
ê 28 . ! Îáíàðóæåíî öèêëè÷åñêîå ðåáðî, ïåðåéòè íà âûáîð íîâîãî
ðåáðà

8. Åñëè L1 = 0 & K1 /= 0, òî ïåðåéòè ê 15 . ! Ïðèñîåäèíèòü ê
ñóùåñòâóþùåé êîìïîíåíòå íîâóþ âåðøèíó è íîâîå ðåáðî,
ïåðåéòè ê ïðèñîåäèíåíèþ ê êîìïîíåíòå

9. Åñëè L1 /= 0 & K1 = 0, òî LL ← L; L11 ← L1; L ← K; L1 ← K1;
K ← LL; K1 ← L11; ïåðåéòè ê 15 . ! Ïðèñîåäèíèòü ê ñóùåñòâóþ-
ùåé êîìïîíåíòå íîâóþ âåðøèíó è íîâîå ðåáðî, ïåðåéòè ê
ïðèñîåäèíåíèþ ê êîìïîíåíòå

10. Åñëè L1 = 0 & K1 = 0, òî ïåðåéòè ê 12 . ! Îáðàçîâàòü íîâóþ
êîìïîíåíòó, äîáàâèòü äâå íîâûå âåðøèíû è îäíî íîâîå ðåá-
ðî, ïåðåéòè íà îáðàçîâàíèå êîìïîíåíòû

11. Ïåðåéòè ê 18 . ! Ñëèòü äâå íåçàâèñèìûå êîìïîíåíòû è
äîáàâèòü íîâîå ðåáðî, ïåðåéòè íà ñëèÿíèå êîìïîíåíò

12. A(L) ← NK; A(K) ← NK; H(NK,1) ← L; G(L) ← K; H(NK,2) ←
K . ! Îáðàçîâàíèå íîâîé êîìïîíåíòû

13. H(NK,3) ← 2; EK(NK,1) ← ND; EK(NK,2) ← ND; W(NK) ← C(ND) . !
KK ← KK+1; NK ← NK+1; NY ← NY+2; KNOV ← KNOV+1; KOST ←
KOST+1; ïåðåéòè ê 28 .

14. A(L) ← K1; G(H(K1,2)) ← L; H(K1,2) ← L; H(K1,3) ← H(K1,3)+1 . !
Ïðèñîåäèíåíèå ê êîìïîíåíòå

15. B(EK(K1,2)) ← ND; EK(K1,2) ← ND; W(K1) ← W(K1)+C(ND) . !
16. NY ← NY+1; KPRI  KPRI+1; KOST ← KOST+1; ïåðåéòè ê 28 .
17. Åñëè H(L1,3) > H(K1,3), òî LP ← L1; L1 ← K1; K1 ← LP . !

Ñëèÿíèå êîìïîíåíò
18. W(K1) ← W(K1)+W(L1); W(L1) ← 0 .
19. KSLI ← KSLI+1; KOST ← KOST+1; KSUZ ← KSUZ+H(L1,3) .
20.  G(H(K1,2)) ← H(L1,1); H(K1,2) ← H(L1,2); H(K1,3)

H(K1,3)+H(L1,3).
21. B(EK(K1,2)) ← EK(L1,1); EK(K1,2) ← EK(L1,2); B(EK(K1,2)) ← ND.
22. EK(K1,2) ← ND; W(K1) ← W(K1)+C(ND).
23. J ← H(L1,1).
24. Ïîêà J /= 0 âûïîëíèòü 26 . ! Îáíîâèòü ìàññèâ âõîæäåíèÿ

âåðøèí â êîìïîíåíòû
25. A(J) ← K1; J ← G(J) . ! ïîñëå ñëèÿíèÿ äâóõ êîìïîíåíò
26. KK ← KK-1 . ! óìåíüøèòü ÷èñëî êîìïîíåíò íà 1
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27. Åñëè KK = 1 & NY = N), òî ïåðåéòè ê 33 . ! Ãðàô ñâÿçíûé
è âñå óçëû âêëþ÷åíû â îñòîâíûé ëåñ

28. ND ← E(ND) . ! Âûáðàòü íîìåð î÷åðåäíîãî ðåáðà
29. Êîíåö öèêëà ïî ND.
30. Êîíåö öèêëà ïî I.
31. Åñëè NY < N, òî SV ← SV+1.
32. Ñòîï.
Î÷åâèäíî, ÷òî àëãîðèòì ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ïîñò-

ðîåíèÿ îñòîâíîãî ëåñà (äåðåâà) ñ ìàêñèìàëüíûì âåñîì, åñëè â
öèêëå ïî I ðåáðà ïðîñìàòðèâàòü â îáðàòíîì ïîðÿäêå, ò. å. â
øàãå 3 çàïèñàòü : Äëÿ I = MMAX,1,-1 âûïîëíèòü 4—31.

Â çàïèñè àëãîðèòìà 2 â øàãå 2 ââåäåíû ïåðåìåííûå KNOV,
KPRI, KSLI, â êîòîðûõ íàêàïëèâàåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëî
âûïîëíåíèé îïåðàòîðîâ: «ïåðåéòè ê 12»  îáðàçîâàíèå íîâîé
êîìïîíåíòû (äîáàâëåíèå äâóõ âåðøèí è îäíîãî ðåáðà); «ïå-
ðåéòè ê 15»  ïðèñîåäèíåíèå ê ñóùåñòâóþùåé êîìïîíåíòå
íîâîé âåðøèíû è íîâîãî ðåáðà; «ïåðåéòè ê 18»  ñëèÿíèå
äâóõ íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò è äîáàâëåíèå íîâîãî ðåáðà. Â
ïåðåìåííûõ KOST, KPUS, KSUZ ñîîòâåòñòâåííî ïîäñ÷èòû-
âàåòñÿ ÷èñëî ðåáåð â îñòîâíîì ëåñå, ÷èñëî ïóñòûõ ïðîõîäîâ
(÷èñëî âûïîëíåíèé îïåðàòîðà «ïåðåéòè ê 28»  ïðîïóñê ðå-
áåð, îáðàçóþùèõ öèêëû), ñóììàðíîå ÷èñëî ñëèòûõ âåðøèí
(÷èñëî âûïîëíåíèé îïåðàòîðà A(J) ¬ K1 â öèêëå â øàãå 25).
Âñå ýòè ïåðåìåííûå ââåäåíû äëÿ ïðîâåäåíèÿ äàëüíåéøåãî
ýêñïåðèìåíòàëüíîãî àíàëèçà òðóäîåìêîñòè àëãîðèòìà 2.

Ïðèâåäåì ïðèáëèçèòåëüíóþ îöåíêó àëãîðèòìà ïî êîëè÷å-
ñòâó âûïîëíÿåìûõ îïåðàöèé. Îïðåäåëèì òðóäîåìêîñòü îòäåëü-
íûõ øàãîâ:

øàã 1  a*M + 2a*N + a*MK + 4a;
øàãè 3, 4, 31  2a*MMAX + b*MMAX + c*MMAX =

(2a+b+c)*MMAX. Â øàãå 3 îðãàíèçîâàí öèêë ïî I = 1, MMAX äëÿ
ïðîñìîòðà âñåõ ñïèñêîâ ðåáåð ñ îäèíàêîâûì âåñîì, êîòîðûé
ìîæåò ïîâòîðÿòüñÿ MMAX ðàç â õóäøåì ñëó÷àå, êîãäà ãðàô
ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì èëè ñîäåðæèò èçîëèðîâàííûå âåðøèíû;

øàãè 5, 6, 28, 30  a*M + b*M + c*M + 4a*M + b*M = (5a+2b+c)*M.
Â øàãå 5 îðãàíèçîâàí öèêë ïî ND äëÿ ïðîñìîòðà âñåõ ðåáåð
ñ îäèíàêîâûì âåñîì â êàæäîì èç ñïèñêîâ. Òàêæå êàê è â øàãå
3 îí ìîæåò ïîâòîðÿòüñÿ M ðàç â õóäøåì ñëó÷àå. Öèêëû ïî I
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è ND íåçàâèñèìûå, ïîýòîìó èõ òðóäîåìêîñòü ñêëàäûâàåòñÿ;
øàã 7 (3b + c)*KPUS;
øàãè 8 , 9, (15-17)  [(4b+c + 6b+6a+c)/2+(8a+c)] * KPRI =

(11a+5b+2c)* KPRI ;
øàãè 10, (12-14)  (7b+c + 12a+c)* KNOV = (12a+7b+2c)* KNOV ;
øàãè 11, (18-27)  [(8b+c + b+3a/2+11a +(2a+b+c)*KSUZ/KSLI +

a]*KSLI = [13,5a+9b+c+ +(2a+b+c)*KSUZ/KSLI ]*KSLI .
Çíà÷åíèÿ KPUS, KPRI, KNOV, KSLI è KSUZ çàâèñÿò îò

ñòðóêòóðû è ðàçìåðíîñòè ãðàôà, ïîýòîìó äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ
áûë ïðîâåäåí âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò (èñïîëüçîâàëàñü
ÏÝÂÌ IP-IV c òàêòîâîé ÷àñòîòîé 1,5 Ããö è îïåðàòèâíîé ïàìÿ-
òüþ 2 Ãá ïîä óïðàâëåíèåì îïåðàöèîííîé ñèñòåìû Windows XP).
Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà áûëà ñîñòàâëåíà òåñòîâàÿ ïðîãðàì-
ìà íà ÿçûêå Digital Visual Fortran (DVF) êîìïàíèè Digital Equipment
Corporation â ñðåäå Microsoft (MS) Developer Visual Studio (VS)
DVF 6.1. Âî âíåøíåé ïðîãðàììå â ðåæèìå äèàëîãà ââîäèëèñü:
÷èñëî âåðøèí ãðàôà  N; ÷èñëî èñõîäÿùèõ èç êàæäîé âåðøèíû
ðåáåð; ãðàíèöû èçìåíåíèÿ çíà÷åíèé âåñîâ ðåáåð îò MINVAL äî
MAXVAL; ïàðàìåòð, óïðàâëÿþùèé âûâîäîì âõîäíûõ è âûõîä-
íûõ äàííûõ. Äàëåå ñ ïîìîùüþ äàò÷èêà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë (âñòðî-
åííîé ôóíêöèè ÿçûêà RAND( ) ) ãåíåðèðîâàëèñü âåñà ðåáåð îò
MINVAL äî MAXVAL, ôîðìèðîâàëèñü ìàññèâû IS, ST, C. Âñÿ
îïåðàòèâíàÿ ïàìÿòü, íåîáõîäèìàÿ äëÿ ðàáîòû àëãîðèòìîâ 1 è 2
âûäåëÿëàñü è îñâîáîæäàëàñü äèíàìè÷åñêè âî âíåøíåé ïðîãðàì-
ìå. Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìîâ (tñ, tì, tî) ôèêñèðîâàëîñü âñòðîåí-
íîé ïîäïðîãðàììîé cpu_time(T) íåïîñðåäñòâåííî äî âõîäà è
ïîñëå âûõîäà èç àëãîðèòìîâ ñîðòèðîâêè è ïîñòðîåíèÿ îñòîâíîãî
ëåñà. Ðàáîòà àëãîðèòìîâ ïðîâåðÿëàñü íà ïîëíûõ ãðàôàõ ñ ÷èñëîì
âåðøèí N îò 1000 (499500 ðåáåð) äî 12000 (71994000 ðåáåð), òàê
êàê äëÿ ìåíüøèõ çíà÷åíèé N ïîäïðîãðàììà cpu_time(T) íå ìîãëà
ôèêñèðîâàòü âðåìÿ âûïîëíåíèÿ (ïîäïðîãðàììà âîçâðàùàåò âðå-
ìÿ â ñåêóíäàõ ñ òî÷íîñòüþ äî äâóõ çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé). Ðå-
çóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1. Ãäå M′ – îáùåå
÷èñëî ðåáåð, ïðîñìîòðåííûõ ïðè ïîñòðîåíèè îñòîâíîãî ëåñà.
Äëÿ KPUS, KPRI, KNOV, KSLI ïðîöåíòû óêàçàíû ïî îòíîøåíèþ
ê M′, à äëÿ M ïðîöåíòû óêàçàíû ïî îòíîøåíèþ ê M. Äëÿ KSUZ

óêàçàíî ñóììàðíîå ÷èñëî ñëèòûõ âåðøèí (÷èñëî âûïîëíåíèé
îïåðàòîðà A(J) ← K1 â öèêëå â øàãå 25) è ñðåäíåå ÷èñëî ñëèòûõ
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âåðøèí çà îäíó èòåðàöèþ. Ïðèìåì äëÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé â
ïðîöåíòàõ äëÿ KPUS, KPRI, KNOV, KSLI ñîîòâåòñòâåííî çíà÷åíèÿ:
81%, 15%, 2%, 2%. Òîãäà îáùàÿ òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà 2 â
õóäøåì ñëó÷àå (äëÿ íåñâÿçíîãî ãðàôà èëè ãðàôà ñ èçîëèðîâàí-
íûìè âåðøèíàìè) ñîñòàâèò

Tì î ä = a*M + 2a*N + a*MK + 4a + (2a+b+c) * MMAX + (5a+2b+c) *
M + (3b+c) * M* *0,81+ (11a+5b+2c) * M * 0,15 + (12a+7b+2c) * M *
0,02 + [13,5a+9b+c+(2a+b+c) *6 ] * *M * 0,02 = (8,4a+5,62b+2,29c) * M
+ 2,5a * N + (2a+b+c) * MMAX + 4a.

Äëÿ ñâÿçíîãî ãðàôà Tì î ä = a*M + 2,5a*N + (2a+b+c)*MMAX +
4a + +(7,4a+5,62b+2,29c)* M * 0,0025 = (1,019a+0,014b+0,006c) *
M+ 2,5a * N + (2a+b+c) * *MMAX + 4a.

ßñíî, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà 2 è ñëîæ-
íîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è â öåëîì ñîñòàâèò Î (Ì ). Ïðè òåñòèðîâàíèè
ïðîãðàììû ãåíåðèðîâàëèñü òàêæå íåïîëíûå ñâÿçíûå ãðàôû ñ
ðàçëè÷íûì ÷èñëîì âåðøèí è ðåáåð è ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé
ñðàâíèâàëèñü ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè äëÿ ýòèõ ãðàôîâ
ïðîãðàììîé, ðåàëèçóþùåé àëãîðèòì Ïðèìà. Ïðè ýòîì ïðè
óâåëè÷åíèè ÷èñëà âåðøèí è ðåáåð ïðîöåíòíûå çíà÷åíèÿ KPUS,
KPRI, KNOV, KSLI ïðèáëèæàëèñü ê ñðåäíèì: 81%, 15%, 2%, 2%, à
ñðåäíåå îòíîøåíèå (M /M)*100% ê 0,25%. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà
ïîêàçàëè, ÷òî ïðèâåäåííûé àëãîðèòì àñèìïòîòè÷åñêè ëó÷øå
àëãîðèòìà Ïðèìà äëÿ ãðàôîâ ñ ÷èñëîì ðåáåð ìåíüøå, ÷åì N2/6.
Ïðè ïðàêòè÷åñêîì èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìîâ èõ áûñòðîäåéñòâèå
ìîæíî óëó÷øèòü, åñëè âûïîëíåíèå îïåðàöèé U  0, E  0,
A  0, G  0, B  0, W  0 ïåðåíåñòè âî âíåøíþþ ïðîãðàììó.

Â öåëîì ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë âûñîêóþ âû÷èñëèòåëüíóþ
ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìîâ, êîòîðûå ìîãóò ñ óñïåõîì ïðèìåíÿòüñÿ
ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíûõ
îñòîâíûõ äåðåâüåâ (ëåñîâ) äëÿ ãðàôîâ èëè ñåòåé áîëüøîé
ðàçìåðíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, ïðåäëîæåííûå àëãîðèòìû ìîãóò áûòü
âêëþ÷åíû â ñîñòàâ òèïîâîãî èíñòðóìåíòàðèÿ ãåîïîðòàëà è
èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ çàäà÷ àíàëèçà äàííûõ
äèñòàíöèîííîãî çîíäèðîâàíèÿ Çåìëè.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ïðîãðàììà, ðåàëèçóþùàÿ ïðèâå-
äåííûå àëãîðèòìû ìíîãîêðàòíî èñïîëüçîâàëàñü â ïàêåòå ïðî-
ãðàìì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíûõ
ïîòîêîâ â ìíîãîïðîäóêòîâûõ ñåòÿõ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè [12]
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ïðè ïðîâåäåíèè àíàëèçà ðàçëè÷íûõ ïðîåêòèðóåìûõ êîììóíè-
êàöèîííûõ ñåòåé.
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