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Розглянуто модель “волокон нескiнченної довжини” та модель “волокон скiнченних роз-

мiрiв” для дослiдження стiйкостi композитних матерiалiв, армованих нанотрубками.

Проведено порiвняльний аналiз двох моделей у тривимiрнiй теорiї стiйкостi компози-

тних матерiалiв. Результати аналiзу одержанi в рамках тривимiрної лiнеаризованої

теорiї стiйкостi деформiвних тiл.

На сьогоднi значний iнтерес становить дослiдження композитних матерiалiв, армованих
нанотрубками, що мають бiльшi значення модуля пружностi, високу мiцнiсть при дефор-
мацiях. Одним з основних механiзмiв руйнування пiд дiєю стискуючого навантаження одно-
направлених волокнистих композитiв, до класу яких можна вiднести композитнi матерiали,
армованi нанотрубками, є втрата стiйкостi наповнювача в структурi матерiалу. Для побу-
дови теорiї руйнування нанокомпозитiв при стисканнi в роботi [1] запропоновано моделю-
вати нанотрубки нескiнченно довгими цилiндрами кругового поперечного перерiзу (модель
“нескiнченно довгих волокон”). Переважна кiлькiсть результатiв в цьому напрямi одержа-
на в рамках моделi “нескiнченно довгих волокон”, коли аналiзуються перiодичнi (вздовж
довжини) форми втрати стiйкостi. Однак при подальших дослiдженнях, результати яких
наведено в роботi [2], було встановлено, що для порiвняно коротких волокон значення крити-
чних деформацiй, отриманi iз застосуванням моделi “нескiнченно довгих волокон”, iстотно
вiдрiзняються вiд результатiв, одержаних iз застосуванням моделi “волокон скiнченних роз-
мiрiв”, коли матриця вважається нескiнченною, а наповнювач моделюється цилiндричним
волокном скiнченних розмiрiв (рис. 1).

Рис. 1
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Слiд вiдзначити, що моделi “нескiнченно довгих волокон” та “волокон скiнченних розмi-
рiв”, а також отриманi на їх основi результати повиннi бути узгодженi мiж собою. В зв’яз-
ку з цим необхiдно визначити iнтервал змiни геометричного параметра, що характеризує
“скiнченнiсть” волокна. Таким параметром може бути величина LD−1, вiдношення довжини
волокна L до його дiаметра D. Деяку iнформацiю про межi змiни параметра LD−1 можна
одержати iз класифiкацiї композитних матерiалiв, запропонованої в численних публiкацiях;
нижче скористаємося вiдомостями, викладеними в [3]. Так, пiд шаруватими композитними
матерiалами розумiють композитнi матерiали, в яких геометричнi розмiри армуючих еле-
ментiв в одному iз напрямiв значно (на кiлька порядкiв) меншi, нiж геометричнi розмiри
в двох iнших взаємно перпендикулярних напрямах. Пiд волокнистими композитними мате-
рiалами розумiють композитнi матерiали, в яких геометричнi розмiри армуючих елементiв
в двох взаємно перпендикулярних напрямах мають один i той же порядок i є значно (на
кiлька порядкiв) меншими за геометричнi розмiри в третьому взаємно перпендикулярно-
му напрямi. Пiд зернистими композитними матерiалами розумiють композитнi матерiали,
в яких геометричнi розмiри армуючих елементiв в трьох взаємно перпендикулярних напря-
мах є величинами одного порядку.

З цього випливає, що при дослiдженнi втрати стiйкостi наповнювача в структурi компо-
зитних матерiалiв, армованих нанотрубками, в рамках моделi “волокон скiнченних розмiрiв”
нижню границю для параметра LD−1 можна вибрати таким чином:

LD−1
> 10. (1)

При iстотно меншому значеннi LD−1 порiвняно з (1) у вiдповiдностi з наведеною класифi-
кацiєю можна вважати переходом до моделi зернистих композитних матерiалiв.

В публiкацiях щодо нанокомпозитiв [2–7] та в рядi iнших робiт проведено аналiз гео-
метричних розмiрiв одношарових вуглецевих нанотрубок (SWCNT) та багатошарових ву-
глецевих нанотрубок (MWCNT), що можна розглядати як потенцiйнi наповнювачi нано-
композитiв. Зокрема, в [2] вiдзначено публiкацiї, де розглядаються одношаровi, двошаровi,
тришаровi та чотиришаровi CNT з геометричними параметрами LD−1 = 9,1.

Таким чином, можна вважати, що iз прийнятої класифiкацiї композитних матерiалiв
(шаруватi, волокнистi, зернистi) та iз iснуючих прикладiв сучасних вуглецевих нанотру-
бок для моделi “волокон скiнченних розмiрiв” вiдносно визначення нижньої границi для
геометричного параметра LD−1 можна прийняти вираз (1).

Розглянемо вiдомостi, якi вiдносяться до вибору верхньої границi для геометричного
параметра LD−1 стосовно моделi “волокон скiнченних розмiрiв”. Для визначення верхньої
границi геометричного параметра LD−1, що забезпечує проведення порiвняльного аналiзу
результатiв для моделей “нескiнченно довгих волокон” та “волокон скiнченних розмiрiв”,
можна виходити iз таких двох типiв мiркувань.

По-перше, можна виходити iз мiркувань, що випливають iз визначення двох моделей
та класифiкацiї композитних матерiалiв. В цьому випадку прийнята верхня границя для
геометричного параметра LD−1 повинна бути такою, щоб забезпечувався асимптотичний
перехiд вiд моделi “волокон скiнченних розмiрiв” до моделi “нескiнченно довгих волокон”; ця
ситуацiя вiдповiдає узгодженню результатiв за двома моделями. В цьому випадку умовно
для верхньої границi можна прийняти

LD−1
6 k · 1000, (2)
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де значення k слiд пiдбирати залежно вiд конкретних композитних матерiалiв, що розгля-
даються.

По-друге, можна виходити iз характерних значень геометричного параметра LD−1, якi
вiдповiдають рiзним конструкцiйним композитним матерiалам; в цьому випадку можна
також перевiрити реалiстичнiсть умов типу (2).

При такому пiдходi розглянемо нанокомпозити, якi утворенi шляхом армування матрицi
волокнами у виглядi рiзних наноутворень iз використанням вуглецевих нанотрубок CNT.
В роботах [2–7] аналiзуються публiкацiї щодо наноматерiалiв та наводяться данi стосовно
геометричних розмiрiв наноутворень, що можуть бути використанi як наповнювачi в на-
нокомпозитах:

багатошаровi вуглецевi нанотрубки (MWCNT), одержанi методом хiмiчного охолодже-
ння iз парiв

D < 50 нм; L > 1000 нм; LD−1 > 200; (3)

ансамблi iз CNT

D = (30–50) нм; L > 50000 нм; LD−1
> 1000; (4)

наномотузки

D = (10–20) нм; L > 100000 нм; LD−1 > 5000; (5)

чашкоподiбно укладенi вуглецевi нановолокна (CSNF, cup-stacked type carbon nano-fibers)

D = (80–100) нм; L = (500–1000; 2500–10000; 200000) нм; LD−1
6 2500. (6)

Данi про геометричний параметр LD−1 у виглядi (3)–(6), якi вiдносяться до рiзних нано-
утворень, що можуть бути використанi для змiцнення матрицi нановолокнами, свiдчать
про те, що умова типу (2) для визначення верхньої границi в моделi “волокон скiнченних
розмiрiв” також може бути використана для нанокомпозитiв при виборi величини k в (2)
у виглядi 0,5 < k 6 5,0.

Таким чином, iз вищенаведеного аналiзу випливає, що вираз типу (2) стосовно нано-
композитiв при оцiнцi верхньої границi (для геометричного параметра LD−1) прийнятний
для порiвняльного аналiзу результатiв, одержаних для волокнистих композитiв в задачах
стiйкостi у випадку моделей “нескiнченно довгих волокон” та “волокон скiнченних розмiрiв”.

Постановка задач у рамках моделi “волокон скiнченних розмiрiв” розглядалася в робо-
тах [9–14] для випадкiв одного та двох волокон скiнченних розмiрiв, а також перiодичного
ряда однакових волокон скiнченних розмiрiв. Дослiдження стiйкостi виконується iз засто-
суванням статичного методу тривимiрної лiнеаризованої теорiї стiйкостi, коли початковий
стан визначається iз рiвнянь лiнiйної теорiї пружностi. При цьому композитний матерiал мо-
делюється кусково-однорiдним середовищем, коли матерiал в межах компонента композита
вважається однорiдним та виконуються контактнi умови на межi компонентiв. Компоненти
композита вважаються лiнiйно пружними та iзотропними. Отже, iз застосуванням моделi
“волокон скiнченних розмiрiв” в рамках плоскої задачi в площинi x1Ox2 при одноосьово-
му стисканнi вздовж осi Ox1 отримаємо ситуацiю, наведену на рис. 2, де штриховою лiнiєю
видiлено прямокутник з розмiрами l1 вздовж осi Ox1 та l2 — вздовж осi Ox2. Вказаний пря-
мокутник використовується при чисельному методi розв’язання задач; при цьому розмiри
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Рис. 2

прямокутника збiльшуються при обчислювальному експериментi до таких значень, коли
подальше збiльшення iстотно не впливає на величину критичної деформацiї у вiдповiдностi
з методами робiт [9–14] та ряду iнших публiкацiй.

Розглянемо результати дослiдження стiйкостi для нанокомпозитiв з полiмерною матри-
цею з модулем Юнга Em = 2,68 ГПа та коефiцiєнтом Пуассона νm = 0,4. Для вибору
значень параметра EaE

−1

m
, характерних для нанокомпозитiв з полiмерною матрицею, ско-

ристаємося вiдомостями про властивостi нановолокон, наведеними в роботах [2–7]. Так в [2],
обмежуючись аналiзом властивостей багатошарових та одношарових вуглецевих нанотру-
бок (MWCNT, SWCNT), автори радять при обчисленнях застосовувати властивостi “се-
реднiх” CNT, для модуля Юнга яких запропоновано значення Em ≈ (1,0–1,2) ТПа. Вра-
ховуючи властивостi вибраної полiмерної матрицi, для “середнiх” CNT отримуємо оцiнку
параметра EaE

−1

m
у виглядi: 373 6 EaE

−1

m
6 448.

Наведемо результати для нанокомпозитiв з полiмерною матрицею для бiльш широкого
набору значень параметра EaE

−1

m
у виглядi

EaE
−1

m
= 285; 373; 448; 500; 1000. (7)

Останнi два значення параметра EaE
−1

m
в (7) вiдповiдають ситуацiям, якi можуть виникати

в технологiчних процесах створення нанокомпозитiв, що пов’язанi з суттєвою залежнiстю
властивостей полiмерної матрицi вiд температури.

Згiдно з вищенаведеними мiркуваннями, порiвняльний аналiз проведемо для iнтервалу
змiни геометричного параметра LD−1, що визначається нижньою границею (1) та верхньою
границею типу виразу (2), при 0,5 < k 6 5,0; покажемо, що при даному моделюваннi досить
провести порiвняння в iнтервалi

10 6 LD−1
6 2310. (8)

Результати обчислень в iнтервалi (8) змiни параметра LD−1 у виглядi залежностi ве-
личини |εкр

11

a

| (εкр

11

a

вiдповiдає критичному значенню деформацiї вздовж осi Ox1 в середнiй
точцi армуючого елемента (волокна) при x1 = 0 та x2 = 0) вiд геометричного параметра
LD−1 наведенi на рис. 3, де штриховими лiнiями зображенi результати, що вiдносяться до
моделi “нескiнченно довгих волокон”, суцiльними лiнiями — результати щодо моделi “воло-
кон скiнченних розмiрiв”.

Вiдзначимо, що на рис. 3 подано результати тiльки для значень параметра EaE
−1

m
=

= 373; 448; 1000, оскiльки при EaE
−1

m
= 285; 500 вони мають аналогiчний характер.
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Рис. 3

З рис. 3 випливає, що для вказаних значень параметра EaE
−1

m
при збiльшеннi геоме-

тричного параметра LD−1 в iнтервалi (8) критичнi значення деформацiй вздовж осi Ox1
(рис. 2), обчисленi в рамках моделi “волокон скiнченних розмiрiв”, асимптотично прямують
до критичних значень указаних деформацiй, обчислених в рамках моделi “нескiнченно дов-
гих волокон”. При наближеннi геометричного параметра LD−1 до значення LD−1 = 2310,
що вiдповiдає верхнiй границi iнтервалу (8), критичнi значення вказаних деформацiй, об-
численi в рамках моделей “волокон скiнченних розмiрiв” та “нескiнченно довгих волокон”,
практично збiгаються.

Таким чином, для порiвняно коротких волокон одержано iстотнi вiдмiнностi критичних
значень деформацiй вздовж осi Ox1, обчислених в рамках моделей “волокон скiнченних
розмiрiв” та “нескiнченно довгих волокон”. Крiм того, вiдзначимо, що всi результати для
нанокомпозитiв з полiмерною матрицею, отриманi в рамках моделей “волокон скiнченних
розмiрiв” та “нескiнченно довгих волокон”, є узгодженими, а також значення верхньої гра-
ницi в (8) виявилося достатнiм, щоб довести вищенаведене твердження.
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On the research of the stability of composite materials reinforced by

nanotubes

The models of “infinite fibers” and “short fibers” in the three-dimensional theory of the stability of

nanotube reinforced composite materials are discussed. All results are obtained in the framework of

the three-dimensional linearized theory of the stability of deformable bodies.
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