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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è çåìëåïîëüçîâàíèÿ
íà ãèïåðãðàôàõ. Ïîêàçàíî, ÷òî â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè çàäà÷ó ìîæíî ñôîðìó-
ëèðîâàòü êàê çàäà÷ó îïòèìèçàöèè íà ôðàãìåíòàðíîé ñòðóêòóðå. Ïðè ýòîì
ñàìà çàäà÷à ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å áåçóñëîâíîé
êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè íà ìíîæåñòâå ïåðåñòàíîâîê. Ïðåäëîæåíû âàðè-
àíòû ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà ïîèñêà ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé çàäà÷è íà îñíîâå
êîìáèíàöèè ôðàãìåíòàðíîãî àëãîðèòìà è àëãîðèòìà ìóðàâüèíîé êîëîíèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàäà÷à çåìëåïîëüçîâàíèÿ, ãèïåðãðàô, ôðàãìåíòàðíàÿ
ñòðóêòóðà, êîìáèíàòîðíàÿ îïòèìèçàöèÿ, àëãîðèòì ìóðàâüèíîé êîëîíèè.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Çàäà÷à çåìëåïîëüçîâàíèÿ îòíîñèòñÿ ê êëàññó òðóäíîðåøàåìûõ îïòèìèçàöèîí-

íûõ çàäà÷. Èñêëþ÷åíèÿ ñîñòàâëÿþò íåêîòîðûå îäíîêðèòåðèàëüíûå ñëó÷àè, íà-

ïðèìåð, öåëî÷èñëåííàÿ çàäà÷à î íàçíà÷åíèÿõ [1, 2]. Öåëü ìàòåìàòè÷åñêîé ïî-

ñòàíîâêè óïîìÿíóòîé çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå òàêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðàç-

ëè÷íûõ ñåëüñêîõîçÿéñòâåííûõ êóëüòóð ïî çàäàííûì óãîäüÿì, ïðè êîòîðîì

äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì âûáðàííîé öåëåâîé ôóíêöèè (èëè âåêòîðíîé öåëåâîé

ôóíêöèè äëÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé ïîñòàíîâêè). Ïðè ýòîì óðîæàéíîñòü êóëüòó-

ðû íà çàäàííîì ó÷àñòêå çàâèñèò îò ðÿäà ôàêòîðîâ: õàðàêòåðèñòèê ðàíåå ïðîèç-

ðàñòàþùèõ êóëüòóð, îáúåìîâ è êà÷åñòâà âíåñåííûõ óäîáðåíèé, èñïîëüçîâàíèÿ

âîäíûõ è äðóãèõ ðåñóðñîâ.

Ñóùåñòâóåò ðÿä ïîñòàíîâîê çàäà÷è çåìëåïîëüçîâàíèÿ. Òàê, â [3, 4] îíà

ðàññìîòðåíà êàê ìíîãîêðèòåðèàëüíàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî öåëî÷èñëåííîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ, â [1] ïðåäñòàâëåíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñ èñïîëüçîâàíèåì

àïïàðàòà òåîðèè ãðàôîâ. Â [2, 5] âàðèàíò çàäà÷è çåìëåïîëüçîâàíèÿ (çàäà÷à îá

îïòèìàëüíîì ñåâîîáîðîòå) ðàññìîòðåí êàê çàäà÷à íà ãèïåðãðàôàõ îïðåäåëåííîãî

âèäà. Â ýòèõ æå ðàáîòàõ èññëåäîâàíû ïðîñòåéøèå ÷àñòíûå ñëó÷àè çàäà÷è

çåìëåïîëüçîâàíèÿ, ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ïðèáëèæåííûå àëãîðèòìû, ïîëó÷åí ðÿä

îöåíîê ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ. Â îáùåì ñëó÷àå, äàæå â îäíîêðèòåðèàëüíîé

ïîñòàíîâêå, çàäà÷à çåìëåïîëüçîâàíèÿ òðóäíîðåøàåìàÿ. Ïðèìåíåíèå ìåòàýâðèñòèê

ðàçëè÷íîãî âèäà îïðàâäàíî àêòóàëüíîñòüþ è ïðèêëàäíûì õàðàêòåðîì çàäà÷è äëÿ

ïîèñêà ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäñòàâëåíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è çåìëåïîëüçîâàíèÿ

ñ ïðèìåíåíèåì àïïàðàòà òåîðèè ãèïåðãðàôîâ [2]. Ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷ó

çåìëåïîëüçîâàíèÿ íà ãèïåðãðàôàõ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü êàê çàäà÷ó îïòèìèçàöèè

íà ôðàãìåíòàðíîé ñòðóêòóðå. Äëÿ ïîèñêà ñóáîïòèìàëüíûõ ðåøåíèé ýòîé çàäà÷è

ïðåäëîæåí ðÿä ðàçëè÷íûõ êîìáèíèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ ñ íèçêîé âû÷èñëèòåëüíîé

ñëîæíîñòüþ.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È ÇÅÌËÅÏÎËÜÇÎÂÀÍÈß ÍÀ ÃÈÏÅÐÃÐÀÔÀÕ

Â ðàáîòå [1] ðàññìîòðåíà ïîñòàíîâêà ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè çàäà÷è çåìëå-

ïîëüçîâàíèÿ íà äâóäîëüíîì ãðàôå. Âåðøèíàì ïåðâîé äîëè ñîîòâåòñòâóþò âû-

ðàùèâàåìûå êóëüòóðû, à âòîðîé äîëè — ïàõîòíûå óãîäüÿ (ó÷àñòêè). Ðåáðà
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ãðàôà çàäàþò îòíîøåíèÿ âîçìîæíîñòè ïîñåâà îïðåäåëåííîé êóëüòóðû íà âû-

áðàííîì ó÷àñòêå. Äëÿ êàæäîãî ðåáðà çàäàí âåñ — ïîêàçàòåëü óðîæàéíîñòè

ñåëüñêîõîçÿéñòâåííîé êóëüòóðû íà ñîîòâåòñòâóþùåì ó÷àñòêå. Äëÿ ó÷åòà âëèÿ-

íèÿ ðàçëè÷íûõ ôàêòîðîâ (óäîáðåíèé, àãðîòåõíè÷åñêèõ ìåðîïðèÿòèé) ìîäåëè

íà ãðàôàõ óæå íåäîñòàòî÷íî. Â [2, 5] ïðåäëîæåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çà-

äà÷è çåìëåïîëüçîâàíèÿ ñ ïðèìåíåíèåì àïïàðàòà òåîðèè ãèïåðãðàôîâ, îñíîâ-

íûå îïðåäåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû êîòîðîé ïðèâåäåíû äàëåå.

ÏóñòüV — êîíå÷íîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî, E — ñåìåéñòâî íåïóñòûõ ïîäìíî-

æåñòâ ìíîæåñòâà V . Òîãäà ïàðà ( , )V E íàçûâàåòñÿ ãèïåðãðàôîì ñ ìíîæåñòâîì

âåðøèí V è ìíîæåñòâîì ðåáåð E [6]. Êàæäîå ðåáðî ãèïåðãðàôà ÿâëÿåòñÿ êîíå÷-

íûì ïîäìíîæåñòâîì åãî âåðøèí. Ìîùíîñòü ýòîãî ïîäìíîæåñòâà áóäåì íàçûâàòü

ñòåïåíüþ ðåáðà.

Ãèïåðãðàô íàçûâàåòñÿ r-îäíîðîäíûì, åñëè âñå åãî ðåáðà e E� ,

e v v vr� { }1 2, , ,� , èìåþò îäíó è òó æå ñòåïåíü r � 0.

Ãèïåðãðàô íàçûâàåòñÿ t-äîëüíûì, åñëè åãî ìíîæåñòâî âåðøèí V ðàçáèòî íà

äîëè (ïîäìíîæåñòâà) Vs, s t� �1, , , òàê, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ äâà óñëîâèÿ: âñÿêàÿ

ïàðà ðàçëè÷íûõ âåðøèí èç îäíîé äîëè ÿâëÿåòñÿ íåñìåæíîé (íå ïðèíàäëåæèò íè

îäíîìó èç ðåáåð ãèïåðãðàôà); ó âñÿêîãî ðåáðà e E� êàæäàÿ ïàðà âåðøèí � �� �v v e,

ïðèíàäëåæèò ðàçëè÷íûì äîëÿì.

Ðàññìîòðèì t-äîëüíûé r-îäíîðîäíûé ãèïåðãðàô ( , )V E , V V V Vt� 1 2� �� � ,

V v v vi
i i

k

i

i

� { }
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, , ,� , i t�1 2, , ,� . Âåðøèíàì ïåðâîé äîëè ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå

íîìåðà âûðàùèâàåìûõ ñåëüñêîõîçÿéñòâåííûõ êóëüòóð, âòîðîé äîëè — íîìåðà

çåìåëüíûõ ó÷àñòêîâ, à òðåòüåé è ïîñëåäóþùèõ äîëåé — íîìåðà ÷àñòåé î÷åðåäíî-

ãî ðåñóðñà (íàïðèìåð, óäîáðåíèé, ïåñòèöèäîâ è ò.ä.). Êàê ïðàâèëî, ââèäó îãðàíè-

÷åííîñòè ðåñóðñîâ ìîùíîñòè ìíîæåñòâ ñâÿçàíû íåðàâåíñòâîì | | | |V Vi � 2 ,

i r� 3 4, , ,� . Îäíàêî, íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî | | | |V Vi � 2 ,

i r� 3 4, , ,� . Ýòîãî âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ, äîáàâèâ ÷àñòè ðàçìåðà 0 äëÿ ñîîòâåò-

ñòâóþùåãî ðåñóðñà. Íàëè÷èå ðåáðà e v v vr� ( , , , )1 2 � â òàêîì ãèïåðãðàôå ñîîòâå-

òñòâóåò çàêðåïëåíèþ êóëüòóðû v1 çà ó÷àñòêîì v2 ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷àñòåé vi ,

i r� 3 4, , ,� , ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåñóðñà. Äëÿ êàæäîãî ðåáðà e E� ãèïåðãðàôà

çàäàäèì âåñ w e( ) — ïîêàçàòåëü ýôôåêòèâíîñòè (ýêîíîìè÷åñêèé, ýêîëîãè÷åñêèé)

îæèäàåìîé óðîæàéíîñòè êóëüòóðû íà ó÷àñòêå ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ çàòðàòàõ ðå-

ñóðñîâ. Âåñîì ÷àñòè÷íîãî ãèïåðãðàôà Z V Ez z� ( , ) áóäåì íàçûâàòü ñóììó âåñîâ

åãî ðåáåð w Z w e

e Ez

( ) ( ).�
�
	

Çâåçäîé ãèïåðãðàôà G V E� ( , ) íàçûâàåòñÿ åãî ñâÿçíàÿ ÷àñòü Z V Ez z� ( , ),

â êîòîðîé âñÿêàÿ ïàðà ðåáåð � �� �å e E, ïåðåñåêàåòñÿ â îäíîé è òîé æå âåðøèíå

v Vz0 � è íå ïåðåñåêàåòñÿ íè â êàêîé äðóãîé âåðøèíå v v
 0 . Âåðøèíà v0 íàçûâà-

åòñÿ öåíòðîì çâåçäû Z, à ðåáðà èç E z — åå ëó÷àìè.

Äîïóñòèìûì ïîêðûòèåì çâåçäàìè t-äîëüíîãî r-îäíîðîäíîãî ãèïåðãðàôà áó-

äåì íàçûâàòü ñîâîêóïíîñòü íåïåðåñåêàþùèõñÿ â âåðøèíàõ çâåçä ýòîãî ãèïåðãðà-

ôà ñ öåíòðàìè â âåðøèíàõ ïåðâîé äîëè. Ïðè÷åì êàæäàÿ âåðøèíà ãðàôà ïðèíàä-

ëåæèò îäíîìó ðåáðó çâåçäû, âõîäÿùåé â ïîêðûòèå. Âåñîì ïîêðûòèÿ íàçûâàåòñÿ

ñóììà âåñîâ âñåõ ðåáåð ãèïåðãðàôà, âõîäÿùèõ â ýòî ïîêðûòèå.

Ïðèìåð òðåõäîëüíîãî òðåõîäíîðîäíîãî ãèïåðãðàôà è åãî äîïóñòèìîãî ïî-

êðûòèÿ çâåçäàìè ïðèâåäåí íà ðèñ. 1.

Òåïåðü ïîñòàíîâêó çàäà÷è çåìëåïîëüçîâàíèÿ íà ãèïåðãðàôå ñôîðìóëèðóåì

ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñðåäè äîïóñòèìûõ ïîêðûòèé ãèïåðãðàôà çâåçäàìè íàéòè

òàêîå, âåñ êîòîðîãî ìàêñèìàëåí. Äëÿ ñëó÷àÿ r � 2 ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è

íà ãèïåðãðàôàõ ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ïîêðûòèÿ çâåçäàìè äâóäîëüíîãî ãðàôà (îáûê-
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íîâåííîãî), êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàëàñü â [1]. Äàæå â ýòîì ïðîñòåéøåì ñëó÷àå äëÿ

ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è çåìëåïîëüçîâàíèÿ íå èçâåñòíû òî÷íûå àëãî-

ðèòìû ïîëèíîìèàëüíîé òðóäîåìêîñòè.

Äàëåå ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷ó çåìëåïîëüçîâàíèÿ íà ãèïåðãðàôàõ ìîæíî ñôîð-

ìóëèðîâàòü êàê çàäà÷ó îïòèìèçàöèè íà ôðàãìåíòàðíîé ñòðóêòóðå. Ýòî, â ñâîþ

î÷åðåäü, ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ðÿä ìåòàýâðèñòèê äëÿ ïîèñêà ñóáîïòèìàëüíûõ

ðåøåíèé çàäà÷è.

ÔÐÀÃÌÅÍÒÀÐÍÛÅ ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ. ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÔÐÀÃÌÅÍÒÀÐÍÛÕ ÑÒÐÓÊÒÓÐ

Â ñîîòâåòñòâèè ñ [7] ôðàãìåíòàðíîé ñòðóêòóðîé ( , )X E íà êîíå÷íîì ìíî-

æåñòâå X áóäåì íàçûâàòü ñåìåéñòâî åãî ïîäìíîæåñòâ E E E En� { }1 2, , ,� ,

E Xi � , òàêîå, ÷òî � �E Ei , Ei 
 
 � �e Ei , E e Ei \ { }� .

Äîïóñòèìûìè ôðàãìåíòàìè íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòû èç ìíîæåñòâà Å. Äîïóñòèìûå

ôðàãìåíòû ìîùíîñòè 1 íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè. Äîïóñòèìûé ôðàãìåíò áóäåì

íàçûâàòü ìàêñèìàëüíûì, åñëè îí íå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì íèêàêîãî äîïóñòèìîãî

ôðàãìåíòà. Î÷åâèäíî, ÷òî ïóñòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ôðàãìåíòîì.

Ìàêñèìàëüíûé ôðàãìåíò ìîæíî ïîñòðîèòü ñëåäóþùèì ôðàãìåíòàðíûì àë-

ãîðèòìîì:

— ñíà÷àëà âûáèðàåòñÿ íåêîòîðîå ëèíåéíîå óïîðÿäî÷åíèå ìíîæåñòâà X ;

— íà íà÷àëüíîì øàãå âûáèðàåòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî X 0 � 
;

— íà øàãå ñ íîìåðîì k �1 âûáèðàåòñÿ ïåðâûé ïî çàäàííîìó ïîðÿäêó ýëå-

ìåíò x X X k� \ , óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ ïðèñîåäèíåíèÿ X x Ek �{ }� ;

— àëãîðèòì çàâåðøàåò ðàáîòó, åñëè íà î÷åðåäíîì øàãå íå óäàëîñü íàéòè

ýëåìåíò x X X k� \ ñ òðåáóåìûì ñâîéñòâîì.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè � �A E è � �x X ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ïîëèíîìèàëüíîé

òðóäîåìêîñòè ïî ÷èñëó ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèÿ ïðèñîåäè-

íåíèÿ A x E�{ }� , òî çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ôðàãìåíòà ÿâëÿåòñÿ

ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé.

Ðåçóëüòàò ðàáîòû ôðàãìåíòàðíîãî àëãîðèòìà (ìàêñèìàëüíûé ôðàãìåíò) çà-

âèñèò îò òîãî, êàêèå áóäóò âûáèðàòüñÿ ýëåìåíòû íà êàæäîì øàãå, ò.å. îò íà÷àëü-

íîãî óïîðÿäî÷åíèÿ ìíîæåñòâà X . Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò åñòåñòâåííîå îòî-

áðàæåíèå èç ìíîæåñòâà âñåõ ïåðåñòàíîâîê S n ðàçìåðíîñòè n X� | | âî ìíîæåñòâî

ìàêñèìàëüíûõ ôðàãìåíòîâ ôðàãìåíòàðíîé ñòðóêòóðû. Î÷åâèäíî ýòî îòîáðàæåíèå

ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì.

Ïóñòü çàäàíà ôðàãìåíòàðíàÿ ñòðóêòóðà E E E En� { }1 2, , ,� íà êîíå÷íîì

ìíîæåñòâå X . Ïóñòü îïðåäåëåíà ìîíîòîííàÿ ïî âêëþ÷åíèþ ôóíêöèÿ-êðèòåðèé
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Ðèñ. 1. Ïîêðûòèå çâåçäàìè òðåõäîëüíîãî òðåõîäíîðîäíîãî ãèïåðãðàôà ñ 14-þ âåðøèíàìè



f E R: � 1, êîòîðàÿ êàæäîìó äîïóñòèìîìó ôðàãìåíòó ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå íå-

êîòîðîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, ò.å. � �E E Ei j, èç óñëîâèÿ E Ei j� ñëåäóåò, ÷òî

f E f Ei j( ) ( )� èëè f E f Ei j( ) ( )� .

Îäíèì èç ñïîñîáîâ çàäàíèÿ ïîäîáíîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíûé,

à èìåííî êàæäîìó ýëåìåíòó ìíîæåñòâà x X� ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå íåîòðèöà-

òåëüíîå ÷èñëî (âåñ) w x( ) � 0. Ôóíêöèÿ f E( ) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

f E w x

x E

( ) ( ).�
�
	

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè íà ôðàãìåíòàðíîé ñòðóêòóðå çàêëþ÷àåòñÿ â îòûñêàíèè äî-

ïóñòèìîãî ôðàãìåíòà ñ ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì êðèòåðèÿ. Î÷åâèäíî, îïòèìàëü-

íûì ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è áóäåò îäèí èç ìàêñèìàëüíûõ ôðàãìåíòîâ. Ïî êðàéíåé

ìåðå, ìàêñèìàëüíûé ôðàãìåíò âñåãäà èìååòñÿ ñðåäè îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé. Îòìå-

òèì, ÷òî óñëîâèå ìàêñèìàëüíîñòè ôðàãìåíòà ìîæåò áûòü îáÿçàòåëüíûì â çàäà÷å

îïòèìèçàöèè è áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé î öåëåâîé ôóíêöèè.

Èç ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî ëþáóþ çàäà÷ó îïòèìèçàöèè íà

ôðàãìåíòàðíîé ñòðóêòóðå ìîæíî ñâåñòè ê êîìáèíàòîðíîé çàäà÷å îïòèìèçàöèè íà

ìíîæåñòâå ïåðåñòàíîâîê ðàçìåðíîñòè n.

ÔÐÀÃÌÅÍÒÀÐÍÀß ÑÒÐÓÊÒÓÐÀ ÇÀÄÀ×È ÇÅÌËÅÏÎËÜÇÎÂÀÍÈß ÍÀ ÃÈÏÅÐÃÐÀÔÀÕ

Â [7] ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷ó çåìëåïîëüçîâàíèÿ â ïðîñòåéøåé ïîñòàíîâêå íà ãðà-

ôàõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàäà÷ó îïòèìèçàöèè íà ôðàãìåíòàðíîé ñòðóêòó-

ðå. Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è çåìëåïîëüçîâàíèÿ íà

ãèïåðãðàôàõ òàêæå èìååò ôðàãìåíòàðíóþ ñòðóêòóðó.

Ïóñòü çàäàí âçâåøåííûé t-äîëüíûé r-îäíîðîäíûé ãèïåðãðàô G V E� ( , )

ñ ìíîæåñòâîì âåðøèíV v v vn� { }1 2, , ,� è ìíîæåñòâîì ðåáåð E e e em� { }1 2, , ,� ,

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ çàäà÷è çåìëåïîëüçîâàíèÿ. Â êà÷åñòâå

ýëåìåíòàðíûõ ôðàãìåíòîâ ðàññìîòðèì âñå îäíîýëåìåíòíûå ìíîæåñòâà âèäà

{ }e (e E� — ðåáðî ãèïåðãðàôà G).

Äîïóñòèìûìè ôðàãìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ ëþáûå äîïóñòèìûå ïîêðûòèÿ çâåçäà-

ìè ãèïåðãðàôà G, ðàññìàòðèâàåìûå êàê îáúåäèíåíèÿ ðåáåð ýòîãî ïîêðûòèÿ. Ïðè-

÷åì âåñîì ôðàãìåíòà áóäåì ñ÷èòàòü ñóììó âåñîâ ðåáåð ïîêðûòèÿ.

Ñîãëàñíî ñâîéñòâàì ôðàãìåíòàðíûõ ñòðóêòóð îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è

çåìëåïîëüçîâàíèÿ äîñòèãàåòñÿ íà ìàêñèìàëüíîì ôðàãìåíòå ôðàãìåíòàðíîé

ñòðóêòóðû. Åñëè âåñà ðåáåð ãèïåðãðàôà ïîëîæèòåëüíû, � �e E w e( ) � 0, òî ëþáîå

îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è ìîæíî ïîëó÷èòü, ïðèìåíèâ ôðàãìåíòàðíûé àëãî-

ðèòì ê íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêå ýëåìåíòàðíûõ ôðàãìåíòîâ.

Ôðàãìåíòàðíûé àëãîðèòì â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñòðîèò äîïóñòèìîå ïî-

êðûòèå ãèïåðãðàôà çâåçäàìè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

— âûáèðàåòñÿ ïåðåñòàíîâêà ðåáåð ãèïåðãðàôà ( , , , )e e ei i im1 2
� , êîòîðàÿ

îïðåäåëÿåò èõ ïîðÿäîê;

— íà íà÷àëüíîì øàãå âûáèðàåòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî Z0 � 
;

— íà øàãå ñ íîìåðîì k �1 âûáèðàåòñÿ ïåðâîå ïî çàäàííîìó ïîðÿäêó ðåáðî

e E Zk� \ , êîòîðîå ëèáî ÿâëÿåòñÿ ëó÷åì óæå ñóùåñòâóþùåé çâåçäû, ëèáî ìíî-

æåñòâî âåðøèí ýòîãî ðåáðà íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí âûáðàííûõ ðå-

áåð. Ýòî ðåáðî äîáàâëÿåòñÿ â èìåþùååñÿ ïîñòðîåííîå ïîêðûòèå Z Z ek k� �1 �{ };

— àëãîðèòì çàâåðøàåò ðàáîòó, åñëè íà î÷åðåäíîì øàãå íå óäàëîñü íàéòè

ðåáðî e E Zk� \ ñ òðåáóåìûì ñâîéñòâîì.

Î÷åâèäíî âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü òàêîãî àëãîðèòìà ëèíåéíà ïî ÷èñëó

ðåáåð ãèïåðãðàôà G.

Íàëè÷èå ôðàãìåíòàðíîé ñòðóêòóðû â çàäà÷å çåìëåïîëüçîâàíèÿ íà ãèïåðãðà-
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ôàõ ïîçâîëÿåò ïðåäëîæèòü ðÿä ãèáðèäíûõ àëãîðèòìîâ ïîèñêà åå ïðèáëèæåííîãî

ðåøåíèÿ. Êàæäûé òàêîé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàöèåé îäíîé èç èçâåñòíûõ ìå-

òàýâðèñòèê ïîèñêà îïòèìàëüíîé ïåðåñòàíîâêè è ôðàãìåíòàðíîãî àëãîðèòìà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà òàêîé ìåòàýâðèñòèêè ðàññìîòðèì àëãîðèòì ìóðàâüèíîé

êîëîíèè íà ïåðåñòàíîâêàõ [8, 9].

Ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ áóäåò ñîñòîÿòü èç ðÿäà ýòàïîâ ðàñ÷åòà. Êàæäûé ïóòü

ìóðàâüÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé s i i im� ( , , , )1 2 � íîìåðîâ ðåáåð ãèïåðãðàôà.

Ó êàæäîãî ìóðàâüÿ ôîðìèðóåòñÿ ñïèñîê óæå ïîñåùåííûõ ïîçèöèé — ñïèñîê çà-

ïðåòîâ. Îáîçíà÷èì J
i k
q
,

ñïèñîê ïîçèöèé, êîòîðûå íà ýòàïå ñ íîìåðîì q íåîáõî-

äèìî ïîñåòèòü k-ìó ìóðàâüþ, íàõîäÿùåìóñÿ â ïîçèöèè i.

Ìóðàâüè îáëàäàþò «îáîíÿíèåì» — îíè ìîãóò óëàâëèâàòü ñëåä ôåðîìîíà,

ïîäòâåðæäàþùèé æåëàíèå ìóðàâüÿ ïðîéòè èç ïîçèöèè i â ïîçèöèþ j íà îñíîâà-

íèè îïûòà äðóãèõ ìóðàâüåâ. Êîëè÷åñòâî ôåðîìîíà íà ýòàïå ñ íîìåðîì q ïðè ïå-

ðåõîäå èç ïîçèöèè i â ïîçèöèþ j îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé � ij q( ). Íà íà÷àëüíîì

ýòàïå ýòî êîëè÷åñòâî ìîæíî çàäàâàòü ïðîèçâîëüíî.

Âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà k-ãî ìóðàâüÿ èç ïîçèöèè i â ïîçèöèþ j íà ýòàïå ñ íî-

ìåðîì q îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

P q

q

q
j J

j J

ij k

ij

il

l J

i k
q

i

i k
t,

,

( )

[ ( )]

[ ( )]
, ,

,

,

�

�

�

�
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�

�

�

0
,

,
k

q

�

�

�
�

�

�
�

ãäå � — ïàðàìåòð, çàäàþùèé âåñ ñëåäà ôåðîìîíà. Êîëè÷åñòâî îòêëàäûâàåìî-

ãî ôåðîìîíà îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

�� ij k k
k

k

q

Q

L q
i j T q

i j T q

, ( ) ( )
, ( , ) ( ),

, ( , ) ( ),

�
�

�

�

�
�

�
� 0

ãäå Q — ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð, L qk ( ) — âåñ äîïóñòèìîãî ïîêðûòèÿ ãèïåð-

ãðàôà çâåçäàìè, ïîëó÷åííîãî íà ýòàïå ñ íîìåðîì q. Ýòî ïîêðûòèå ìîæíî ïî-

ëó÷èòü, ïðèìåíèâ ôðàãìåíòàðíûé àëãîðèòì ê ïåðåñòàíîâêå ðåáåð, ñîîòâåòñòâó-

þùåé ìàðøðóòó k-ãî ìóðàâüÿ íà ýòàïå ñ íîìåðîì q. Èçìåíåíèå êîëè÷åñòâà

ôåðîìîíà îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

� � �ij ij ij k

k

m

q p q q( ) ( ) ( ) ( ),� � � � �
�
	1 1

1

� ,

ãäå m — êîëè÷åñòâî ìóðàâüåâ, p — êîýôôèöèåíò «èñïàðåíèÿ», 0 1� �p .

Àëãîðèòì çàâåðøàåò ðàáîòó, êîãäà âûïîëíåíî íåêîòîðîå ïðàâèëî îñòàíîâêè,

íàïðèìåð, ïðîéäåíî çàäàííîå ÷èñëî ýòàïîâ. Ìèíèìàëüíàÿ ïî çíà÷åíèþ ôóíêöèè

L qk ( ) ïåðåñòàíîâêà, íàéäåííàÿ íà ïîñëåäíåì ýòàïå, ïðåîáðàçóåòñÿ â ðåøåíèå

çàäà÷è çåìëåïîëüçîâàíèÿ.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à çåìëåïîëüçîâàíèÿ, ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê çàäà÷à

îïòèìèçàöèè íà ãèïåðãðàôàõ, ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé îïòèìèçàöèè íà ôðàãìåíòàðíîé

ñòðóêòóðå. Ôàêòè÷åñêè çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè íà

ïåðåñòàíîâêàõ ñ îïðåäåëåííûì âèäîì öåëåâîé ôóíêöèè. Òàêèì îáðàçîì, ê çàäà÷å

çåìëåïîëüçîâàíèÿ íà ãèïåðãðàôàõ ìîæíî ïðèìåíèòü âåñü àðñåíàë ãèáðèäíûõ ìå-

òàýâðèñòèê, êîòîðûå èññëåäîâàëèñü â [7], â ÷àñòíîñòè, ëîêàëüíûé àëãîðèòì, ýâî-

ëþöèîííûé àëãîðèòì íà ïåðåñòàíîâêàõ, àëãîðèòì ìóðàâüèíîé êîëîíèè è äð.
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².Â. Êîç³í, Í.Ê. Ìàêñèøêî, Â.Î. Ïåðåïåëèöÿ
ÔÐÀÃÌÅÍÒÀÐÍÀ ÌÎÄÅËÜ ÄËß ÇÀÄÀ×² ÇÅÌËÅÊÎÐÈÑÒÓÂÀÍÍß ÍÀ Ã²ÏÅÐÃÐÀÔÀÕ

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü çàäà÷³ çåìëåêîðèñòóâàííÿ íà
ã³ïåðãðàôàõ. Ïîêàçàíî, ùî â ìåæàõ ö³º¿ ìîäåë³ çàäà÷ó ìîæíà ñôîðìóëþâàòè
ÿê çàäà÷ó îïòèì³çàö³¿ íà ôðàãìåíòàðí³é ñòðóêòóð³. Äî òîãî æ ñàìà çàäà÷à
ïîøóêó îïòèìàëüíîãî ðîçâ’ÿçêó çâîäèòüñÿ äî çàäà÷³ áåçóìîâíî¿ êîìá³íàòîð-
íî¿ îïòèì³çàö³¿ íà ìíîæèí³ ïåðåñòàâëåíü. Çàïðîïîíîâàíî âàð³àíò ã³áðèäíîãî
àëãîðèòìó ïîøóêó íàáëèæåíèõ ðîçâ’ÿçê³â çàäà÷³ íà îñíîâ³ êîìá³íàö³¿ ôðàã-
ìåíòàðíîãî àëãîðèòìó òà àëãîðèòìó ìóðàøèíî¿ êîëîí³¿.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: çàäà÷à çåìëåêîðèñòóâàííÿ, ã³ïåðãðàô, ôðàãìåíòàðíà ñòðóê-
òóðà, êîìá³íàòîðíà îïòèì³çàö³ÿ, àëãîðèòì ìóðàøèíî¿ êîëîí³¿.

I.V. Kozin, N.K. Maksyshko, V.A. Perepelitsa
A FRAGMENTED MODEL FOR THE PROBLEM OF LAND USE ON HYPERGRAPHS

Abstract. The paper considers a mathematical model of the land use problem on
hypergraphs. It is shown that, within the framework of this model, the problem
can be formulated as an optimization problem on a fragmented structure.
Moreover, the problem of finding the optimal solution itself reduces to the
problem of unconditional combinatorial optimization on a set of permutations.
A variant of a hybrid algorithm for finding approximate solutions to the problem
based on a combination of a fragmented algorithm and an ant colony algorithm
is proposed.

Keywords: land use problem, hypergraph, fragmentary structure, combinatorial
optimization, evolutionary algorithm, ant colony algorithm.
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