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Àííîòàöèÿ. Ïîñòðîåíû ïîäõîäÿùèå ñåìåéñòâà îñíîâíûõ ôóíêöèé è äîêàçà-
íû òåîðåìû áàêñòåðîâñêîãî òèïà äëÿ îáîáùåííûõ ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ
ïðîöåññîâ ñ íåçàâèñèìûìè çíà÷åíèÿìè. Ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò
ðàçáèòü ñåìåéñòâî òàêèõ ïðîöåññàì íà êëàññû, òàê ÷òî âåðîÿòíîñòíûå ìåðû,
ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîöåññàì ðàçëè÷íûõ êëàññîâ, ñèíãóëÿðíû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáîáùåííûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, òåîðåìû áàêñòåðîâñêî-
ãî òèïà, ñèíãóëÿðíîñòü ìåð.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Èçâåñòíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå îáîáùåííûõ ôóíêöèé [1] è èõ ñòîõàñòè÷åñêèõ

àíàëîãîâ (îáîáùåííûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåé) ñóùåñòâåííî ðàñøèðÿåò

âîçìîæíîñòè àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ ðàçëè÷íõ ñèñòåì, íàïðèìåð, ïðè èñïîëüçîâà-

íèè äëÿ òàêîãî îïèñàíèÿ ñîâðåìåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [2].

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îäèí êëàññ ñòîõàñòè÷åñêèõ îáîáùåííûõ

ôóíêöèé — îáîáùåííûå ãàóññîâñêèå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû ñ íåçàâèñèìûìè çíà-

÷åíèÿìè. Òàêèå ïðîöåññû ÿâëÿþòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå àíàëîãàìè îáû÷íûõ

ïðîöåññîâ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè è âàæíû, íàïðèìåð, äëÿ òåîðèè ñòî-

õàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [3]. Ðÿä ñâîéñòâ ýòèõ ïðîöåññîâ îïè-

ñàí â [3, 4]. Äàëåå èññëåäóåòñÿ äàííûé êëàññ ôóíêöèé íà íàëè÷èå òàê

íàçûâàåìîãî áàêñòåðîâñêîãî ñâîéñòâà.

Äëÿ îáû÷íûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ òåîðåìû áàêñòåðîâñêîãî òèïà (òåîðåìû

Ëåâè–Áàêñòåðà) — ýòî óòâåðæäåíèÿ î ñõîäèìîñòè ê äåòåðìèíèðîâàííîé ïîñòî-

ÿííîé íîðìèðîâàííûõ ñóìì íåëèíåéíûõ ôóíêöèé îò ïðèðàùåíèé ïðîöåññà íà

èíòåðâàëàõ, îáðàçóþùèõ ðàçáèåíèå îòðåçêà [ , ]0 T . Òàêèå ñóììû íàçûâàþòñÿ áàê-

ñòåðîâñêèìè. ×àñòî â êà÷åñòâå óïîìÿíóòûõ ôóíêöèé ðàññìàòðèâàþòñÿ êâàäðàòû

ïðèðàùåíèé. Óòâåðæäåíèÿ äàííîãî òèïà îòíîñÿòñÿ ê îáëàñòè ñòîõàñòè÷åñêîãî

àíàëèçà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíè äîïóñêàþò åñòåñòâåííûå ñòàòèñòè÷åñêèå èíòåð-

ïðåòàöèè, ïîçâîëÿþùèå èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû äëÿ îöåíêè

(èäåíòèôèêàöèè) ïàðàìåòðîâ íàáëþäàåìûõ ïðîöåññîâ èëè ïîëåé [5]. Äîñòàòî÷-

íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè áàêñòåðîâñêèõ ñóìì äëÿ îáû÷íûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ

è ïîëåé â òå÷åíèå ïîëóâåêà èññëåäîâàëè ìíîãèå ìàòåìàòèêè (îòìåòèì ïèîíåð-

ñêèå ðàáîòû [6, 7]). Òåîðåìû Ëåâè–Áàêñòåðà äëÿ îáîáùåííûõ ñëó÷àéíûõ ôóíê-

öèé ìåíåå èññëåäîâàíû [8–10]. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå èçó÷àåòñÿ ñõîäèìîñòü áàêñòå-

ðîâñêèõ ñóìì äëÿ ãàóññîâñêèõ îáîáùåííûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ

ñ íåçàâèñèìûìè çíà÷åíèÿìè è ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè â ïðåäñòàâëåíèè

êîâàðèàöèîííîãî ôóíêöèîíàëà [4, ñ. 355]. Ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíû äëÿ ðàçáèåíèÿ

íà êëàññû ñåìåéñòâà òàêèõ ïðîöåññîâ è óñëîâèé ñèíãóëÿðíîñòè ìåð.

ÁÀÊÑÒÅÐÎÂÑÊÈÅ ÑÓÌÌÛ ÄËß ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÕ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ

Ïóñòü K — ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèòåëüíûõ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ

ôóíêöèé ñ êîìïàêòíûìè íîñèòåëÿìè, îïðåäåëåííûõ íà äåéñòâèòåëüíîé ïðÿ-

ìîé R. Íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé ñëó÷àéíûé ôóíêöèîíàë � � �� ( , ), ��K ,

â ïðîñòðàíñòâå K íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì [4]. Äàëåå
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ðàññìàòðèâàþòñÿ äåéñòâèòåëüíûå îáîáùåííûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû. Äëÿ ïî-

ñòðîåíèÿ áàêñòåðîâñêèõ ñóìì äëÿ îáîáùåííûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ èñïîëü-

çóþòñÿ äâóõïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà ôóíêöèé ïðîñòðàíñòâà K âèäà

{ } { supp }� � �t h t h t hK t R h t t h, , ,| , ( , ), [ , ]� � � � � �0 1 , (1)

íåóáûâàþùàÿ íåîãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ( ( ))b n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåðèé ôóíêöèé

� �k n t h t k b n h b n k b n n, , / ( ), / ( )| , , , , , ( ) ,� � � �� �1 0 1 2 1 1� . (2)

Áàêñòåðîâñêîé ñóììîé S n ( )� äëÿ îáîáùåííîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà � è ñå-

ìåéñòâà ôóíêöèé { }� k n, íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

S n k n

k

b n

( ) ( , ),

( )

� � ��
�

�

	 2

0

1

. (3)

Îáîáùåííûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ � íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì ñëó÷àéíûì ïðî-

öåññîì áàêñòåðîâñêîãî òèïà (áàêñòåðîâñêèì), åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà

ôóíêöèé âèäà (2) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí S nn ( ),� � 1, îïðåäå-

ëåííûõ ðàâåíñòâîì (3), ñõîäèòñÿ â òîì èëè èíîì ñìûñëå ê äåòåðìèíèðîâàííîé

ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé: S cn ( )� 
 � 0 ïðè n
�. Ñîîòâåòñòâóþùåå ñåìå-

éñòâî ôóíêöèé { }� t h, áóäåì íàçûâàòü ïîäõîäÿùèì äëÿ îáîáùåííîãî ñëó÷àéíîãî

ïðîöåññà �.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñåìåéñòâî ôóíêöèé (1) íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâîì òèïà

O o2 2( ), åñëè äëÿ ôóíêöèé ýòîãî ñåìåéñòâà

� �
t h

t

t h

t h
t

t h

x dx h o h h x dx o h h
, ,

( ) ( ), ( ) ( ),2 20

� �


 
� � 
 � � 
 0�
�

�

�
�

�

�

�
�

ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî t R� .

Ïðèìåð 1. Ñåìåéñòâî ôóíêöèé � t h R t R h K, : [ , ] | , ,
 � �
�

�
�

�

�
�

�
�
�

�
�
�
�0 1 0

1

2
òà-

êèõ, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ t R� , h�
�

�
�

�

�
�0

1

2
, íîñèòåëü supp� t h t t h, [ , ]� � è

� t h x, ( ) �1 íà èíòåðâàëå ( , )t h t h h� � �2 2 èìååò òèï O2 .

Ïðèìåð 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ ��K ñ íîñèòåëåì íà îòðåçêå [ , ]0 1 òàêàÿ, ÷òî

�2

0

1

1( )y dy
 � . Äëÿ t R h� �, ( , )0 1 ïîëîæèì � �t h x
x t

h
, ( ) �

��

�
�

�

�
� , x R� . Ýòî

ñåìåéñòâî ôóíêöèé èìååò òèï O2 . Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ t R� ,

h�( , )0 1 èìååì
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Îïðåäåëåíèå 2 [4]. Îáîáùåííûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ � � �� ( , ), ��K , íàçûâà-

åòñÿ îáîáùåííûì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì ñ íåçàâèñèìûìè çíà÷åíèÿìè, åñëè

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé � �, �K ñ íîñèòåëÿìè áåç îáùèõ âíóòðåííèõ òî-

÷åê ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ( , )� � , ( , )� � íåçàâèñèìû.
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Òåîðåìà 1 [8, ñ. 355]. Êîâàðèàöèîííûé ôóíêöèîíàë B ( , )� � , �� � �K, äëÿ

îáîáùåííûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ñ íåçàâèñèìûìè â êàæäîé òî÷êå çíà÷åíèÿìè

çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

B R x x x dxjk
j k

j k

( , ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

,

� � � ��
�� �

��

	

0

, (4)

ãäå ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ôóíêöèé R xjk ( ) îòëè÷íî îò íóëÿ íà êàæäîì êîíå÷-

íîì îòðåçêå.

Çàìå÷àíèå 1 [1, ñ. 356]. Äëÿ êàæäîãî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîãî áèëèíåé-

íîãî ôóíêöèîíàëà âèäà (4) ñóùåñòâóåò ãàóññîâñêèé îáîáùåííûé ñëó÷àéíûé ïðî-

öåññ ñ íåçàâèñèìûìè çíà÷åíèÿìè, êîâàðèàöèîííûé ôóíêöèîíàë êîòîðîãî ðàâåí

çàäàííîìó.

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî âñåõ ãàóññîâñêèõ îáîáùåííûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ

ñ íåçàâèñèìûìè çíà÷åíèÿìè è íóëåâûìè ñðåäíèìè, ñóæåíèÿ êîòîðûõ íà

ïîäïðîñòðàíñòâî K K([ , ]) | [ , ]0 1 0 1� � �{ supp }� � ïðîñòðàíñòâà K èìåþò êîâàðèà-

öèîííûé ôóíêöèîíàë âèäà

B b x x dxjk
j k

j k

( , ) ( ) ( )( ) ( )

,

� � � ��

� �

� �

�

	

0

, � �, ([ , ])�K 0 1 , (5)

ãäå b Rjk � , à ÷èñëî íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ êîíå÷íî.

Ëåììà 1. Ëþáîé êîâàðèàöèîííûé ôóíêöèîíàë âèäà (5) ìîæíî ïðåäñòàâèòü

â âèäå

B c x x dxk
k k

k

N

( , ) ( ) ( )( ) ( )� � � �� 
	
� 0

1

0

, � �, ([ , ])�K 0 1 , (6)

ãäå N — íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî, c Rk � , 0 � �k N , cN � 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü êîâàðèàöèîííûé ôóíêöèîíàë èìååò âèä (5), ò.å. ñó-

ùåñòâóåò íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî M òàêîå, ÷òî

B b x x dxkj
k j

j k

M

( , ) ( ) ( )( ) ( )

,

� � � �� 
	
� 0

1

0

, � �, ([ , ])�K 0 1 .

Ïîëîæèì

A k j k j M j k� � � �{ åòíîå}( , )| , ,0 � , B k j k j M j k� � � �{ íå åòíîå}( , ) | , ,0 � ,

òàê ÷òî

B b x x

k j A k j B

kj
k j( , ) ( ) ( )

( , ) ( , )

( ) ( )� � � �� �
�

�

�
�

�

�

�
�

� �
	 	

0

1


 dx , � �, ([ , ])�K 0 1 . (7)

C ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïîëó÷àåì

� �

� �

�

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) , ( , ) ,

k j

k j

x x dx

x x dx k j A
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0
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�

�

�
�

�
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�

Òàêèì îáðàçîì,

B b x x

k j A k j B

kj
k j( , ) ( ) ( )

( , ) ( , )

( ) ( )� � � �� �
�

�

�
�

�

�

�
�

� �
	 	

0

1

0 1
 �dx K, , ([ , ])� � . (8)
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Âñëåäñòâèå ñèììåòðè÷íîñòè êîâàðèàöèîííîãî ôóíêöèîíàëà, ñêëàäûâàÿ ðà-

âåíñòâà (7), (8), ïîëó÷àåì:

2 2

0

1

B b x x dxkj
k j

k j A

( , ) ( ) ( )( ) ( )

( , )

� � � �� 
	
�

.

Ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì óáåæäàåìñÿ, ÷òî äëÿ ( , )k j A�

� �

� �
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) , ( ) /

k j

l l

x x dx

x x dx k j

0

1
0

1

2






�

� �åòíîå

íå åòíîå

,

( ) ( ) , ( ) / ,( ) ( )� �

�

�

�
�

�

�
� 
 � �l lx x dx k j

0

1

2 �

ãäå l
k j

�
�

2
.

Òàêèì îáðàçîì, B c x x dxl
l l

l

( , ) ( ) ( )( ) ( )� � � �� 
	
� 0

1

0

, ãäå c Rl � , à ÷èñëî

ñëàãàåìûõ êîíå÷íî. Äëÿ N l l cl� � �max | ,{ }0 0 ïîëó÷àåì (6).

Ëåììà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 2. Êîâàðèàöèîííûé ôóíêöèîíàë îáîáùåííîãî ñëó÷àéíîãî ïðî-

öåññà P d dt( / )�, ãäå � — áåëûé øóì, P d dt( / ) — äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, òàêæå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó (6).

ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ ÁÀÊÑÒÅÐÎÂÑÊÈÕ ÑÓÌÌ

Òåîðåìà 2 [9, ñëåäñòâèå 2.2]. Ïóñòü � � �� ( , ), ��K , — îáîáùåííûé ãàóññîâ-

ñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ íåçàâèñèìûìè çíà÷åíèÿìè è íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñ-

êèì îæèäàíèåì, { }� k n, — ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåðèé ôóíêöèé âèäà (2),

S n k n

k

b n

( ) ( , ),

( )

� � ��
�

�

	 2

0

1

, n � 1, — ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áàêñòåðîâñêèõ ñóìì. Òîã-

äà äëÿ ñõîäèìîñòè

S ESn n( ) ( )� �� 
 0 (9)

â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì ïðè n
� íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

v En k n

k

b n
( )

,

( )

( ) ( ( , ) )0 2 2

0

1

0� � �� 

�

�

	 ïðè n
� . (10)

Åñëè ðÿä vn

n

( ) ( )0

1

�
�

�

	 ñõîäèòñÿ, òî â (9) èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ïî÷òè íà-

âåðíîå (ï.í.).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü � � �� ( , ), ��K , — îáîáùåííûé ãàóññîâñêèé ñëó÷àéíûé

ïðîöåññ ñ íåçàâèñèìûìè çíà÷åíèÿìè ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è

êîâàðèàöèîííûì ôóíêöèîíàëîì (6), à äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ôóíêöèé

{ }	 t h, âèäà (1) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) ñåìåéñòâî ôóíêöèé { }	
t h
N
,

( ) èìååò òèï O2 ;

2) ïðè N � 1 äëÿ ëþáîãî l N� �{ }0 1 1, , ..., ñåìåéñòâî ôóíêöèé { }	
t h
l
,

( ) èìååò

òèï o2 .
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Òîãäà

S cn k n

k

b n

N( ) ( , ),

( )

� � 	� 

�

�

	 2

0

1

(11)

â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì ïðè n
�. Åñëè ðÿä
1

1 b nn ( )�

�

	 ñõîäèòñÿ, òî â (11)

èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ï.í.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê êîâàðèàöèîííûé ôóíêöèîíàë èìååò âèä (6), òî

E c x dx c xk n N k n
N

N k n
N( , ) ( ( )) ( ( )), ,

( )
,

( )� 	 	 	2 2

0

1

1
1� �
 �
� 2

0

1

dx
 ��

... ( ( )) ( ( ))
( ),

( )
,� � �
 
c x dx c x dx c

b nk n k n N1
1 2

0

1

0
2

0

1
1

	 	 �
�

�
��

�

�
��

�

�
�
�

�

�
�
��o

b n

1

( )

�
�

�
��

�

�
��� �

�

�
��

�

�
���

�

�
��c o

b n
c o

b n
c o

b n
N 1 1 0

1 1 1

( ) ( ) ( )
� �

�

�
�� � �

�

�
��

�

�
��

c

b n
o

b n

N

( ) ( )

1
, n
� ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

ES E c o o cn k n

k

b n

N N( ) ( , ) ( ( )) ( ),

( )

� � 	� � � � 

�

�

	 2

0

1

1 1 1 ïðè n
� . (12)

Äàëåå,

v E
c

b n
o

b n
n k n

k

b n
N( )

,

( )

( ) ( ( , ) )
( ) ( )

0 2 2

0

1
1

� � 	� � �
�

�
��

�

�

	
�

�
��

�

�
�
�

�

�
�
� �

�

�

	
2

0

1

k

b n( )

� �
�

�
��

�

�
��

�

�
�
�

�

�
�
� � �b n

c

b n
o

b n

c

b n
oN N( )

( ) ( ) ( )

1
2 2

1
0

b n( )

�

�
��

�

�
��
 ïðè n
� .

Èç ñîîòíîøåíèé (9), (10), (12) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Ïðèìåð 3. Ïóñòü îáîáùåííûé ãàóññîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ � óäîâëåò-

âîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 3, ñåìåéñòâî ôóíêöèé { }�
t h,

îïðåäåëåíî â ïðèìå-

ðå 2. Äîêàæåì, ÷òî ñåìåéñòâî ôóíêöèé 	 �t h

N

N
t h

h

d
, ,� , t R� , h� 0, ãäå

d t dtN
N�

�

�

�
�

�

�

�
�
 ( ( ))( )

/

� 2

0

1
1 2

, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1, 2 òåîðåìû 3. Ïðè N � 0 âû-

ïîëíåíèå ýòèõ óñëîâèé ñëåäóåò èç ïðèìåðà 2. Ïóñòü N � 1. Èìååì

	 �
t h
l

N l

N

lx
h

d

x t

h,
( ) ( )( ) �

��

�
�

�

�
�

�

, x R� , 0 � �l N .

Ïðè l N� ïîëó÷àåì

( ( ))
,

( ) ( )	 �
t h
N

t

t h

N

Nx dx
d

x t

h
dx2

2

2
1

�


 �
��

�
�

�

�
�

�

�
��

�

�
�� � �

�


 

t

t h

N

Nh

d
y dy h

2

2

0

1

( ( ))( )� ,

à ïðè 0 1� � �l N èìååì
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( ( ))
,

( )
( )

( )	 �
t h
l

t

t h N l

N

lx dx
h

d

x t

h

2
2

2

� �


 �
��

�
�

�

�
�

�

�
��

�

�
�� �

�



2

dx

t

t h

� �
� �



h

d
y dy o h

N l

N

l
2 1

2

2

0

1( )
( )( ( )) ( )� , h
 �0 .

Â ñèëó òåîðåìû 3 ñåìåéñòâî ôóíêöèé { }	 t h, ÿâëÿåòñÿ ïîäõîäÿùèì äëÿ

îáîáùåííîãî ãàóññîâñêîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà � ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì

îæèäàíèåì è êîâàðèàöèîííûì ôóíêöèîíàëîì (6). Ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ

ñîîòíîøåíèå (11).

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîäõîäÿùåãî ñåìåéñòâà ôóíêöèé äëÿ îáîáùåííîãî ñëó÷àé-

íîãî ïðîöåññà � â ïðèìåðå 2 ñóùåñòâåíåí êîíêðåòíûé âèä ôóíêöèé èñõîäíîãî

ñåìåéñòâà { }� t h, . Ïîêàæåì, êàêèì îáðàçîì ìîæíî ñòðîèòü ïîäõîäÿùèå ñåìåéñòâà

ôóíêöèé äëÿ îáîáùåííîãî ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà ñ êîâàðèàöèîííûì ôóíêöèîíà-

ëîì (6), èñõîäÿ èç ïðîèçâîëüíîãî ñåìåéñòâà ôóíêöèé { }� t h, òèïà O2 .

ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß L M,

Îïðåäåëèì ïðåîáðàçîâàíèÿ L M, îñíîâíûõ ôóíêöèé âèäà � t h, ñëåäóþùèìè

ðàâåíñòâàìè:

( )( ) ( ) ( ( )),, , ,L x x t x t h x Rt h t h t h� � �� � � � � �2 2 , (13)

( )( ) ( ) ,, ,M x y dy x Rt h t h

x

� �� �

��

 . (14)

Îòìåòèì òàêèå ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèé L M, .

1. Íîñèòåëü supp ( ) [ , ],L t t ht h� � � . Ãðàôèê ôóíêöèè L t h� , öåíòðàëüíî ñèì-

ìåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî òî÷êè t
h
�

�

�
�

�

�
�

2
0, .

2. Íîñèòåëü supp ( ) [ , ],ML t t ht h� � � .

3. Ôîðìóëû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ:

dM

dx
x x

t h
t h

�
�

,
,( ) ( )� , x R� ; (15)

dL

dx
x L

d

dx
x

t h t h� �, ,
( ) ( )� 2 , x R� . (16)

Ëåììà 2. 1. Åñëè ñåìåéñòâî ôóíêöèé { }� t h, èìååò òèï O2 , òî ñåìåéñòâî

ôóíêöèé { }L t h� , èìååò òèï O2 , à ñåìåéñòâî ôóíêöèé { }ML t h� , èìååò òèï o2 .

2. Åñëè ñåìåéñòâî ôóíêöèé { }� t h, èìååò òèï o2 , òî ñåìåéñòâà ôóíêöèé

{ }L t h� , , { }ML t h� , èìåþò òèï o2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå, âòîðîå äîêàçûâàåòñÿ àíàëî-

ãè÷íî. Â ñèëó ïåðâîãî ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ L èìååì

( ( )) ( ) ( ), , ,
L x dx x t dx y dyt h

t

t h

t h
t

t
h

t h
� � �2 2

2
22 2

�
�


 
� � �

t

t h

h o h h

�


 � � 
 �( ), 0 ,

ò.å. ñåìåéñòâî ôóíêöèé { }L t h� , èìååò òèï O2 . Äàëåå, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà

(13)–(16), èìååì
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( ( )) ( )( ), ,ML x dx L y dy dxt h

t

t h

t h

x

t

t

� �2

2
�

��

�


 
�
�

�

�
�

�

�

�
�

h

t h

t

t
h

t

t h

y t dy dx
 

� �

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�
�

2 2
2

2

� , ( )

�
�

�

�
�

�

�

�
�

�
�

�

�
�� �



 
� �t h

t

t h

t

t h

t h

t

t h

s ds dx h s ds, ,( ) ( )

2

�

�

�

�
�
�

2

� � � �
�


h s ds h h o h o h
t h

t

t h
2 2 2�

,
( ) ( ( )) ( ), h
 �0 ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ñåìåéñòâî ôóíêöèé { }ML t h� , èìååò òèï o2 .

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3. Äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë k l, òàêèõ, ÷òî l k� , âû-

ïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

d

dx
ML L ML

l

l

k
t h

l l

l k l
t h(( ) ) ( ),

( )

,� ��

�
�2

1

2 . (17)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè l � 0 è ëþáîì k � 0 óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî. Äàëåå

ñ÷èòàåì l � 1. Ïðèìåíèì ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïî k. Ïðè k �1 èìååì

ðàâåíñòâî
d

dx
ML Lt h t h( ), ,� �� . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàâåíñòâî (17) âûïîëíåíî äëÿ

k, l k�{ }0 1, , ,� . Äîêàæåì ðàâåíñòâî (17) äëÿ k �1è âñåõ l k k� �{ }1 1, ..., , . Èìååì

d

dx
ML

d

dx
ML ML

d

dx
L

l

l

k
t h

l

l

k
t h

l

l
(( ) ) ( ( ) ) ( (, ,

�
�

�
� �1

1

1
� � ML k

t h) ),� �

� �
�

�
2 1

1

1

l
l

l

k
t hL

d

dx
ML(( ) ),� .

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ïîñëåäíåå âûðàæåíèå èìååò âèä

2 2 21

1 2

2 1
1

1

1l

l l

l
l

l

k l
t h

l

L L
d

dx
ML�

� �
�

�

�

� � �

( )( )

( )
,(( ) )�

( )

,( )

l

l k l
t hL ML

�
� �

1

2 1 � .

Ëåììà äîêàçàíà.

Ïóñòü ñåìåéñòâî ôóíêöèé { }� t h, èìååò òèï O2 . Äëÿ êàæäîãî k � 0 îïðåäåëèì

ñåìåéñòâî ôóíêöèé

A ML t R hk t h k

k k

k
t h� � � �

�

�
�

��

�

�
�

��

�
�

	 �, ;

( )

,(( ) ) | ,2 0

1

2 . (18)

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ëåììû 3

d

dx
L k

k
t h k

k

k
t h

	
�

, ;
, ,� � 0. (19)

Òåîðåìà 4. Ïóñòü � � �� ( , ) , ��K , — îáîáùåííûé ãàóññîâñêèé ñëó÷àéíûé

ïðîöåññ ñ íåçàâèñèìûìè çíà÷åíèÿìè ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è

êîâàðèàöèîííûì ôóíêöèîíàëîì (6), äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ôóíêöèé

A N t h N�{ }	 , ; îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (18). Òîãäà
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S cn k n N

k

b n

N( ) ( , ), ;

( )

� � 	� 

�

�

	 2

0

1

(20)

â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì ïðè n
�. Åñëè ðÿä
1

1 b nn ( )�

�

	 ñõîäèòñÿ, òî â (20)

èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñëåäñòâèå ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ ëåììû 2 è ðàâåíñòâà (19)

äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ N ñåìåéñòâî ôóíêöèé
d

dx

N
t h k

N

	 , ;
�
�
�

��

�
�
�

��
èìååò òèï O2 ,

à ïðè N � 1 äëÿ êàæäîãî l N� �{ }0 1, ..., ñåìåéñòâî ôóíêöèé
d

dx

l
t h k

l

	 , ;
�
�
�

��

�
�
�

��
èìååò òèï

o2 . Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 4 ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.

ÑÈÍÃÓËßÐÍÎÑÒÜ ÌÅÐ

Ïóñòü N — íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî, cN � 0. Îáîçíà÷èì G N cN( , ) êëàññ
âñåõ ãàóññîâñêèõ îáîáùåííûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ñ íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíè-
åì, ñóæåíèÿ êîòîðûõ íà îòðåçîê [ , ]0 1 èìåþò êîâàðèàöèîííûé ôóíêöèîíàë (6),

â êîòîðîì N cN, ôèêñèðîâàíû. Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà
1

1 b nn ( )�

�

	 . Çà-

ìåòèì, ÷òî ïðè ( , ) (
~

, )~N c N cN N
� êëàññû G N cN( , ) è G N c

N
(

~
, )~ íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ( , , , )� 
 P P1 2 òàêîâà, ÷òî ãàóñ-

ñîâñêèé îáîáùåííûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ íåçàâèñèìûìè çíà÷åíèÿìè � ïðèíàä-
ëåæèò êëàññó G N cN( , ) îòíîñèòåëüíî âåðîÿòíîñòíîé ìåðû P1 è ïðèíàäëåæèò

êëàññó G N c
N

(
~

, )~ îòíîñèòåëüíî âåðîÿòíîñòíîé ìåðû P2 . Òîãäà ïðè

( , ) (
~

, )~N c N cN N
� âåðîÿòíîñòíûå ìåðû P P1 2, îðòîãîíàëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ( , ) (
~

, )~N c N cN N
� . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðÿä

1

1 b nn ( )�

�

	

ñõîäèòñÿ. Åñëè N N�
~

, òî ïðåäïîëàãàÿ N N�
~

, èìååì

X n
t h N

k

b n

1
2

0

1

0� � 
 
 �
�
�
�

��

�
�
�

���

�

	� � 	� ( , ) ,
, ,

~

( )

,

X c n
t h N

k

b n

N2
2

0

1

� � 
 
 �
�
�
�

��

�
�
�

���

�

	� � 	� ( , ) ,
, ,

~

( )

~ .

Òîãäà, êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 4 è äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3,

P X P X1 1 2 2 1( ) ( )� � . Íî X X1 2� � . Ñèíãóëÿðíîñòü äîêàçàíà. Àíàëîãè÷íî

ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé N N c cN N
� �

~
, ~ .

Çàìå÷àíèå 3. Ïðè âûïîëíåíèè ðàâåíñòâà ( , ) (
~

, )
~

N c N cN N� ìåðû P1 è P2

ýêâèâàëåíòíû íà 
-àëãåáðå, ïîðîæäåííîé âåëè÷èíàìè � � �( ), ([ , ])�K 0 1 [11].

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïðåäëîæåíû ñåìåéñòâà ïîäõîäÿùèõ ôóíêöèé è äîêàçàíû òåîðåìû áàêñòåðîâ-
ñêîãî òèïà äëÿ ãàóññîâñêèõ îáîáùåííûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ñ íåçàâèñèìû-
ìè çíà÷åíèÿìè è íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì, ÷òî ïîçâîëèëî ðàçáèòü
òàêîå ñåìåéñòâî ôóíêöèé íà êîíòèíóàëüíîå ìíîæåñòâî ïîïàðíî íåïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ êëàññîâ. Âåðîÿòíîñòíûå ìåðû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåäñòàâèòåëÿì ðàç-
íûõ êëàññîâ, îðòîãîíàëüíû, à ïðåäñòàâèòåëÿì îäíîãî êëàññà — ýêâèâàëåíòíû.
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Ñ.Ì. Êðàñíèòñüêèé, Î.Î. Êóð÷åíêî
ÏÐÎ ÒÅÎÐÅÌÈ ÁÀÊÑÒÅÐ²ÂÑÜÊÎÃÎ ÒÈÏÓ ÄËß ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍÈÕ ÃÀÓÑÑ²ÂÑÜÊÈÕ
ÂÈÏÀÄÊÎÂÈÕ ÏÐÎÖÅÑ²Â Ç ÍÅÇÀËÅÆÍÈÌÈ ÇÍÀ×ÅÍÍßÌÈ

Àíîòàö³ÿ. Ïîáóäîâàíî ï³äõîæ³ ñ³ì’¿ îñíîâíèõ ôóíêö³é ³ äîâåäåíî òåîðåìè
áàêñòåð³âñüêîãî òèïó äëÿ óçàãàëüíåíèõ ãàóññ³âñüêèõ âèïàäêîâèõ ïðîöåñ³â
ç íåçàëåæíèìè çíà÷åííÿìè. Ö³ òåîðåìè çàñòîñîâàíî äëÿ ðîçáèòòÿ íà êëàñè
ñ³ì’¿ òàêèõ ïðîöåñ³â. Äîâåäåíî ñèíãóëÿðí³ñòü éìîâ³ðí³ñíèõ ì³ð, ùî
â³äïîâ³äàþòü ïðîöåñàì ð³çíèõ êëàñ³â.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: óçàãàëüíåíèé âèïàäêîâèé ïðîöåñ, òåîðåìè áàêñòåð³âñüêîãî
òèïó, ñèíãóëÿðí³ñòü éìîâ³ðí³ñíèõ ì³ð.

S.M. Krasnitskiy, O.O. Kurchenko
ON BAXTER TYPE THEOREMS FOR GENERALIZED RANDOM GAUSSIAN
PROCESSES WITH INDEPENDENT VALUES

Abstract. We construct suitable families of basic functions and prove theorems
of Baxter type for generalized Gaussian random processes with independent
values. These theorems are used to divide families of such processes into
classes. The singularity of probability measures corresponding to representatives
of different classes is proved.

Keywords: generalized random process, theorems of Baxter type, singularity of
probability measures.
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