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ÀÍÀËÈÇ ÌÎÄÅËÅÉ ÑÈÑÒÅÌ Ñ ÃÅÒÅÐÎÃÅÍÍÛÌÈ ÑÅÐÂÅÐÀÌÈ

Àííîòàöèÿ. Èññëåäîâàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ
ñ ãåòåðîãåííûìè ñåðâåðàìè è áåç î÷åðåäåé ïðè íàëè÷èè çàÿâîê äâóõ òèïîâ.
Çàÿâêè âûñîêîãî ïðèîðèòåòà îáñëóæèâàþòñÿ â âûñîêîñêîðîñòíûõ ñåðâåðàõ,
à çàÿâêè íèçêîãî ïðèîðèòåòà — â íèçêîñêîðîñòíûõ. Â ñëó÷àÿõ çàíÿòîñòè
âñåõ ñåðâåðîâ â ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðóïïàõ äîïóñêàåòñÿ îáñëóæèâàíèå ïî-
ñòóïèâøåé çàÿâêè â äðóãîé ãðóïïå, ïðè ýòîì ïåðåíàçíà÷åíèÿ çàÿâîê îñóùå-
ñòâëÿþòñÿ ñîãëàñíî ðàíäîìèçèðîâàííîé ñõåìå. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âåðîÿòíîñòè
ïåðåíàçíà÷åíèÿ çàâèñÿò îò ÷èñëà çàíÿòûõ ñåðâåðîâ â ñîîòâåòñòâóþùåé
ãðóïïå. Ðàçðàáîòàíû ìåòîäû òî÷íîãî è ïðèáëèæåííîãî àíàëèçà õàðàêòåðèñ-
òèê ýòîé ñèñòåìû è ïîëó÷åíû ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëå-
íèÿ åå õàðàêòåðèñòèê.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãåòåðîãåííûé ñåðâåð, ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ, ïðèîðèòåòû,
ðàçíîòèïíûå çàÿâêè, îïòèìèçàöèÿ.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Êëàññè÷åñêèå ìîäåëè ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ (ÑÌÎ) áàçèðóþòñÿ íà

ðÿäå ïðåäïîëîæåíèé, îäíî èç êîòîðûõ — äîïóùåíèå î òîì, ÷òî âñå ïîêàçàòåëè

ñåðâåðîâ èäåíòè÷íû (ñêîðîñòü îáðàáîòêè çàïðîñîâ, íàäåæíîñòü, ñòîèìîñòü ýêñ-

ïëóàòàöèè è ò.ä.). Îäíàêî çà÷àñòóþ ýòî äîïóùåíèå ÿâëÿåòñÿ ãðóáûì ïðèáëèæå-

íèåì ê ðåàëüíîé ñèòóàöèè, òàê êàê â ïðîöåññå ðàñøèðåíèÿ ñóùåñòâóþùèõ ñèñ-

òåì, îñîáåííî áûñòðî ðàçâèâàþùèõñÿ êîìïüþòåðíûõ è òåëåêîììóíèêàöèîííûõ

ñèñòåì, ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü ãåòåðîãåííûå ñåðâåðû (Heterogeneous Ser-

vers, HS). Êðîìå êîìïüþòåðíûõ è òåëåêîììóíèêàöèîííûõ ñèñòåì, ñåðâåðû

ñ ðàçëè÷íûìè ñêîðîñòÿìè èñïîëüçóþòñÿ â ñèñòåìàõ, ãäå â ïðîöåññå îáñëóæèâà-

íèÿ çàÿâîê ó÷àñòâóþò ñïåöèàëèñòû.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïåðâàÿ ðàáîòà, ïîñâÿùåííàÿ èçó÷åíèþ ìîäåëåé ÑÌÎ

ñ ãåòåðîãåííûìè ñåðâåðàìè [1], áûëà îïóáëèêîâàíà ïî÷òè 60 ëåò òîìó íàçàä, ýòè

ìîäåëè äîëãîå âðåìÿ íå èññëåäîâàëèñü. Â óêàçàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàëàñü

ìàðêîâñêàÿ ñèñòåìà ñ áåñêîíå÷íîé î÷åðåäüþ è ðàíäîìèçèðîâàííûì äîñòóïîì,

ò.å. ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî äëÿ îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè íà-

çíà÷àåòñÿ îäèí èç ñâîáîäíûõ ñåðâåðîâ. Òàì æå ïðåäëàãàëèñü ôîðìóëû äëÿ íà-

õîæäåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé è ñðåäíåãî ÷èñëà çàÿâîê â ñèñòåìå. Óêàçûâà-

ëîñü, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà âñå ñåðâåðû ÿâëÿþòñÿ ãîìîãåííûìè

(èäåíòè÷íûìè), ïîëó÷àþòñÿ èçâåñòíûå êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû.

Â äàëüíåéøåì ïîäîáíûå ìîäåëè èçó÷àëèñü â [2, 3], ãäå âû÷èñëÿëèñü õàðàê-

òåðèñòèêè ñèñòåì ñ äâóìÿ è òðåìÿ ñåðâåðàìè è ðàíäîìèçèðîâàííûì äîñòóïîì.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñðàâíèâàëèñü ñ àíàëîãè÷íûìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ ñèñòåì

ñ ãîìîãåííûìè ñåðâåðàìè.

Èíòåðåñíû ðàáîòû, ãäå ïðèâåäåíû îáîáùåíèÿ êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ,

ïîëó÷åííûõ ðàíåå äëÿ ñèñòåì ñ ãîìîãåííûìè ñåðâåðàìè. Òàê, â [4] ïðåäëîæåíî

îáîáùåíèå èçâåñòíîé Â-ôîðìóëû Ýðëàíãà äëÿ ìîäåëè M G k k/ / / c HS è ðàíäî-

ìèçèðîâàííûì äîñòóïîì, à â [5] ðàññìîòðåíî îáîáùåíèå ïîñëåäíåé ìîäåëè, ãäå

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîñòóïàþùèå çàÿâêè òåðÿþòñÿ ñ îïðåäåëåííûìè âåðîÿòíîñ-

òÿìè, åñëè äàæå â ìîìåíòû èõ ïîñòóïëåíèÿ èìåþòñÿ ñâîáîäíûå ñåðâåðû. Â [5]

ïîëó÷åí àíàëîã Â-ôîðìóëû Ýðëàíãà äëÿ òàêîé ìîäåëè è ïîêàçàíî, ÷òî â ñòàöèî-

íàðíîì ðåæèìå âûõîäÿùèé ïîòîê òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâñêèì. Â [6] äîêàçàíî,
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÷òî âåðîÿòíîñòü ïîòåðè â ñèñòåìå M M k k/ / / èìååò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðè

èñïîëüçîâàíèè FSF-ñõåìû äîñòóïà (Fast Server First). Ñðåäíåå âðåìÿ îæèäàíèÿ

â ñèñòåìå M M k/ / / � ñ HS è ðàíäîìèçèðîâàííûì äîñòóïîì áóäåò ìèíèìàëü-

íûì, åñëè ñóììàðíóþ èíòåíñèâíîñòü îáñëóæèâàíèÿ ñåðâåðîâ ðàâíîìåðíî ðàñ-

ïðåäåëèòü ìåæäó íèìè, ò.å. äëÿ ãîìîãåííîé ñèñòåìû [7].

Â èçâåñòíûõ ïóáëèêàöèÿõ ïîäðîáíî èçó÷åíû ìîäåëè, â êîòîðûõ ïðèíÿòà

ñõåìà óïîðÿäî÷åííîãî äîñòóïà [8–15]. Ñîãëàñíî ýòîé ñõåìå çàðàíåå âñå ñåðâåðû

íóìåðóþòñÿ è íàçíà÷àåòñÿ ñâîáîäíûé ñåðâåð ñ ìèíèìàëüíûì íîìåðîì. Äåòàëü-

íûé îáçîð ýòèõ ðàáîò ïðèâåäåí â [16], ãäå ïðåäëîæåí ìåòîä íàõîæäåíèÿ

âåðîÿòíîñòè ïîòåðè â ñèñòåìå GI M k k/ / / .

Â ñèñòåìàõ ñ HS âàæíû ïðîáëåìû îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé äîñ-

òóïà çàÿâîê, à òàêæå ñõåì ðàñïðåäåëåíèÿ çàÿâîê ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ñåðâåðà-

ìè. Âî ìíîãèõ ðàáîòàõ èñïîëüçóþòñÿ ýâðèñòè÷åñêèå ñòðàòåãèè òèïà FSF-ñõåìû

äîñòóïà èëè ðàíäîìèçèðîâàííûå ñòðàòåãèè. Îäíàêî ïîñëå îïóáëèêîâàíèÿ [17]

âûÿñíèëîñü, ÷òî ýâðèñòè÷åñêèå ñòðàòåãèè íå âñåãäà ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè è

äàæå ñóáîïòèìàëüíûìè. Òàê, â [17] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ìèíèìèçàöèè ñðåäíåãî

÷èñëà çàÿâîê â ñèñòåìå íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ñòðàòåãèþ äîñòóïà ïîðîãîâîãî

òèïà: èç äâóõ ñåðâåðíûõ ñèñòåì áûñòðûé ñåðâåð ðàáîòàåò âñåãäà, åñëè â ñèñòåìå

èìååòñÿ õîòÿ áû îäíà çàÿâêà, à ìåäëåííûé — âêëþ÷àåòñÿ ëèøü, êîãäà äëèíà

î÷åðåäè äîñòèãàåò îïðåäåëåííîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ. Â äàëüíåéøåì ýòîò ðåçóëü-

òàò äîêàçûâàëñÿ ðàçëè÷íûìè àâòîðàìè ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçíûõ ïîäõîäîâ [18–21].

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäàëîñü äëÿ ìîäåëåé ñ íåíàäåæíûìè ñåðâåðàìè [22, 23].

Îáîáùåíèÿ ýòîé ñòðàòåãèè äëÿ ìîäåëåé ñ áîëåå ÷åì äâóìÿ ñåðâåðàìè ðàññìîòðå-

íû â [24–27].

Àíàëèç ðàáîò ïîêàçàë, ÷òî ïîäðîáíî èçó÷åíû ìîäåëè ñèñòåì ñ HS ïðè íàëè-

÷èè èäåíòè÷íûõ çàïðîñîâ. Àâòîðàì íàñòîÿùåé ñòàòüè íå èçâåñòíû ïóáëèêàöèè,

ïîñâÿùåííûå èçó÷åíèþ ìîäåëåé ñèñòåì ñ HS è ðàçíîòèïíûìè çàïðîñàìè, õîòÿ

î÷åâèäíî, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè HS êëàññèôèêàöèÿ îáðàáàòûâàåìûõ çàÿâîê ïî-

ìîãàåò ïîâûñèòü åå ýôôåêòèâíîñòü. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïîâûøåíèÿ ýêîíîìè÷åñ-

êîé ýôôåêòèâíîñòè è (èëè) óëó÷øåíèÿ îïåðàöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê ðàáîòû ñèñ-

òåìû ìîæíî âûäåëèòü âûñîêîïðèîðèòåòíûå (H-çàÿâêè) è íèçêîïðèîðèòåòíûå çà-

ÿâêè (L-çàÿâêè) è îðãàíèçîâàòü îáðàáîòêó H-çàÿâîê â âûñîêîñêîðîñòíûõ ñåðâåðàõ

(F -ñåðâåðàõ), à L-çàÿâîê â ìåäëåííûõ ñåðâåðàõ (S-ñåðâåðàõ). Â ñëó÷àÿõ çàíÿòîñòè

âñåõ ñåðâåðîâ îäíîé ãðóïïû â öåëÿõ óìåíüøåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïîòåðè çàÿâîê

(èëè ïîâûøåíèÿ êîýôôèöèåíòà èñïîëüçîâàíèÿ ñåðâåðîâ) ìîæíî îðãàíèçîâàòü îá-

ñëóæèâàíèå çàÿâîê ñîîòâåòñòâóþùåãî òèïà â äðóãîé ãðóïïå ñåðâåðîâ. Ïðè ýòîì

íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî âîçìîæíû óëó÷øåíèÿ (èëè óõóäøåíèÿ) êà÷åñòâà îáñëóæè-

âàíèÿ. Äëÿ îòâåòà íà âîïðîñ î öåëåñîîáðàçíîñòè ïåðåíàçíà÷åíèÿ çàÿâîê â äðóãèå

ãðóïïû ñåðâåðîâ íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü àäåêâàòíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü òà-

êèõ ñèñòåì äëÿ âû÷èñëåíèÿ èõ èñêîìûõ õàðàêòåðèñòèê.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñäåëàíà ïåðâàÿ ïîïûòêà â ýòîì íàïðàâëåíèè: ðàçðàáîòà-

íà ìîäåëü ñèñòåìû ñ ãåòåðîãåííûìè ñåðâåðàìè è ðàçíîòèïíûìè çàÿâêàìè, à òàê-

æå ïðåäëîæåíû ìåòîäû ðàñ÷åòà è îïòèìèçàöèè åå õàðàêòåðèñòèê.

ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÌÎÄÅËÈ È ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ñîäåðæèò äâå ãðóïïû ñåðâåðîâ: ñêîðîñòíûå (F -ñåðâåðû)

è ìåäëåííûå (S-ñåðâåðû). Êîëè÷åñòâà F - è S-ñåðâåðîâ ðàâíû N F �1 è N S �1

ñîîòâåòñòâåííî. Âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê â ýòèõ ñåðâåðàõ èìåþò ïîêàçàòåëü-

íûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñî ñðåäíèìè çíà÷åíèÿìè �
F
�1 è �

S
�1 äëÿ F - è S-ñåðâåðîâ ñî-

îòâåòñòâåííî, ïðè ýòîì � �F S� .
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Â ýòó ñèñòåìó ïîñòóïàþò ïðîñòåéøèå ïîòîêè äâóõ òèïîâ: âûñîêîïðèîðèòåò-

íûå (H-çàÿâêè) è íèçêîïðèîðèòåòíûå (L-çàÿâêè), ïðè ýòîì èõ èíòåíñèâíîñòè ðàâ-

íû � H è � L ñîîòâåòñòâåííî, à îáñëóæèâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñîãëàñíî

ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

� åñëè â ìîìåíòû ïîñòóïëåíèÿ H- è L-çàÿâîê èìååòñÿ õîòÿ áû îäèí ñâîáîä-

íûé ñåðâåð â ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïå êàíàëîâ, òî ýòè çàÿâêè íà÷èíàþò ìãíîâåí-

íî îáñëóæèâàòüñÿ â ñâîèõ ãðóïïàõ;

� åñëè â ìîìåíòû ïîñòóïëåíèÿ H- èëè L-çàÿâîê âñå ñåðâåðû â îáåèõ ãðóïïàõ

çàíÿòû, òî îíè òåðÿþòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà;

� åñëè â ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ H-çàÿâêè âñå F -ñåðâåðû çàíÿòû è êîëè÷åñòâî

çàíÿòûõ S-ñåðâåðîâ ðàâíî i, 0 1� � �i N S , òî ïîñòóïèâøàÿ H-çàÿâêà ëèáî ñ âåðî-

ÿòíîñòüþ �( )i , 0 1� ��( )i , íà÷èíàåò îáñëóæèâàòüñÿ â ëþáîì ñâîáîäíîì S-ñåðâå-

ðå, ëèáî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1��( )i ïîêèíåò ñèñòåìó, íå ïîëó÷èâ îáñëóæèâàíèÿ

(ò.å. òåðÿåòñÿ);

� åñëè â ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ L-çàÿâêè âñå S-ñåðâåðû çàíÿòû è êîëè÷åñòâî

çàíÿòûõ F -ñåðâåðîâ ðàâíî j, 0 1� � �j N F , òî ïîñòóïèâøàÿ L-çàÿâêà ëèáî ñ âå-

ðîÿòíîñòüþ �( )j , 0 1� ��( )j , íà÷èíàåò îáñëóæèâàòüñÿ â ëþáîì ñâîáîäíîì

F -ñåðâåðå, ëèáî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1� �( )j ïîêèäàåò ñèñòåìó.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ââåäåííûõ âåðîÿòíîñòåé �( )i è

�( )j ìîæíî ïîëó÷èòü äåòåðìèíèðîâàííûå ñõåìû îáñëóæèâàíèÿ ðàçíîòèïíûõ çà-

ÿâîê â «÷óæèõ» ãðóïïàõ, êîòîðûå ëåãêî ðåàëèçóþòñÿ íà ïðàêòèêå. Òàê, íàïðèìåð,

ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñõåìû:
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Â ñîîòíîøåíèÿõ (1) âåëè÷èíà T T NS S S, 0� � , óêàçûâàåò ïîðîãîâîå çíà÷å-

íèå äëÿ ÷èñëà çàíÿòûõ S-ñåðâåðîâ, íèæå êîòîðîãî äîïóñêàåòñÿ îáñëóæèâàíèå

H-çàÿâîê â äàííîé ãðóïïå, à åñëè ÷èñëî çàíÿòûõ ñåðâåðîâ äàííîé ãðóïïû ïðåâû-

øàåò âåëè÷èíó TS , òàêîå îáñëóæèâàíèå íå äîïóñêàåòñÿ. Àíàëîãè÷íûé ñìûñë

èìååò âåëè÷èíà TF , 0� �T NF F .

Çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà çàíÿòûõ ñåðâå-

ðîâ â ðàçëè÷íûõ ãðóïïàõ, à òàêæå õàðàêòåðèñòèê ñèñòåì: CF è CS — êîýôôèöè-

åíòîâ èñïîëüçîâàíèÿ F - è S-ñåðâåðîâ ñîîòâåòñòâåííî; PBH è PBL — âåðîÿò-

íîñòåé ïîòåðè H- è L-çàÿâîê ñîîòâåòñòâåííî; RHS è RLF — èíòåíñèâíîñòè H- è

L-çàÿâîê, îáñëóæåííûõ íà S- è F -ñåðâåðàõ ñîîòâåòñòâåííî.

ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÎÄÅËÈ È ÒÎ×ÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È

Ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çàäàåòñÿ äâóìåðíûì âåê-

òîðîì ( , )k kF S , ãäå åãî êîìïîíåíòû kF è kS óêàçûâàþò ÷èñëî çàíÿòûõ êàíà-

ëîâ â ãðóïïàõ F - è S-ñåðâåðîâ ñîîòâåòñòâåííî. Ñîâîêóïíîñòü ýòèõ âåêòîðîâ

ñîñòàâëÿåò ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé (ÔÏÑ) ìîäåëè — äåêàðòîâîå ïðî-

èçâåäåíèå äâóõ ìíîæåñòâ:

E N NF S� �{ } { }0 1 0 1, , , , , ,� � . (2)

Ïîñêîëüêó âõîäÿùèå ïîòîêè ÿâëÿþòñÿ ïðîñòåéøèìè è âðåìåíà îáñëóæèâà-

íèÿ ðàçíîòèïíûõ çàÿâîê èìåþò ïîêàçàòåëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêàÿ

ìîäåëü èçó÷àåìîé ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóìåðíóþ öåïü Ìàðêîâà

(Two-Dimensional Markov Chain, 2-D MC) ñ ÔÏÑ (2).

Ýëåìåíòû ïðîèçâîäÿùåé ìàòðèöû (ÏÌ) óêàçàííîé 2-D MC îáîçíà÷èì

q k k k kF S F S(( , ), ( , ))
 
 . Ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè èçó÷àåìîé 2-D MC âîçìîæíû ñëåäó-

þùèå ïåðåõîäû:
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� åñëè â ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ H-çàÿâêè ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè
( , )k kF S , k NF F� , òî ñ èíòåíñèâíîñòüþ � H ïðîèñõîäèò ïåðåõîä â ñîñòîÿíèå
( , )k kF S�1 ;

� åñëè â ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ H-çàÿâêè ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè
( , )N kF S , k Ns s� , òî ñ èíòåíñèâíîñòüþ � �H Sk( ) ïðîèñõîäèò ïåðåõîä â ñîñòîÿ-
íèå ( , )N kF S �1 ;

� åñëè â ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ L-çàÿâêè ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè
( , )k kF S , k NS S� , òî ñ èíòåíñèâíîñòüþ � L ïðîèñõîäèò ïåðåõîä â ñîñòîÿíèå
( , )k kF S �1 ;

� åñëè â ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ L-çàÿâêè ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè
( , )k NF S , k NF F� , òî ñ èíòåíñèâíîñòüþ � �L Fk( ) ïðîèñõîäèò ïåðåõîä â ñîñòî-
ÿíèå ( , )k NF S�1 ;

� åñëè â ìîìåíò çàâåðøåíèÿ ïðîöåññà îáñëóæèâàíèÿ â ãðóïïå F -ñåðâåðîâ
ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ( , )k kF S , òî ñ èíòåíñèâíîñòüþ kF F� ïðîèñõî-
äèò ïåðåõîä â ñîñòîÿíèå ( , )k kF S�1 ;

� åñëè â ìîìåíò çàâåðøåíèÿ ïðîöåññà îáñëóæèâàíèÿ â ãðóïïå S-ñåðâåðîâ
ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ( , )k kF S , òî ñ èíòåíñèâíîñòüþ kS S� ïðîèñõîäèò
ïåðåõîä â ñîñòîÿíèå ( , )k kF S �1 .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëîæèòåëüíûå ýëåìåíòû ÏÌ èçó÷àåìîé 2-D MC îïðåäåëÿ-

þòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

q k k k kF S F S(( , ), ( , ))
 
 �

�

� 
 � � 
 �

� �

�

� � �

H F F F F S S

H S L F F

k N k k k k

k k N

, , , ,

( ) ,

åñëè

åñëè

1

, , , ,

, , ,

k N k N k k

k N k k k k

S S F F S S

L S S F F S S

� 
 � 
 � �

� 
 � 
 � �

1

� åñëè 1

1

,

( ) , , , , ,

,

� � �

�

L F H S S F F F F S S

F F

k k N k N k k k N

k

� � � 
 � � 
 �åñëè

åñëè

åñëè


 � � 
 �


 � 
 � �

	




�
�
�

k k k k

k k k k k

F F S S

S S F F S S

1

1

, ,

, , .��

�
�
�

(3)

Èç ñîîòíîøåíèé (3) ïîëó÷àåì, ÷òî âñå ñîñòîÿíèÿ èçó÷àåìîé 2-D MC ñîîá-

ùàþòñÿ, èíûìè ñëîâàìè, â íåé ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíûé ðåæèì. Âåðîÿòíîñòü

ñîñòîÿíèÿ ( , )k k EF S � â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå îáîçíà÷èì p k kF S( , ). Ýòè âåðî-

ÿòíîñòè íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ (ÑÓÐ). Èñïîëüçóÿ ñîîòíî-

øåíèÿ (3), ïîëó÷àåì, ÷òî ýòà ÑÓÐ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

� äëÿ ñëó÷àåâ k N k NF F S S� �,

( ) ( , )� � � �H L F F S S F Sk k p k k� � � �

� � � � � � �� �H F S F L F S Sp k k I k p k k I k( , ) ( ) ( , ) ( )1 0 1 0

� � � � � �( ) ( , ) ( ) ( , )k p k k k p k kF F F S S S F S1 1 1 1� � ; (4)

� äëÿ ñëó÷àåâ k N k NF F S S� �,

( ( ) ) ( , )� � � � �H S L F F S S F Sk N k p N k� � � �

� � � � � �( ( ) ) ( , ) ( )� � �H S L F S Sk p N k I k1 1 0

� � � � �� �H F S S S F Sp N k k p N k( , ) ( ) ( , )1 1 1 ; (5)

� äëÿ ñëó÷àåâ k N k NF F S S� �,

( ( ) ) ( , )� � � � �H L F F F S S F Sk k N p k N� � � �

� � � � � �( ( )) ( , ) ( )� � �H L F F S Fk p k N I k1 1 0

� � � � �� �L F S F F F Sp k N k p k N( , ) ( ) ( , )1 1 1 ; (6)
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� äëÿ ñëó÷àåâ k N k NF F S S� �,

( ) ( , ) ( ( ) ) ( , )N N p N N N p N NF F S S F S H S L F S� � � � �� � � � � �1 1

� � � �( ( )) ( , )� � �H L F F SN p N N1 1 . (7)

Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ I A( ) îáîçíà÷àåò èíäèêàòîðíóþ ôóíêöèþ ñîáûòèÿ A.

Ê íèì äîáàâëÿåòñÿ åùå è óðàâíåíèå íîðìèðîâêè

( , )

( , )

k k E

F S

F S

p k k

�
� �1. (8)

Ïðèâåäåííàÿ ÑÓÐ (4)–(8) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, è ïîñëå åãî íàõîæ-

äåíèÿ ìîæíî âû÷èñëèòü òðåáóåìûå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû. Òàê, êîýôôèöèåí-

òû èñïîëüçîâàíèÿ ñåðâåðîâ îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

C N N x F Sx x x� �
~

/ , ,{ }, (9)

ãäå
~
N F è

~
N S îáîçíà÷àþò ñðåäíåå ÷èñëî çàíÿòûõ ñåðâåðîâ â ãðóïïàõ F - è

S-ñåðâåðîâ ñîîòâåòñòâåííî, ò.å.

~
( , )N k p k kF F

k

N

k

N

F S

F

F

S

S

�
� �
� �

1 0

,
~

( , )N k p k kS

k

N

S

k

N

F S

S

S

F

F

�
� �
� �

1 0

.

Çàÿâêè âûñîêîãî ïðèîðèòåòà òåðÿþòñÿ â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ: åñëè â ìîìåíò

ïîñòóïëåíèÿ H-çàÿâêè âñå ñåðâåðû â îáåèõ ãðóïïàõ çàíÿòû, òî ïîñòóïèâøàÿ çàÿâêà

òåðÿåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà; åñëè â ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ H-çàÿâêè âñå ñåðâå-

ðû â ãðóïïå F -ñåðâåðîâ çàíÿòû è ÷èñëî çàíÿòûõ S-ñåðâåðîâ â ãðóïïå ðàâíî i, òî

ïîñòóïèâøàÿ çàÿâêà òåðÿåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1��( )i . Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìàÿ âå-

ðîÿòíîñòü ïîòåðè H-çàÿâîê âû÷èñëÿåòñÿ òàê:

PB p N N k p N kH F S

k

N

S F S

S

S

� � �
�

�

�( , ) ( ( )) ( , )

0

1

1 � . (10)

Ñ ïîìîùüþ àíàëîãè÷íûõ ðàññóæäåíèé ïîëó÷àåì, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïîòåðè

L-çàÿâîê âû÷èñëÿåòñÿ òàê:

PB p N N k p k NL F S

k

N

F F S

F

F

� � �
�

�

�( , ) ( ( )) ( , )

0

1

1 � . (11)

Èíòåíñèâíîñòè H-çàÿâîê, îáñëóæåííûõ íà S-ñåðâåðàõ ( )RHS , è L-çàÿâîê, îá-

ñëóæåííûõ íà F -ñåðâåðàõ ( )RLF , âû÷èñëÿþòñÿ òàê:

R p N k kHS H

k

N

F S S

S

S

�
�

�

�� �
0

1

( , ) ( ), (12)

R p k N kLF L

k

N

F S F

F

F

�
�

�

�� �
0

1

( , ) ( ). (13)

Ðàçðàáîòàííûé ïîäõîä ëåãêî ðåàëèçóåòñÿ äëÿ ìîäåëåé ìàëîé ðàçìåðíîñòè.

Îäíàêî ñ ðîñòîì ÷èñëà ðàçíîòèïíûõ ñåðâåðîâ â êàæäîé ãðóïïå åãî ïðèìåíåíèå òðå-

áóåò íåîïðàâäàííî áîëüøîãî âðåìåíè âûïîëíåíèÿ. Èçâåñòíûå ìàòðè÷íî-ãåîìåòðè-

÷åñêèå ìåòîäû [28–30], êîòîðûå çà÷àñòóþ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ

ïðîáëåì, èìåþò ðÿä íåäîñòàòêîâ (ïîäðîáíåå îá ýòèõ ìåòîäàõ ñì. â [31]).

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ àëüòåðíàòèâíûé ïðèáëèæåííûé ìåòîä, êîòî-

ðûé ïîçâîëÿåò ðåøàòü ðàññìàòðèâàåìûå çàäà÷è ñ ïîìîùüþ ÿâíûõ ôîðìóë.
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ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È

Ïðèìåíåíèå ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà òðåáóåò ðàñùåïëåíèÿ ÔÏÑ ìîäåëè íà òàêèå

êëàññû, ÷òîáû èíòåíñèâíîñòè ïåðåõîäîâ ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè âíóòðè êëàññîâ íà-

ìíîãî ïðåâûøàëè èíòåíñèâíîñòè ïåðåõîäîâ ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè èç ðàçíûõ

êëàññîâ. Â äàííîé ìîäåëè òàêîå ðàñùåïëåíèå ëåãêî îñóùåñòâëÿåòñÿ. Äåéñòâè-

òåëüíî, ïîñêîëüêó F -ñåðâåð èìååò áîëåå âûñîêóþ ñêîðîñòü îáñëóæèâàíèÿ, ÷åì

S-ñåðâåð, è (ïðåäïîëîæèòåëüíî) èíòåíñèâíîñòü H-çàïðîñîâ íàìíîãî áîëüøå,

÷åì èíòåíñèâíîñòü L-çàïðîñîâ, òî ñëåäóþùåå ðàñùåïëåíèå ÏÑ ìîäåëè óäîâëåò-

âîðÿåò óêàçàííûì óñëîâèÿì:

E E E E j jj

j

N

j j

S

� �� �
� 0

1 21 2� �, , , (14)

ãäå E i j E i Nj F� � �{ }( , ) : ,0 , j N S� 0, .

Çàìå÷àíèå 1. Çäåñü è äàëåå äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ è óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé

â íåêîòîðûõ ôîðìóëàõ âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ( , )k kF S çàìåíÿåòñÿ âåêòîðîì ( , )i j .

Íà îñíîâå ðàñùåïëåíèÿ (14) âñå ìèêðîñîñòîÿíèÿ êàæäîãî êëàññà E j îáúåäè-

íÿþòñÿ â îäíî óêðóïíåííîå ñîñòîÿíèå � �j , è òàêèì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ìíî-

æåñòâî óêðóïíåííûõ ñîñòîÿíèé � � � � �{ }j j N S: ,0 .

Ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ~( , ), ( , )p i j i j E� , èñõîäíîé

ìîäåëè îïðåäåëÿþòñÿ òàê (ñì. ïðèëîæåíèå â [32]):

~ ( , ) ( ) ( )p i j i jj� � �� � , (15)

ãäå � j i( ) — âåðîÿòíîñòü ñîñòîÿíèÿ ( , )i j âíóòðè ðàñùåïëåííîé ìîäåëè ñ ïðîñòðàí-

ñòâîì ñîñòîÿíèé E j , à �( )� �j — âåðîÿòíîñòü óêðóïíåííîãî ñîñòîÿíèÿ � � �j � .

Âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé âíóòðè âñåõ ðàñùåïëåííûõ ìîäåëåé ñ ïðîñòðàíñòâîì

ñîñòîÿíèé E j , 0 1� � �j N S , íå çàâèñÿò îò èíäåêñà j è ñîâïàäàþò ñ âåðîÿòíîñòÿìè

ñîñòîÿíèé êëàññè÷åñêîé ìîäåëè Ýðëàíãà M M N NF F/ / / ñ íàãðóçêîé � H , ò.å.

�
� �

j
H
i

H
j

j

N

Fi
i j

i N
F

( )
! !

, ,/� �
�
�

0

0 ,
(16)

ãäå � � �H H F� / .

Çàìå÷àíèå 2. Ïîñêîëüêó âåðîÿòíîñòè � j i( ), i N F� 0, , íå çàâèñÿò îò èíäåêñà j

ïðè 0 1� � �j N S , òî äàëåå äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ è óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé

â ñîîòâåòñòâóþùèõ ôîðìóëàõ ýòîò èíäåêñ îïóñêàåòñÿ.

Âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé âíóòðè ðàñùåïëåííîé ìîäåëè ñ ïðîñòðàíñòâîì ñî-

ñòîÿíèé E j ïðè j N S� ñîâïàäàþò ñ âåðîÿòíîñòÿìè ñîñòîÿíèé îäíîìåðíîãî ïðî-

öåññà ðàçìíîæåíèÿ–ãèáåëè ñ çàâèñÿùèìè îò ñîñòîÿíèÿ èíòåíñèâíîñòÿìè ïåðåõî-

äîâ, ò.å.

�
�

� �N

F
i H

j

i

N FS S
i

i
j i N( )

!

~
( ) ( ), ,� �

�

�

�1
0 1

0

1

, (17)

ãäå
~

( ) ( )� � � �H H Lj j� � , j N S� �0 1, . Âåðîÿòíîñòü � N S
( )0 íàõîäèòñÿ èç óñëî-

âèÿ íîðìèðîâêè, ò.å. � N

j

N

S

F

j( )

�
� �

0

1.

Òîãäà ïîñëå îïðåäåëåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ âûêëàäîê íàõîäèì, ÷òî èíòåíñèâ-

íîñòè ïåðåõîäîâ ìåæäó óêðóïíåííûìè ñîñòîÿíèÿìè � �j1 è � �j2 âû÷èñëÿþòñÿ òàê:
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q j j
j j j

j j j

L

S

( , )

~
( ), ,

, ,
� � � � �

� �

� �
1 2

1 2 1

1 2 1

1

1

�

�

åñëè

åñëè

	


�

(18)

ãäå
~

( ) ( ( , )) ( ( )) ( , )� � � � � � �L L B H F L H B H Fj E N j E N1 11� � � � , j N S1 0 1� �, .

Çäåñü è äàëåå E x mB ( , ) îáîçíà÷àåò Â-ôîðìóëó Ýðëàíãà äëÿ ñèñòåìû

M M m m/ / / ñ íàãðóçêîé x , ò.å. E x m
x

m

x

j
B

m j

j

m

( , )
! !
/�

�
�

0

.

Ñëåäîâàòåëüíî, èç ðàâåíñòâà (18) ïîëó÷àåì, ÷òî âåðîÿòíîñòè óêðóïíåííûõ

ñîñòîÿíèé �( )� �j , j�� , ñîâïàäàþò ñ âåðîÿòíîñòÿìè ñîñòîÿíèé îäíîìåðíîãî ïðî-

öåññà ðàçìíîæåíèÿ–ãèáåëè ñ çàâèñÿùèìè îò ñîñòîÿíèÿ èíòåíñèâíîñòÿìè

ïåðåõîäîâ, ò.å.

�
�

� �( )
!

~
( ) ( ), ,� � � � � �

�

�

�j
j

i j N

S
j L

i

j

S
1

0 1

0

1

. (19)

Âåðîÿòíîñòü �( )� �0 íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè, ò.å. �( )� � �
�
� j

j

N S

0

1.

Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (16)–(19) èç (15) âû÷èñëÿþòñÿ ïðèáëèæåííûå çíà÷å-

íèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé èñõîäíîé ìîäåëè. Ïîñëå íàõîæäåíèÿ ýòèõ âåðîÿò-

íîñòåé ëåãêî îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ õàðàêòåðèñ-

òèê (10)–(13) äàííîé ñèñòåìû:

PB N N E N i iH N F S B H F

i

N

S

S

� � � � � � �
�

�

�� � � � �( ) ( ) ( , ) ( ( )) ( )1

0

1

, (20)

PB N N i iL S N F

i

N

NS

F

S
� � � � �

�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�� � � �( ) ( ) ( ( )) ( )

0

1

1 , (21)

R E N i iHS H B H F

i

N S

� � �
�

�

�� � � �( , ) ( ) ( )

0

1

, (22)

R N i iLF L S N

i

N

S

F

� � �
�

�

�� � � �( ) ( ) ( )

0

1

. (23)

Ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ñðåäíåãî ÷èñëà çàíÿòûõ ñåðâåðîâ â êàæäîé ãðóïïå

îïðåäåëÿþòñÿ òàê (ñì. ôîðìóëû (9) è çàìå÷àíèå 2):

~
( ( )) ( ) ( ) ( )N N i i N i iF S

i

N

S N

i

NF

S

F

� � � � � � �
� �
� �1

1 1

� � � � , (24)

~
( )N j jS

j

N S

� � �
�
�

1

� . (25)

Äàëåå ñ ó÷åòîì (9), (24) è (25) íàõîäÿòñÿ ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöè-

åíòîâ èñïîëüçîâàíèÿ ñåðâåðîâ â êàæäîé ãðóïïå.

×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ

Ïîëó÷åííûå ôîðìóëû ïîçâîëÿþò èçó÷àòü ïîâåäåíèå õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû

îòíîñèòåëüíî èçìåíåíèÿ ëþáûõ åå ïàðàìåòðîâ. Ââèäó îãðàíè÷åííîãî îáúåìà

ñòàòüè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîëè÷åñòâî ðàçíîòèïíûõ ñåðâåðîâ è íàãðóçî÷íûå

ïàðàìåòðû ðàçíîòèïíûõ çàÿâîê ÿâëÿþòñÿ ôèêñèðîâàííûìè âåëè÷èíàìè, è ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ ëèøü ïîâåäåíèå õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ïîðîãîâûõ

ïàðàìåòðîâ TF è TS , êîòîðûå îïðåäåëåíû â ñîîòíîøåíèÿõ (1).
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôèêñèðîâàííûå çíà÷åíèÿ èñõîäíûõ ïàðàìåòðîâ ÿâëÿþòñÿ

ñëåäóþùèìè: N F �10, N S � 30, � H � 50, � L � 40, �F � 9, �S � 3. Îòìåòèì, ÷òî

ïðèâåäåííûé äàëåå àíàëèç îñíîâàí èñêëþ÷èòåëüíî íà ýòèõ çíà÷åíèÿõ èñõîäíûõ

äàííûõ.

Çàâèñèìîñòü ôóíêöèè PBH îò ïàðàìåòðîâ TF è TS ïîêàçàíà íà ðèñ. 1.

Óâåëè÷åíèå ïàðàìåòðà TS ïîâûøàåò øàíñû H-çàÿâîê áûòü ïðèíÿòûìè äëÿ îáñëóæè-

âàíèÿ, è ïîýòîìó ôóíêöèÿ PBH óáûâàþùàÿ îòíîñèòåëüíî óêàçàííîãî ïàðàìåòðà, ïðè

ýòîì åå çíà÷åíèÿ ïî÷òè íå çàâèñÿò îò ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà TF

(ñì. ðèñ. 1, à). Âìåñòå ñ òåì ôóíêöèÿ PBH ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé îòíîñèòåëüíî èçìåíå-

íèÿ ïàðàìåòðà TF ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà TS (ñì. ðèñ. 1, á).

Çàâèñèìîñòü ôóíêöèè PBL îò ïàðàìåòðîâ TF è TS ïîêàçàíà íà ðèñ. 2. Óâåëè-

÷åíèå ïàðàìåòðà TS ïîâûøàåò øàíñû H-çàÿâîê áûòü ïðèíÿòûìè äëÿ îáñëóæèâà-

íèÿ â ãðóïïå S-ñåðâåðîâ, è òåì ñàìûì óìåíüøàåò øàíñû L-çàÿâîê áûòü ïðèíÿòûìè

äëÿ îáñëóæèâàíèÿ. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ PBL ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé îòíîñèòåëüíî

ïàðàìåòðà TS , ïðè ýòîì åå çíà÷åíèÿ ïî÷òè íå çàâèñÿò îò ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé

ïàðàìåòðà TF , òàê êàê îòëè÷àþòñÿ ëèøü â ïÿòîì çíàêå ïîñëå äåñÿòè÷íîé òî÷êè

(ñì. ðèñ. 2, à). Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ôóíêöèÿ PBL óáûâàþùàÿ îòíîñèòåëüíî

èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà TF , ïîñêîëüêó óâåëè÷åíèå çíà÷åíèÿ ýòîãî ïàðàìåòðà

ïîâûøàåò øàíñû L-çàÿâîê áûòü ïðèíÿòûìè äëÿ îáñëóæèâàíèÿ, ïðè ýòîì îíà ïî÷òè

íå çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà TS (ñì. ðèñ. 2, á).

Ïîñêîëüêó ðîñò ïàðàìåòðà TS ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ èíòåíñèâíîñòè îáñëó-

æèâàíèÿ H-çàÿâîê â ãðóïïå S-ñåðâåðîâ, ôóíêöèÿ RHS âîçðàñòàþùàÿ îòíîñèòåëü-

íî óêàçàííîãî ïàðàìåòðà, ïðè ýòîì åå çíà÷åíèÿ ïî÷òè íå çàâèñÿò îò ôèêñèðîâàí-

íîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà TF (ðèñ. 3, à). Îäíàêî ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé

îòíîñèòåëüíî èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà TF ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà

TS (ðèñ. 3, á).
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Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü PBL îò ïàðàìåòðà TS ïðè TF � 3 (êðèâàÿ 1), TF � 1 (êðèâàÿ 2), TF � 5 (êðè-
âàÿ 3) (à), à òàêæå îò ïàðàìåòðà TF ïðè TS � 22 (êðèâàÿ 1), TS � 15 (êðèâàÿ 2), TS � 7 (êðèâàÿ 3) (á)

à

PBL � �10 6

3

2

1

TS

PBL � �10 6

á

TF

1 2

3

Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü PBH îò ïàðàìåòðà TS ïðè TF � 3 (êðèâàÿ 1), TF � 1 (êðèâàÿ 2) TF � 5 (êðè-
âàÿ 3) (à), à òàêæå îò ïàðàìåòðà TF ïðè TS � 22 (êðèâàÿ 1), TS � 15 (êðèâàÿ 2), TS � 7 (êðèâàÿ 3) (á)

à

PBH � �10 3

TS

á

1

2

3
1

2

3

PBH � �10 3

TF



Óâåëè÷åíèå ïàðàìåòðà TF ïðèâîäèò ê ïîâûøåíèþ èíòåíñèâíîñòè îáñëóæèâà-

íèÿ L-çàÿâîê â ãðóïïå F -ñåðâåðîâ, ïîýòîìó ôóíêöèÿ RLF âîçðàñòàþùàÿ îòíîñèòåëü-

íî ýòîãî ïàðàìåòðà, ïðè ýòîì åå

çíà÷åíèÿ ïî÷òè íå çàâèñÿò îò

ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ ïàðà-

ìåòðà TS (ðèñ. 4, à). Âàæíî, ÷òî

ýòà ôóíêöèÿ òàêæå âîçðàñòàåò îò-

íîñèòåëüíî èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà

TS ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíè-

ÿõ ïàðàìåòðà TF , ïðè ýòîì åå

çíà÷åíèÿ ïî÷òè íå çàâèñÿò îò çíà-

÷åíèÿ ïàðàìåòðà TF , ò.å. îòëè÷à-

þòñÿ ëèøü â ÷åòâåðòîì çíàêå ïî-

ñëå äåñÿòè÷íîé òî÷êè (ðèñ. 4, á).

Ôóíêöèÿ CF ðàñòåò ñ î÷åíü

ìàëîé ñêîðîñòüþ îòíîñèòåëüíî

èçìåíåíèÿ îáîèõ ïàðàìåòðîâ:

TF è TS , ïðè ýòîì åå çíà÷åíèÿ

îòëè÷àþòñÿ â ïÿòîì çíàêå ïîñëå

äåñÿòè÷íîé òî÷êè (ðèñ. 5, à, á).

Ôóíêöèÿ CS ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿí-

íîé îòíîñèòåëüíî èçìåíåíèÿ ïà-

ðàìåòðà TF ïðè ðàçëè÷íûõ çíà-

÷åíèÿõ ïàðàìåòðà TS (ðèñ. 6, à),

è îíà ðàñòåò ñ ìàëîé ñêîðîñòüþ
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Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü RLF îò ïàðàìåòðà TF ïðè TS � 22 (êðèâàÿ 1), TS � 15 (êðèâàÿ 2), TS � 7 (êðè-
âàÿ 3) (à), à òàêæå îò ïàðàìåòðà TS ïðè TF � 3 (êðèâàÿ 1), TF � 1 (êðèâàÿ 2), TF � 5 (êðèâàÿ 3) (á)

à

RLF � �10 4

3

2

1

TF

RLF � �10 4

á

TS

1

2

3

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü RHS îò ïàðàìåòðà TS ïðè TF � 3 (êðèâàÿ 1), TF � 1 (êðèâàÿ 2), TF � 5 (êðè-
âàÿ 3) (à), à òàêæå îò ïàðàìåòðà TF ïðè TS � 22 (êðèâàÿ 1), TS � 15 (êðèâàÿ 2), TS � 7 (êðèâàÿ 3) (á)

à

RHS

TS

á

1

2

3

1

2

3

RHS

TF

Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòü CF îò ïàðàìåòðà TF ïðè TS � 22
(êðèâàÿ 1), TS � 15 (êðèâàÿ 2), TS � 7 (êðèâàÿ 3) (à),
à òàêæå îò ïàðàìåòðà TS ïðè TF � 3 (êðèâàÿ 1), TF � 1
(êðèâàÿ 2), TF � 5 (êðèâàÿ 3) (á)

à

á

TF

TS

CF

CF

3

1

2

2

1

3



îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà TS , ïðè

ýòîì åå çíà÷åíèÿ ïîëíîñòüþ ñî-

âïàäàþò ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷å-

íèÿõ ïàðàìåòðà TF (ðèñ. 6, á).

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè äàí-

íîé ñèñòåìû äëÿ óêàçàííûõ ðà-

íåå èñõîäíûõ äàííûõ ðåøåíà.

Êðèòåðèåì çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ìè-

íèìèçàöèÿ ñóììàðíûõ øòðà-

ôîâ (Total Cost, TC), ñâÿçàííûõ

ñ ïîòåðåé ðàçíîòèïíûõ âûçî-

âîâ. Ïóñòü ïîòåðÿ îäíîãî H-âû-

çîâà îöåíèâàåòñÿ â 30 ó.å.,

à àíàëîãè÷íàÿ âåëè÷èíà äëÿ

L-âûçîâîâ ðàâíà 4 ó.å. Òîãäà çà-

äà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:

òðåáóåòñÿ íàéòè òàêóþ ïàðó

( , )T TF S
  , ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü

ñóììàðíûå øòðàôû. Ôîðìàëüíî

ýòà çàäà÷à çàïèñûâàåòñÿ òàê:

TC T T PB T TF S H F S( , ) ( , )� �30

� !4PB T TL F S( , ) min (26)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

1 1 1 1� � � � � �T N T NF F S S, . (27)

Çàäà÷à (26), (27) âñåãäà èìååò ðåøåíèå, òàê êàê ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé

ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì äèñêðåòíûì ìíîæåñòâîì. Âñëåäñòâèå ñëîæíîãî âèäà öåëåâîé

ôóíêöèè (26) íå óäàåòñÿ çàðàíåå îïðåäåëèòü åå âûïóêëîñòü èëè âîãíóòîñòü (óíèìî-

äàëüíîñòü). Âìåñòå ñ òåì äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä ïðîñòî-

ãî ïåðåáîðà. Äëÿ âûáðàííûõ èñõîäíûõ äàííûõ ðåøåíèåì çàäà÷è (26), (27) ÿâëÿåòñÿ

( , ) ( , )T TF S
  � 6 29 , ïðè ýòîì ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå TCmin ( , )6 29 � 0.000276.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ðàáîòå èçó÷åíà ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ ñ ãåòåðîãåííûìè ñåðâåðàìè è äâóìÿ

òèïàìè çàÿâîê. Ïðè íàëè÷èè õîòÿ áû îäíîãî ñåðâåðà â ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðóï-

ïàõ çàÿâêè âûñîêîãî ïðèîðèòåòà îáñëóæèâàþòñÿ â âûñîêîñêîðîñòíûõ ñåðâå-

ðàõ, à çàÿâêè íèçêîãî ïðèîðèòåòà — â íèçêîñêîðîñòíûõ. Â ñëó÷àå çàíÿòîñòè

âñåõ ñåðâåðîâ â ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðóïïàõ äîïóñêàåòñÿ îáñëóæèâàíèå ïîñòó-

ïèâøåé çàÿâêè â äðóãîé ãðóïïå, ïðè ýòîì ïåðåíàçíà÷åíèÿ çàÿâîê îñóùåñòâëÿ-

þòñÿ ñîãëàñíî ðàíäîìèçèðîâàííîé ñõåìå. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âåðîÿòíîñòè ïåðåíàç-

íà÷åíèÿ çàâèñÿò îò ÷èñëà çàíÿòûõ ñåðâåðîâ â ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïå.

Ïîêàçàíî, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ èññëåäóåìîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ íå-

êîòîðàÿ äâóìåðíàÿ öåïü Ìàðêîâà, è ðàçðàáîòàíû ìåòîäû òî÷íîãî è ïðèáëèæåí-

íîãî àíàëèçà õàðàêòåðèñòèê ýòîé ñèñòåìû. Òî÷íûé àíàëèç îñíîâàí íà èñïîëüçî-

âàíèè ñèñòåìû óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ äëÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé, à ïðèáëèæåí-

íûé — èñïîëüçóåò àëãîðèòìû ôàçîâîãî óêðóïíåíèÿ ñîñòîÿíèé äâóìåðíûõ öåïåé

Ìàðêîâà. Ïîëó÷åííûå ôîðìóëû ïîçâîëÿþò ïðîâîäèòü ÷èñëåííûé àíàëèç è îïòè-

ìèçàöèþ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû.
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Ðèñ. 6. Çàâèñèìîñòü CS îò ïàðàìåòðà TF ïðè TS � 22
(êðèâàÿ 1), TS � 15 (êðèâàÿ 2), TS � 7 (êðèâàÿ 3) (à),
à òàêæå îò ïàðàìåòðà TS ïðè TF � 3 (êðèâàÿ 1), TF � 1
(êðèâàÿ 2), TF � 5 (êðèâàÿ 3) (á)

à
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À.Ç. Ìåë³êîâ, Ë.À. Ïîíîìàðåíêî, Å.Â. Ìåõáàë³ºâà
ÀÍÀË²Ç ÌÎÄÅËÅÉ ÑÈÑÒÅÌ Ç ÃÅÒÅÐÎÃÅÍÍÈÌÈ ÑÅÐÂÅÐÀÌÈ

Àíîòàö³ÿ. Çàïðîïîíîâàíî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ñèñòåìè îáñëóãîâóâàííÿ ç ãåòå-
ðîãåííèìè ñåðâåðàìè ³ áåç ÷åðã çà íàÿâíîñò³ âèìîã äâîõ òèï³â. Âèìîãè âèñî-
êîãî ïð³îðèòåòó îáñëóãîâóþòüñÿ ó âèñîêîøâèäê³ñíèõ ñåðâåðàõ, à âèìîãè íèçü-
êîãî ïð³îðèòåòó — â íèçüêîøâèäê³ñíèõ. Ó âèïàäêàõ çàéíÿòîñò³ âñ³õ ñåðâåð³â ó
â³äïîâ³äíèõ ãðóïàõ äîïóñêàºòüñÿ îáñëóãîâóâàííÿ âèìîãè, ùî íàä³éøëà,
â ³íø³é ãðóï³, ïðè öüîìó ïåðåïðèçíà÷åííÿ âèìîã çä³éñíþºòüñÿ çã³äíî ç ðàí-
äîì³çîâàíîþ ñõåìîþ. Ââàæàºòüñÿ, ùî éìîâ³ðíîñò³ ïåðåïðèçíà÷åííÿ çàëåæàòü
â³ä ê³ëüêîñò³ çàéíÿòèõ ñåðâåð³â ó â³äïîâ³äí³é ãðóï³. Ðîçðîáëåíî ìåòîäè òî÷íîãî
³ íàáëèæåíîãî àíàë³çó õàðàêòåðèñòèê ö³º¿ ñèñòåìè. Îòðèìàíî ÿâí³ ôîðìóëè äëÿ
íàáëèæåíîãî îá÷èñëåííÿ ¿¿ õàðàêòåðèñòèê.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ãåòåðîãåííèé ñåðâåð, ñèñòåìà îáñëóãîâóâàííÿ, ïð³îðèòåòè,
ð³çíîòèïí³ âèìîãè, îïòèì³çàö³ÿ.

A.Z. Melikov, L.A. Ponomarenko, E.V. Mekhbaliyeva
ANALYZING THE MODELS OF SYSTEMS WITH HETEROGENEOUS SERVERS

Abstract. The mathematical model of a queueing system with heterogeneous
servers, without queues and two types of calls is investigated. High priority calls
are processed in fast servers while low priority calls are processed in slow
servers. If all servers in some group are busy then reassigning of calls to
another group is allowed. Reassigning is based on random schemes and
reassignment probability depends on the number of busy servers in appropriate
group. Exact and approximate methods are developed for the analysis of
characteristics of the system. Explicit approximate formulas to calculate the
approximate values of characteristics are proposed.

Keywords: queuing-inventory system, heterogeneous servers, priority, customers
of different types, optimization.
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