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ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÎÍÍÛÅ ÌÎÄÅËÈ ÑÒÐÀÕÎÂÎÉ
ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ

Àííîòàöèÿ. Äàí îáçîð ñòîõàñòè÷åñêèõ îïòèìèçàöèîííûõ ìîäåëåé ñòðàõî-
âîé ìàòåìàòèêè è ìåòîäîâ èõ ðåøåíèÿ íà îñíîâå ìåòîäîëîãèè ìíîãîêðèòå-
ðèàëüíîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.
Ýâîëþöèÿ êàïèòàëà ñòðàõîâîé êîìïàíèè ðàññìàòðèâàåòñÿ â äèñêðåòíîì âðå-
ìåíè. Îñíîâíûìè ñëó÷àéíûìè ïàðàìåòðàìè ìîäåëåé ÿâëÿþòñÿ óðîâíè
ñòðàõîâûõ âûïëàò, ò.å. îòíîøåíèÿ îïëà÷åííûõ ñòðàõîâûõ òðåáîâàíèé
ê ñîîòâåòñòâóþùèì ïðåìèÿì çà åäèíèöó âðåìåíè. Ïåðåìåííûå îïòèìèçà-
öèè — ñòðóêòóðà ñòðàõîâîãî ïîðòôåëÿ (ñòðóêòóðà âàëîâîé ïðåìèè) è ðàç-
ìåð äèâèäåíäîâ. Êðèòåðèÿìè ýôôåêòèâíîñòè ÿâëÿþòñÿ ïîêàçàòåëè äîõîä-
íîñòè ñòðàõîâîãî áèçíåñà, à ïîêàçàòåëÿìè ðèñêà — âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ è
êàïèòàë, íåîáõîäèìûé äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ ðàçîðåíèÿ. Öåëü îïòèìèçàöèè —
ïîèñê ïàðåòî-îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé. Ïðåäëîæåíû ìåòîäû íàõîæäåíèÿ ýòèõ
ðåøåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòðàõîâàÿ ìàòåìàòèêà, ïðîöåññ ðèñêà, âåðîÿòíîñòü ðàçîðå-
íèÿ, ñòîõàñòè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå, ìíîãîêðèòåðèàëüíûå çàäà÷è, äâóõ-
ýòàïíûå çàäà÷è, âåðîÿòíîñòíûå îãðàíè÷åíèÿ, ñòîõàñòè÷åñêîå îïòèìàëüíîå
óïðàâëåíèå, ÷àñòè÷íî-öåëî÷èñëåííîå ïðîãðàììèðîâàíèå, äèíàìè÷åñêîå ïðî-
ãðàììèðîâàíèå.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Òðàäèöèîííàÿ òåîðèÿ îïòèìàëüíîãî ñòðàõîâàíèÿ áàçèðóåòñÿ íà òåîðèè îæèäàå-
ìîé ïîëåçíîñòè [1, 2]. Àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä îñíîâàí íà îïòèìèçàöèè äî-
õîäíîñòè è/èëè ðèñêà [3–11]. Â êà÷åñòâå ïîêàçàòåëÿ ðèñêà ÷àùå âñåãî èñïîëü-
çóåòñÿ âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ (âåðîÿòíîñòü íåïëàòåæåñïîñîáíîñòè), îöåíêàì è
âû÷èñëåíèþ êîòîðîé ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà [12–14]. Òðóäíîñòü âîç-
íèêàþùèõ ïðè ýòîì îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî îíè îòíî-
ñÿòñÿ ê êëàññó íåâûïóêëûõ çàäà÷ ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ èëè ñòî-
õàñòè÷åñêîãî îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðè âåðîÿòíîñòíûõ îãðàíè÷åíèÿõ. Òåîðèÿ
ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ ôîðìàëèçàöèè çàäà÷ ïðè-
íÿòèÿ ðåøåíèé â óñëîâèÿõ ñòîõàñòè÷åñêîé íåîïðåäåëåííîñòè [15–18]. Â íàñòîÿ-
ùåé ðàáîòå íà ìîäåëüíûõ ïðèìåðàõ ïîêàçûâàåòñÿ, êàê ñòàâÿòñÿ è ÷èñëåííî ðåøà-
þòñÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè ñòðàõîâîãî áèçíåñà ïî íåñêîëüêèì êðèòåðèÿì â ðàìêàõ
ïàðàäèãìû âû÷èñëèòåëüíîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [19].

Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîé ìîäåëè Êðàìåðà–Ëóíäáåðãà â äàííîé ñòàòüå ïðî-
öåññ ñòîõàñòè÷åñêîé ýâîëþöèè êàïèòàëà ñòðàõîâîé êîìïàíèè ðàññìàòðèâàåòñÿ
â äèñêðåòíîì âðåìåíè, ÷òî îïðàâäàíî äèñêðåòíîé âðåìåííîé (êâàðòàëüíîé, ãîäîâîé)
îò÷åòíîñòüþ êîìïàíèé ïî ðåçóëüòàòàì ñâîåé äåÿòåëüíîñòè. Â ñòðàõîâàíèè îñíîâ-
íûì èñòî÷íèêîì ñëó÷àéíîñòè ÿâëÿþòñÿ ñòðàõîâûå òðåáîâàíèÿ, êîòîðûå ïîÿâëÿþòñÿ
â ñëó÷àéíûå ìîìåíòû âðåìåíè è èìåþò ñëó÷àéíûé ðàçìåð. Â ðàññìàòðèâàåìûõ ìî-
äåëÿõ ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì îñíîâíîé ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé ÿâëÿåòñÿ óðîâåíü
ñòðàõîâûõ âûïëàò — îòíîøåíèå âûïëàò ê ïðåìèÿì çà åäèíèöó âðåìåíè (ãîä, êâàð-
òàë). Äèíàìèêà ïðèíÿòèÿ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé â ýòèõ ìîäåëÿõ îòîáðàæàåòñÿ
â äâóõ- è ìíîãîýòàïíîé ñòðóêòóðå ìîäåëåé ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ,
à òàêæå ìíîãîýòàïíîñòè ìîäåëåé ñòîõàñòè÷åñêîãî äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ. Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ðÿä íîâûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ âîçíèêàþùèõ ñòîõàñòè÷åñ-
êèõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷. Áîëåå ïîëíî ýòè âîïðîñû èññëåäóþòñÿ â [20].
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E-ÌÎÄÅËÜ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êîíöåïòóàëüíóþ ìîäåëü ñòðàõîâîé êîìïàíèè. Ïóñòü
u � 0 îáîçíà÷àåò ñòðàõîâîé ðåçåðâ èç íåêîòîðîãî äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà U ,
x X� — ïëàíîâûé îáúåì ñòðàõîâûõ äîãîâîðîâ (â äåíåæíîì âûðàæåíèè) èç
äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà X , � � 0 — ñòðàõîâàÿ íàãðóçêà, c x( ) — ÷èñòàÿ ïðåìèÿ
ïî äîãîâîðàì ñòðàõîâàíèÿ (âàëîâàÿ ïðåìèÿ ( )1� � x ìèíóñ ïðîèçâîäñòâåííûå
èçäåðæêè íà ïîääåðæàíèå îáúåìà äîãîâîðîâ óðîâíÿ x, � � 0 — (ñëó÷àéíàÿ)
óáûòî÷íîñòü ñòðàõîâîãî áèçíåñà (ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F ( )� ), ò.å. ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñòðàõîâûõ òðåáîâàíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ åäèíèöå ïðåìèé.
Â ñòðàõîâîé ñòàòèñòèêå âåëè÷èíà � íàçûâàåòñÿ óðîâíåì âûïëàò [21]. Â òåîðèè
ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ äâóõýòàï-
íàÿ ìîäåëü ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ïðèìåíèòåëüíî ê ñòðàõîâîìó ìîäåëèðîâàíèþ
îíà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì: íà ïåðâîì ýòàïå ïðèíèìàåòñÿ äåòåðìèíè-
ðîâàííîå ðåøåíèå ( , )u x , à íà âòîðîì — íàáëþäàåòñÿ âåëè÷èíà �, ò.å. ñòàíî-
âèòñÿ èçâåñòíîé âåëè÷èíà ñòðàõîâûõ òðåáîâàíèé �x. Öåëüþ áèçíåñà ÿâëÿåòñÿ
ìàêñèìèçàöèÿ äèâèäåíäîâ d, êîòîðûå ìîãóò áûòü, â çàâèñèìîñòè îò ïîñòàíîâ-
êè, êàê äåòåðìèíèðîâàííûìè, òàê è ñëó÷àéíûìè. Ïóñòü ðåøåíèå î äèâèäåíäàõ
ïðèíèìàåòñÿ äî òîãî, êàê ñòàíóò îêîí÷àòåëüíî èçâåñòíû ñòðàõîâûå òðåáîâà-
íèÿ �x. Òàêèì îáðàçîì, åñëè íà ïåðâîì ýòàïå êàïèòàë êîìïàíèè ñîñòàâëÿë âå-
ëè÷èíó u, òî íà âòîðîì îí ñîñòàâëÿåò ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó

f u x d u c x d x( , , , ) ( )� �� � � � , (1)

êîòîðàÿ ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíîé, òàê è îòðèöàòåëüíîé. Â ïîñëåäíåì
ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî íàñòóïàåò íåïëàòåæåñïîñîáíîñòü êîìïàíèè. Â ðàìêàõ
ñòàíäàðòíîé òåîðèè ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïðîáëå-
ìó íåïëàòåæåñïîñîáíîñòè ìîæíî ðåøèòü çà ñ÷åò çàèìñòâîâàíèÿ êàïèòàëà âå-
ëè÷èíû ( min , ( ) )� � � �{ }0 u c x d x� , óìíîæåííîãî íà êîýôôèöèåíò øòðàôà q 	 0
çà íåïëàòåæåñïîñîáíîñòü (åñòåñòâåííî ïîëàãàòü, ÷òî q � 1). Òîãäà çàäà÷à ïðè-
íÿòèÿ ðåøåíèé î âåëè÷èíàõ u x d, , ñîñòîèò â ìàêñèìèçàöèè ñóììàðíîãî îæè-
äàåìîãî äîõîäà (E-çàäà÷à):

F u x q d q u c x d x
u x W U X d

( , , ) min , ( ) max
( , ) ,

� � � � � 

� � � �

E { }
�

�0
0
, (2)

ãäå E � — îïåðàòîð ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïî �. Åñëè ìíîæåñòâî-îãðàíè-
÷åíèå W U X� � îäíîòî÷å÷íîå, ò.å. âåëè÷èíû u x, ôèêñèðîâàíû, òî çàäà÷à (2),
ïî ñóòè, êàñàåòñÿ òîëüêî âûáîðà çàðàíåå âûïëà÷èâàåìûõ äèâèäåíäîâ d. Ïðè
ôèêñèðîâàííîì ïàðàìåòðå q è âûïóêëîé ââåðõ ôóíêöèè c x( ) çàäà÷à (2) ÿâëÿåò-
ñÿ çàäà÷åé âûïóêëîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, äëÿ ðåøåíèÿ êîòî-
ðîé ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ìåòîäû [15–19]. Ïóñòü ( , , )* * *u x d — îïòèìàëüíîå
ðåøåíèå çàäà÷è (2). Ïðè ýòîì íå èñêëþ÷åíî, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé �

èìååò ìåñòî íåïëàòåæåñïîñîáíîñòü êîìïàíèè, f u x d( , , , )* * * � 
 0, èëè, èíûìè

ñëîâàìè, âåðîÿòíîñòü íåïëàòåæåñïîñîáíîñòè Pr{ }f u x d( , , , )* * * � 
 0 áîëüøå
íóëÿ. Îäíàêî çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà øòðàôà q ìîæíî äîáèòüñÿ æå-
ëàåìîãî óìåíüøåíèÿ ýòîé âåðîÿòíîñòè [22].

P-ÌÎÄÅËÜ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß

Èìåþòñÿ è äðóãèå ïîñòàíîâêè çàäà÷ ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, íà-
ïðèìåð òàê íàçûâàåìûå P-çàäà÷è [17]. Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà
ðàññìîòðèì çàäà÷ó

d
u x W U X d



� � � �

max
( , ) , 0

(3)
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ïðè âåðîÿòíîñòíîì îãðàíè÷åíèè

Pr{ }u c x x d� � � 
 �( ) � �0 , (4)

ãäå Pr{ }� — âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ, � — ïàðàìåòð íàäåæ-
íîñòè ñòðàõîâîãî áèçíåñà, 0 1
 
� . Â îòëè÷èå îò (2) ìîäåëü (3), (4) ïîçâîëÿåò
ÿâíî êîíòðîëèðîâàòü âåðîÿòíîñòü íåïëàòåæåñïîñîáíîñòè, íî ïðè ýòîì îêàçû-
âàåòñÿ íåâûïóêëîé. Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èì F z z( ) � �Pr { }� ôóíêöèþ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû �. Òîãäà

Pr{ } Pr{ }u c x d x u c x d x F u c x d� � � 
 � 	 � � � � � �( ) ( ( ) ) / (( ( )� �0 1 ) / )x

è, òàêèì îáðàçîì, îãðàíè÷åíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

F u c x d x(( ( ) ) / )� � � �1 �. (5)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî îãðàíè÷åíèå (5) è, ñëåäîâàòåëüíî, (4) ìîãóò áûòü íåâûïóê-
ëûìè, ÷òî çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåò ðåøåíèå çàäà÷è (3), (4).

ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÑÒÐÀÕÎÂÎÃÎ ÏÎÐÒÔÅËß

Â ñòðàõîâàíèè ïîðòôåëü îçíà÷àåò ñòðóêòóðó ñòðàõîâîé ïðåìèè ïî ðàçíûì âè-
äàì ñòðàõîâàíèÿ. Áóäåì îïèñûâàòü ñòðàõîâîé ïîðòôåëü âåêòîðîì x X� ñ êîì-
ïîíåíòàìè ( , , )x xn1 � , ãäå X — ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïîðòôåëåé, íàïðèìåð,

X x x wii

n� � �
��{ }0 1: ñ ôèêñèðîâàííîé ñóììàðíîé íîìèíàëüíîé ñòîèìîñòüþ w.

Îáîçíà÷èì c xi( ) è � i ÷èñòûé äîõîä è ñëó÷àéíóþ óáûòî÷íîñòü i-ãî âèäà ñòðà-
õîâàíèÿ (íàïðèìåð, â ãîäîâîì âûðàæåíèè), � � �� ( , , )1 � n . Òîãäà àíàëîãè÷-
íî (1) ïðè íà÷àëüíîì êàïèòàëå u è äèâèäåíäíûõ âûïëàòàõ d ñëó÷àéíûé êàïè-
òàë â êîíöå ãîäà áóäåò ðàâåí

f u x d u c x d xi

i

n

i i

i

n

i( , , , ) ( )� �� � � �
� �
� �

1 1

.

Çàäà÷è îïòèìèçàöèè ñòðàõîâîãî ïîðòôåëÿ ñòàâÿòñÿ àíàëîãè÷íî (2):

F u x q d q f u x d
u x W U X d

( , , ) min , ( , , , ) max
( , ) ,

� � 

� � � �

E { }� �0
0
; (6)

èëè ïîäîáíî (3), (4):
d

u x W U X d



� � � �
max

( , ) , 0
, (7)

Pr{ }f u x d( , , , )� �
 �0 . (8)

Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòíîå îãðàíè÷åíèå (8) íåëüçÿ âûðàçèòü ÷åðåç
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, êàê â (5), ïîýòîìó çàäà÷à (7), (8) òðåáóåò ðàçðàáîòêè
ñïåöèàëüíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ.

ÑÂÅÄÅÍÈÅ P-ÌÎÄÅËÈ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß
Ê ×ÀÑÒÈ×ÍÎ-ÖÅËÎ×ÈÑËÅÍÍÛÌ ÇÀÄÀ×ÀÌ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ

Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � ïðèíèìàåò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé (ñöå-
íàðèåâ) { }� �1, ,� k ñ âåðîÿòíîñòÿìè { }p pk1, ,� , òî çàäà÷ó (3), (4) ìîæíî ýê-
âèâàëåíòíî ñâåñòè ê çàäà÷å ÷àñòè÷íî-öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Ïóñòü z z zk� { }1, ,� — íàáîð áóëåâûõ ïåðåìåííûõ, à M — äîñòàòî÷íî áîëü-
øàÿ êîíñòàíòà. Òîãäà çàäà÷à (3), (4) ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé çàäà÷å ÷àñòè÷-
íî-öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

d
u x W d z k



� � �

max
( , ) , , ,0 0 1{ }

, (9)
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p zi

i

k

i

�
� � �

1

1 �, (10)

u c x d x M z i ki i� � � � � � �( ) ( ), , ,� 1 1 � . (11)

Çäåñü îãðàíè÷åíèå (10) îçíà÷àåò, ÷òî ñóììàðíàÿ âåðîÿòíîñòü òåõ ñöåíàðèåâ i,
äëÿ êîòîðûõ zi �1, áîëüøå èëè ðàâíà ( )1� � . Ïðè zi �1 ñîîòâåòñòâóþùåå îãðà-
íè÷åíèå u c x d x M zi i� � � � � �( ) ( )� 1 ïðåîáðàçóåòñÿ â íåðàâåíñòâî u c x� �( )
� � �d xi� 0, à ïðè zi � 0 îíî ïåðåõîäèò â íåðàâåíñòâî u c x d x Mi� � � � �( ) � è
â ñèëó áîëüøîé âåëè÷èíû M âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, ò.å. íå ÿâëÿåòñÿ
îãðàíè÷èâàþùèì. Òàêèì îáðàçîì, â ñîâîêóïíîñòè îãðàíè÷åíèÿ (10), (11) âëå-
êóò âûïîëíåíèå âåðîÿòíîñòíîãî îãðàíè÷åíèÿ (4). Ïîäîáíûé ïîäõîä ê ñâåäå-
íèþ çàäà÷è ñ âåðîÿòíîñòíûì îãðàíè÷åíèåì ê çàäà÷å ÷àñòè÷íî-öåëî÷èñëåííîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ (âïåðâûå ïðåäëîæåí â [23], ñì. òàêæå [24]) ïðèìåíÿåòñÿ
â [9, 20] ê îïòèìèçàöèè ñòðàõîâîãî ïîðòôåëÿ ïðè îãðàíè÷åíèè íà âåðîÿòíîñòü
ðàçîðåíèÿ êîìïàíèè.

ÂÅÊÒÎÐÍÀß ÇÀÄÀ×À ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè ñòðàõîâîãî áèçíåñà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ìíîãîêðè-
òåðèàëüíàÿ. Íàïðèìåð, âìåñòî çàäà÷ (2) è (3), (4) ìîæíî ðàññìîòðåòü ñëåäóþ-
ùèå äâóõêðèòåðèàëüíûå çàäà÷è:

f u x d d
u x W d

1
0

( , , ) max
( , ) ,

� 

� �

, (12)

f u x d u c x d x
u x W d

2
0

0( , , ) min , ( ) min
( , ) ,

� � � � � 

� �

E { }� � , (13)

ãäå âòîðîé êðèòåðèé f u x d2 ( , , ) îçíà÷àåò ñðåäíèé äåôèöèò êàïèòàëà â ìîìåíò
ðàçîðåíèÿ,

f u x d d
u x W d

1
0

( , , ) max
( , ) ,

� 

� �

, (14)

f u x d u c x d x
u x W d3 0

0( , , ) ( ) min
( , ) ,

� � � � 
 

� �

Pr{ }� . (15)

Ýôôåêòèâíàÿ ãðàíèöà ïåðâîé çàäà÷è (12), (13) â ïëîñêîñòè «äîõîä-
íîñòü–ðèñê» ( , )f f1 2 çàäàåòñÿ ôóíêöèåé

F d f u x d d x u
u x W u x W2 2 0( ) min ( , , ) min max ,

( , ) ( , )
� � � �

� �
E {� � � c x( )}. (16)

Åñëè c x( ) — ëèíåéíàÿ èëè âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ, òî (16) — çàäà÷à âûïóêëîãî
ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [15, 16, 18].

Ýôôåêòèâíàÿ ãðàíèöà âòîðîé çàäà÷è (14), (15) â ïëîñêîñòè «äèâèäåíäû–âåðîÿò-
íîñòü ðàçîðåíèÿ» ( , )f f1 3 çàäàåòñÿ ôóíêöèåé

F d f u x d u c x d x
u x W u x W3 3( ) min ( , , ) min ( )

( , ) ( , )
� � � � �

� �
Pr { � 
 0}. (17)

Äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ íåâûïóêëîé çàäà÷åé ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ. Â ñëó÷àå ñêàëÿðíûõ � è x ïîëó÷àåì

F d F u c x d x
u x W3 1( ) min [ (( ( ) ) / )]

( , )
� � � �

�
,

ãäå F ( )� — ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû �.
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Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � ïðèíèìàåò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé (ñöå-
íàðèåâ) { }� �1, ..., n ñ âåðîÿòíîñòÿìè { }p pn1, ,� , òî çàäà÷à (17) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å
÷àñòè÷íî-öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ àíàëîãè÷íî [24]. Äåéñòâèòåëüíî,
ââåäåì áóëåâûå ïåðåìåííûå { }z zn1, ,� è ðàññìîòðèì çàäà÷ó

p zi

i

n

i
u x W zi

n
� � �
� 


1 0 1
max

( , ) , ,{ }
,

u c x d x M z i ni i� � � � � � �( ) ( ), , ,� 1 1 � ,

ãäå M — äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ êîíñòàíòà. Â äàííîé çàäà÷å ìàêñèìèçèðóåòñÿ
âåðîÿòíîñòü íåðàçîðåíèÿ, ïîýòîìó îíà ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å (17).

ÌÎÄÅËÜ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß
Ñ ÐÅØÀÞÙÈÌÈ ÑÒÐÀÒÅÃÈßÌÈ

Ðàññìîòðèì âàðèàíò, êîãäà ðåøåíèå î âûïëàòå äèâèäåíäîâ ïðèíèìàåòñÿ ïîñëå
òîãî, êàê ñòàíóò èçâåñòíû ñòðàõîâûå òðåáîâàíèÿ �x. Â ýòîì ñëó÷àå äèâèäåíäû
d d� �( ) ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíîé èçìåðèìîé ôóíêöèåé îò êàïèòàëà êîìïàíèè
u c x x� �( ) � . Òîãäà çàäà÷à (3), (4) ïðèíèìàåò âèä

E
�

�d u c x x
u x W d

( ( ) ) max
( , ) , ( )

� � 

� � �0

(18)

ïðè âåðîÿòíîñòíîì îãðàíè÷åíèè

Pr{ }u c x x d u c x x� � � � � 
 �( ) ( ( ) )� � �0 , (19)

ãäå îïòèìèçàöèÿ âåäåòñÿ íå òîëüêî ïî ïåðåìåííûì u è x, íî è ïî âñåì èçìå-
ðèìûì (ïî Áîðåëþ) ôóíêöèÿì d( )� � 0. Äàííàÿ çàäà÷à áåñêîíå÷íîìåðíàÿ, äëÿ
åå ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî ïåðåáðàòü âñå âîçìîæíûå èçìåðèìûå ôóíêöèè d( )�
âìåñòå ñî âñåìè äîïóñòèìûìè çíà÷åíèÿìè u è x. Îäèí èç âîçìîæíûõ ïîäõî-
äîâ ê åå ïðèáëèæåííîìó ðåøåíèþ ñîñòîèò â çàäàíèè ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìû
ôóíêöèè d( )� . Íàïðèìåð, ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ òàê íàçûâàåìûìè áàðüåðíûìè
ñòðàòåãèÿìè d y y( , ) max ,� � � �{ }0 , ãäå y — ïàðàìåòð âåëè÷èíû áàðüåðà. Âûáîð
áàðüåðíîé ñòðàòåãèè âûïëàòû äèâèäåíäîâ îçíà÷àåò, ÷òî ïðè êàïèòàëå êîìïà-
íèè ìåíüøå áàðüåðà äèâèäåíäû íå âû÷èòàþòñÿ èç êàïèòàëà, à ïðè êàïèòàëå
áîëüøå áàðüåðà â êà÷åñòâå äèâèäåíäîâ âû÷èòàåòñÿ ÷àñòü êàïèòàëà, ïðåâûøàþ-
ùåãî áàðüåð. Âîçìîæíû è äðóãèå âèäû äèâèäåíäíûõ ñòðàòåãèé, çàâèñÿùèå,
âîîáùå ãîâîðÿ, îò âåêòîðíîãî êîíå÷íîìåðíîãî ïàðàìåòðà y. Ïðè ïîäñòàíîâêå
ôóíêöèè d y( , )� â çàäà÷ó (18), (19) ïîñëåäíÿÿ ïðåîáðàçóåòñÿ â êîíå÷íîìåðíóþ
çàäà÷ó

E E { }
�

� � �d u c x x y u c x x y
u x W

( ( ) , ) max , ( ( ) ) max
( , )

� � � � � � 

�

0
, y�0

(20)

ïðè âåðîÿòíîñòíîì îãðàíè÷åíèè

Pr { { } }u c x x u c x x y� � � � � � 
 �( ) max , ( ( ) )� � �0 0 (21)

è ïîääàåòñÿ ðåøåíèþ ïåðåáîðíûìè (ýâîëþöèîííûìè) àëãîðèòìàìè. Òàêèì æå
îáðàçîì ìîãóò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíû âåêòîðíûå çàäà÷è (12)–(15). Ïîäîáíûé
ïîäõîä ê ðåøåíèþ ñëîæíûõ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ ñòîõàñòè÷åñêîãî îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ äèâèäåíäíîé ñòðàòåãèåé ñòðàõîâîé êîìïàíèè ïðèìåíÿåòñÿ â [25].

ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß

Ïóñòü ðåçåðâû ñòðàõîâîé êîìïàíèè X t èçìåíÿþòñÿ ñ òå÷åíèåì (äèñêðåòíîãî)
âðåìåíè t � 0 1, ,� ñîãëàñíî ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ:

X X c x d X y x X u tt t t t� � � � � � �1 0 0 1( ) ( , ) , , , ,� �
(22)
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Çäåñü x — íîìèíàëüíàÿ ñòîèìîñòü ñòðàõîâîãî ïîðòôåëÿ; c x( ) — äåòåðìèíèðî-
âàííûå ïîñòóïëåíèÿ ïðåìèé â åäèíèöó âðåìåíè îò ñòðàõîâîãî ïîðòôåëÿ x;

d X y Xt t( , ) [ , ]� 0 — äèâèäåíäíàÿ ñòðàòåãèÿ êàê ôóíêöèÿ òåêóùåãî êàïèòàëà è

ïàðàìåòðà y; { }� t t, , ,� 0 1 � — íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå (êàê

íåêîòîðàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F ) íàáëþäåíèÿ
óðîâíÿ âûïëàò ñòðàõîâûõ òðåáîâàíèé. Ïðîöåññ (22) íàçûâàåòñÿ ïðîöåññîì ðèñ-
êà. Ïîä ñîáûòèåì ðàçîðåíèÿ (èëè íåïëàòåæåñïîñîáíîñòè) ïðîöåññà ðèñêà áóäåì

ïîíèìàòü òàêèå ðåàëèçàöèè ïðîöåññà (22), êîãäà X t 
 0 äëÿ íåêîòîðîãî t 	 0.

Îáîçíà÷èì � t u( ) âåðîÿòíîñòü íåðàçîðåíèÿ ïðîöåññà (22) çà t øàãîâ ïðè íà-

÷àëüíîì êàïèòàëå X u0 � :

� t ku X k t X u( ) , ,� � � � �Pr{ }0 0 0 ,

ãäå Pr { }� — âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ, îáîçíà÷åííîãî â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ. Ôóíê-
öèÿ � çàâèñèò íå òîëüêî îò u, íî è îò äðóãèõ ïàðàìåòðîâ ( , )x y ïðîöåññà (22).
Îäíàêî â äàííîì êîíòåêñòå ýòà çàâèñèìîñòü ÿâíî íå óêàçûâàåòñÿ. Ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ôóíêöèé { }� t t( ), , ,� � 0 1 � óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíûì ñîîòíîøåíèÿì

� �1 0( ) ( ) ( )u u c x d u x� � � � � �Pr{ }

� � � � � � �Pr{ }� ( ( ) ( )) / (( ( ) ( )) / )u c x d u x F u c x d u x , (23)

� � ��
t tu u c x d u x t� � � � � �1 1 2( ) ( ( ) ( ) ), , ,E � , (24)

ãäå E � — îïåðàòîð ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ (èíòåãðàë Ëåáåãà ïî ìåðå, èí-
äóöèðîâàííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé �), F z z( ) � �Pr { }� ; ïî îïðåäåëåíèþ

� t u( ) � 0 ïðè u
 0 äëÿ âñåõ t.

ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÑÒÐÀÕÎÂÎÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ

Âåðîÿòíîñòü íåðàçîðåíèÿ ïðîöåññà (22) íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè

�( ) ,u X t X ut� � � � �Pr { }0 0 0

óäîâëåòâîðÿåò ïðè ôèêñèðîâàííîì x (èíòåãðàëüíîìó) óðàâíåíèþ

� � ��( ) ( ( ) ( ) )u u c x d u x� � � � �E

� � � �

� � � �
� � � �

� �

( ( ) ( ) ) ( )
: ( ) ( )

u c x d u x dF

u c x d u x{ }0

, (25)

ãäå ïî îïðåäåëåíèþ �( )u � 0 ïðè u
 0. Ýòî ëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå,
êîòîðîå âñåãäà èìååò íóëåâîå ðåøåíèå. Îäíàêî èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò óñëî-
âèÿ, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò íåóáûâàþùåå ðåøåíèå �( )� òàêîå, ÷òî

0 1� ��( )u , lim ( )
{ }u

u

��

�� 1. (26)

Â ðàáîòàõ [20, 26] èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ïîäîáíûõ óðàâíåíèé è óñëîâèÿ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè òàêîãî ðåøåíèÿ. Ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèÿ (23),
(24), ïî ñóòè, îïðåäåëÿþò ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé äëÿ ðåøåíèÿ
èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (25).

Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîð A u u c x d u x� � ��( ) ( ( ) ( ) )� � � �E â ïðàâîé ÷àñ-
òè (25) íåðàñòÿãèâàþùèé îòíîñèòåëüíî sup-íîðìû:
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| | | | | ( , ) ( , )|A A A u x A u x
u

� � � �1 2
0

1 2� � � �
�

sup

� � � � � � � �
�

sup E E
u

u c x d u x x u c x d u x
0

1 2| ( ( ) ( ) , ) ( ( ) ( )� �� � � � , )|x �

� � � � � � � �
�

E sup� � � � �
u

u c x d u x x u c x d u x x
0

1 2| ( ( ) ( ) , ) ( ( ) ( ) , )| �

� � � � � �
�

E sup E� �� � � � � �
y

y x y x
0

1 2 1 2 1 2| ( , ) ( , )| | | | | | | | | .

Íî ýòîò îïåðàòîð íå ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì, ïîýòîìó ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåí-
íîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (25), à òàêæå ñõîäèìîñòü ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ïðèáëèæåíèé (23), (24) íå ìîãóò áûòü âûâåäåíû èç ïðèíöèïà ñæèìàþùèõ
îòîáðàæåíèé.

ÍÅÎÁÕÎÄÈÌÛÅ È ÄÎÑÒÀÒÎ×ÍÛÅ ÓÑËÎÂÈß ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈß È
ÅÄÈÍÑÒÂÅÍÍÎÑÒÈ ÐÅØÅÍÈÉ ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÑÒÐÀÕÎÂÎÉ
ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ

Ïóñòü A u u c x d x� � ��( ) ( ( ) )� � � �E — îïåðàòîð â ïðàâîé ÷àñòè (25), ãäå x d, —
ôèêñèðîâàííûå ïàðàìåòðû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � îãðàíè-
÷åíà, � � m ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà. Íàéäåì ôóíêöèþ �* ( )u òàêóþ, ÷òî

A u u� �* *( ) ( )� èìååò âèä �*
( )( ) max , *u e

L u u� � � �{ }0 1 , ãäå L u, * — èñêîìûå

êîíñòàíòû. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè:

A u e dF
L u u c x d x

u c x d x

� ��
*

( ( ) )
( ( ) )/

( ) ( ) ( )*� � �� � � � �
� �

� 1
0

� � � � � � � �
� �

F u c x d x e e
L u u L x d c x

u c x d

(( ( ) ) / ) ( ) ( ( ))
( ( ) )

* �

0

/

( )
x

dF� ��

� � � � � � � �
� �

�F u c x d x e e dF
L u u L x d c x(( ( ) ) / ) ( )( ) ( ( ))* � �

0

. (27)

Íàéäåì u L* , òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ

( ( ) ) /*u c x d x m� � � , e dFL x d c x( ( )) ( )� �� �
� �

� �

0

1,

òîãäà èç (27) äëÿ u u� * ïîëó÷àåì A u e
L u u�

*
( )( ) *� � � �1 è, òàêèì îáðàçîì, äëÿ

âñåõ u � 0 èìååì A u e u
L u u� �

*
( )

*( ) max , ( )*� � �� �{ }0 1 . Ýòî óñëîâèå íåîáõîäè-

ìî è äîñòàòî÷íî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (25), (26) [26].

Ïðèìåíèâ îïåðàòîð A ê ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè 1( ) , ,
, ,

u
u

u
� �



�
�
�

1 0
0 0

ïîëó÷èì

A u dF F u c x d x

u c x d x

1( ) ( ) (( ( ) ) / )
( ( ) )/

� � � �
� �

�
0

� .

Åñëè F y( )
 1 äëÿ âñåõ y, òî A u1( )
 1 äëÿ âñåõ u � 0. Ýòî óñëîâèå äîñòàòî÷íî
äëÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (25), (26). Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ åäèí-
ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ (ïîäîáíîãî òèïà) ïðèâåäåíû â [26].
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ÄÈÑÊÎÍÒÈÐÎÂÀÍÍÛÅ ÏÎÊÀÇÀÒÅËÈ ÔÓÍÊÖÈÎÍÈÐÎÂÀÍÈß

Äëÿ ïðîöåññà (22) ðàññìîòðèì ðÿä àääèòèâíûõ ôóíêöèîíàëîâ ïîëåçíîñòè è
ðèñêà. Ïóñòü íà êàæäîì øàãå ïðîöåññ (22) õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîêàçàòåëåì
r( , )� � , òîãäà îïðåäåëèì àääèòèâíûé ïî òðàåêòîðèè ïðîöåññà ôóíêöèîíàë

V u x y r Xt

t

t t( , , ) ( , )�
�

�

�E � �
�

0

1
,

ãäå 0 1
 
� , ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E âû÷èñëÿåòñÿ ïî âñåì âîçìîæíûì
òðàåêòîðèÿì ïðîöåññà, � — ñëó÷àéíûé ìîìåíò ðàçîðåíèÿ ïðîöåññà, ò.å.

� � �
� 


sup : min{ }t X
k t

k

0
0 .

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ V u x y( , , ) çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ ( , , )u x y ïðîöåññà (22),
íî íå ñîäåðæèò íèêàêèõ îïåðàöèé ñóïðåìóìà èëè èíôèìóìà â îòëè÷èå îò
ñòàíäàðòíîé ôóíêöèè îïòèìàëüíîñòè Áåëëìàíà. Åñëè ôóíêöèÿ r( )� ðàñòåò íå
áûñòðåå, ÷åì ëèíåéíàÿ, òî ôóíêöèÿ V x y( , , )� óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ [27]

V u x y r u V u c x d u y x x y( , , ) ( , ) ( ( ) ( , ) , , )� � � � �E E� �� � � , (28)

ãäå V u x y( , , ) � 0 ïðè u
 0. Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ñòàíäàðòíîãî óðàâíåíèÿ
Áåëëìàíà â ïðàâîé ÷àñòè (28) íå ñîäåðæèòñÿ íèêàêèõ îïåðàöèé ñóïðåìóìà
èëè èíôèìóìà.

Åñëè r( )� ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó, à c x( ) è d u y( , ) íåïðåðûâíû ïî ñâîèì àð-
ãóìåíòàì, òî V u x y( , , ) ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó è äëÿ êàæäîé ôèêñèðîâàííîé
ïàðû ( , )x y åå çíà÷åíèÿ ìîæíî íàéòè ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé [27]:

V u x y r u V u c x d u y x x yk k� � � � � �1 ( , , ) ( ) ( ( ) ( , ) , , )� ��E ,

V u x y0 0( , , ) � , k � 0 1, ,� (29)

Íàïðèìåð, åñëè

r X
d X y X

X

t
t t

t0
0

0 0
( ) ( , ), ,

, ,
� �




�
�
�

��

òî ñðåäíèå äèñêîíòèðîâàííûå äèâèäåíäû äî ìîìåíòà ðàçîðåíèÿ âûðàæàþòñÿ êàê

V u x y d X yt

t

t
0

0

1
( , , ) ( , )�

�

�

�E �
�

è ôóíêöèÿ V x y0 ( , , )� óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

V u x y d u y V u c x d u y x x y0 0( , , ) ( , ) ( ( ) ( , ) , , )� � � � �� ��E .
Åñëè

r X
X

X

t
t

t1
1 0

0 0
( ) , ,

, ,
� �




�
�
�

��

òî ñðåäíåå äèñêîíòèðîâàííîå âðåìÿ æèçíè ïðîöåññà

V u x y t

t

1
0

1
( , , ) �

�

�

�E �
�

ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2020, òîì 56, ¹ 1 77



óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

V u x y V u c x d u y x x y1 11( , , ) ( ( ) ( , ) , , )� � � � �� ��E .

Åñëè

r X
X

X

t t X c x d X y x
t

t

t t t

2
0

0

0 0
( , )

, ,

, ,

( ) ( , )� ��
�




�
�
� � � � 


1
{ }

��

òî (äèñêîíòèðîâàííàÿ) âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ

V u x y t

t
X c x d X y xt t t2

0

1

0
( , , )

( ) ( , )
�

�

�

� � � 
�E
{ }

�
�

�
1

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

V u x y V u c x d uu c x d u y x2 0 2( , , ) ( ( ) (( ) ( , )� � � �� � � 
E E{ }� � ��1 , ) , , )y x x y� ��

� � � � � � � �( (( ( ) ( , )) / ) ( ( ) ( , ) , ,1 2F u c x d u y x V u c x d u y x x� ��E y),

ãäå F z z( ) � �Pr { }� .

ÂÅÊÒÎÐÍÎÅ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÏÐÎÖÅÑÑÎÌ ÐÈÑÊÀ

Çàäà÷à âåêòîðíîãî îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîì ðèñêà (22) ñîñòîèò â ïî-

èñêå íåäîìèíèðóåìûõ çíà÷åíèé âåêòîðíîãî ïîêàçàòåëÿ
�

V( , , ) ( , , ),u x y V u x yi� {

i � 0 1, , ...}:
�

V( , , ) ( , ) ,u x y u x W y Y
 � �extr , (30)

à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðåòî-îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ( , , )u x y ,
ãäå u îáîçíà÷àåò íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ïðîöåññà ðèñêà (22), x îïèñûâàåò ñòðóê-
òóðó ñòðàõîâîãî ïîðòôåëÿ, à ïàðàìåòð y îïðåäåëÿåò âûáîð äèâèäåíäíîé ñòðà-
òåãèè. Íàïðèìåð, èç ýâðèñòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé äëÿ ÷èñëîâîé àïïðîêñèìàöèè
ïàðåòî-îïòèìàëüíîé ãðàíèöû ðàññìàòðèâàþò òàê íàçûâàåìûå áàðüåðíî-ïðîïîð-
öèîíàëüíûå ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ äèâèäåíäíûìè îò÷èñëåíèÿìè, ò.å. d x y( , ) �
� �y x y1 20max ,{ }, y y y� ( , )1 2 , y1 0 1�[ , ], y2 0� .

Ñëîæíîñòü äàííîé çàäà÷è ñîñòîèò â òîì, ÷òî, âî-ïåðâûõ, ñàìè ïîêàçàòåëè
V u x yi ( , , ) íå èçâåñòíû â ÿâíîì âèäå, à ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ èí-
òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, âî-âòîðûõ, ýòè ïîêàçàòåëè ìîãóò áûòü íåâûïóêëûìè
ôóíêöèÿìè, â-òðåòüèõ, ñîîòâåòñòâóþùåå ïàðåòî-îïòèìàëüíîå ìíîæåñòâî ìîæåò
èìåòü âåñüìà ñëîæíóþ ñòðóêòóðó.

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèé V u x yi ( , , ) ìîæíî íàéòè ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðè-
áëèæåíèé (29) èëè ìåòîäîì ñòàòèñòè÷åñêèõ èñïûòàíèé, â ÷àñòíîñòè èõ
ïàðàëëåëüíûìè âåðñèÿìè.

Ïðè íåáîëüøèõ ðàçìåðíîñòÿõ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ( , , )u x y çàäà÷ó (30) ìîæíî
ïðèáëèæåííî ðåøèòü ñ ïîìîùüþ äèñêðåòíîé àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâ W Y, êî-

íå÷íûìè ìíîæåñòâàìè W YN N, è ðåøåíèÿ äèñêðåòíîé çàäà÷è âåêòîðíîé

îïòèìèçàöèè
�

V( , , )
( , ) ,

u x y
u x W y YN N


� �
extr .

Ïîäîáíûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ âåêòîðíîé îïòèìèçàöèè ðàññìîòðåí â ðàáî-
òå [28], åãî ñõîäèìîñòü èññëåäîâàíà â ðàáîòàõ [29–31].
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ðàáîòå äàí îáçîð êîíöåïòóàëüíûõ îïòèìèçàöèîííûõ ìîäåëåé ñòðàõîâîé äåÿ-
òåëüíîñòè, ïîñòðîåííûõ íà îñíîâå ïàðàäèãìû ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ. Ôóíêöèîíèðîâàíèå ñòðàõîâûõ êîìïàíèé îïèñûâàåòñÿ ñëó÷àéíûì ïðîöåñ-
ñîì ýâîëþöèè êàïèòàëà â äèñêðåòíîì âðåìåíè. Îñíîâíîé ñëó÷àéíîé ôàêòîð
ýâîëþöèè — ñòðàõîâûå òðåáîâàíèÿ. Îñíîâíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ôóíêöèî-
íèðîâàíèÿ êîìïàíèé ÿâëÿþòñÿ ïîêàçàòåëè ñðåäíåé ýôôåêòèâíîñòè, íàïðèìåð
îæèäàåìîé äîõîäíîñòè, è ïîêàçàòåëè ðèñêà, íàïðèìåð âåðîÿòíîñòè íåïëàòå-
æåñïîñîáíîñòè èëè âåëè÷èíû íåîáõîäèìîãî çàåìíîãî êàïèòàëà. Ðàññìîòðåíû
îäíî-, äâóõ- è ìíîãîýòàïíûå ìîäåëè, à òàêæå ìíîãîêðèòåðèàëüíûå ïîñòàíîâ-
êè. Ñëîæíîñòü âîçíèêàþùèõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ îáóñëîâëåíà íàëè÷èåì
íå òîëüêî ñëó÷àéíûõ ïàðàìåòðîâ, íî è íåâûïóêëîñòüþ çàäà÷. Êðîìå òîãî,
ñàìè ïîêàçàòåëè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñòðàõîâûõ êîìïàíèé íå èçâåñòíû â ÿâíîì
âèäå, à ÿâëÿþòñÿ ëèáî ìíîãîìåðíûìè èíòåãðàëàìè òèïà ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ, ëèáî ðåøåíèÿìè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñòðàõîâîé ìàòåìàòèêè.
Ýòè îáñòîÿòåëüñòâà òðàíñôîðìèðóþò çàäà÷ó îïòèìèçàöèè ñòðàõîâîé äåÿòåëü-
íîñòè â íåïðîñòóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ïðîáëåìó. Â ðàáîòå ïðåäëàãàþòñÿ ïîäõî-
äû ê ðåøåíèþ äàííûõ çàäà÷ íà îñíîâå ìåòîäîâ ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ, öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè
è äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
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Àíîòàö³ÿ. Íàâåäåíî îãëÿä ñòîõàñòè÷íèõ îïòèì³çàö³éíèõ ìîäåëåé ñòðàõîâî¿
ìàòåìàòèêè ³ ìåòîä³â ¿õíüîãî ðîçâ’ÿçàííÿ íà îñíîâ³ ìåòîäîëîã³¿ áàãàòîêðè-
òåð³éíîãî ñòîõàñòè÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ òà îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ. Åâî-
ëþö³ÿ êàï³òàëó ñòðàõîâî¿ êîìïàí³¿ ðîçãëÿäàºòüñÿ â äèñêðåòíîìó ÷àñ³. Îñíîâ-
íèìè âèïàäêîâèìè ïàðàìåòðàìè ìîäåëåé º ð³âí³ ñòðàõîâèõ âèïëàò, òîáòî
â³äíîøåííÿ ñïëà÷åíèõ ñòðàõîâèõ âèìîã äî â³äïîâ³äíèõ ïðåì³é çà îäèíèöþ
÷àñó. Çì³íí³ îïòèì³çàö³¿ — ñòðóêòóðà ñòðàõîâîãî ïîðòôåëÿ (ñòðóêòóðà âàëî-
âî¿ ïðåì³¿) òà ðîçì³ð äèâ³äåíä³â. Êðèòåð³ÿìè åôåêòèâíîñò³ º ïîêàçíèêè ïðè-
áóòêîâîñò³ ñòðàõîâîãî á³çíåñó, à ïîêàçíèêàìè ðèçèêó — éìîâ³ðí³ñòü ðîçî-
ðåííÿ òà êàï³òàë, íåîáõ³äíèé äëÿ çàïîá³ãàííÿ ðîçîðåííþ. Ìåòîþ îïòèì³çàö³¿
º ïîøóê ïàðåòî-îïòèìàëüíèõ ð³øåíü. Çàïðîïîíîâàíî ìåòîäè çíàõîäæåííÿ
öèõ ð³øåíü.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ñòðàõîâà ìàòåìàòèêà, ïðîöåñ ðèçèêó, éìîâ³ðí³ñòü ðîçîðåí-
íÿ, ñòîõàñòè÷íå ïðîãðàìóâàííÿ, áàãàòîêðèòåð³éí³ çàäà÷³, äâîåòàïí³ çàäà÷³,
³ìîâ³ðí³ñí³ îáìåæåííÿ, ñòîõàñòè÷íå îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ, ÷àñòêîâî-ö³ëî-
÷èñëîâå ïðîãðàìóâàííÿ, äèíàì³÷íå ïðîãðàìóâàííÿ.

Yu.M. Ermoliev, V.I. Norkin, B.V. Norkin
STOCHASTIC OPTIMIZATION MODELS OF ACTUARIAL MATHEMATICS

Abstract. The paper overviews stochastic optimization models of actuarial
mathematics and methods for their solution from the point of view of the
methodology of multicriteria stochastic programming and optimal control. The
evolution of the capital of an insurance company is considered in discrete time.
The main random parameters of the models are payment levels, i.e., the ratio of
paid claims to the corresponding premiums per unit of time. Optimization
variables are the structure of the insurance portfolio (the gross premium
structure) and the size of dividends. As efficiency criteria indicators of the
profitability of the insurance business are used, and, as risk indicators the
probability of ruin and the recourse capital necessary to prevent the ruin are
taken. The goal of optimization is to find Pareto-optimal solutions. Methods for
finding these solutions are proposed.

Keywords: insurance mathematics, risk process, ruin probability, stochastic
programming, multicriteria problems, two-stage problems, probabilistic constraints,
stochastic optimal control, mixed-integer programming, dynamic programming.
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