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Проблема керованостi крайовими умовами Неймана

для рiвняння струни на пiвосi

(Представлено академiком НАН України Є.Я. Хрусловим)

У роботi необхiднi та достатнi умови 0-керованостi та ε-керованостi одержано для

керованої системи wtt = wxx, wx(0, t) = u(t), x > 0, t ∈ (0, T ), де T > 0, u — керуван-

ня, обмежене наперед заданою сталою. Цi проблеми розглянуто в просторах Соболєва.

Керування, що розв’язують цi проблеми, знайдено в явному виглядi.

Останнiм часом питання керованостi для хвильового рiвняння вивчалися багатьма дослi-
дниками (див. [1–11] та iн). Як правило, у цих роботах дослiджувалася Lp-керованiсть для
хвильового рiвняння, де 1 6 p 6 ∞.

Розглянемо керовану систему

wtt = wxx, wx(0, t) = u(t), x > 0, t ∈ (0, T ), (1)

де T > 0, а керування u задовольняє умову

u ∈ BU(0, T ) = {v ∈ L2(0, T ) | |v(t)| 6 U м.с. на (0, T )}, (2)

де U > 0 задано. Керованiсть для рiвняння струни на пiвосi було ранiше вивчено в робо-
тах [2, 11]. У роботi [2] дослiджено керованiсть системи

wtt = wxx − q2w, wx(0, t) = u(t), x > 0, t ∈ (0, T ), (3)

де q > 0, T > 0 зафiксовано, а керування u задовольняє умову (2), тобто розглянуто керо-
ванiсть крайовими умовами Неймана за наперед заданий час T керуваннями, що обмеженi
наперед заданою сталою. У роботi [11] дослiджено керованiсть крайовими умовами Дiрiхле
за вiльний час T > 0 для системи

wtt = wxx, w(0, t) = u(t), x > 0, t ∈ (0, T ),

де T = Tε > 0 та керування u = uε ∈ BU(0, Tε) вибираються з мiркувань ε-наближення до
нуля кiнцевого стану системи (див. нижче означення 1). На жаль, у роботi [2] не вдалося
розглянути випадок керованостi крайовими умовами Неймана за вiльний час T > 0 (як
це було зроблено в [11]) тому, що у випадку q > 0 вплив керування u на кiнцевий стан
системи (3) описується досить складним оператором, що дiє в просторах Соболєва Hs

0 ,
норма якого iстотно залежить вiд величини T .

У данiй роботi керованiсть крайовими умовами Неймана за вiльний час T > 0 розгля-
нуто за умови q = 0, тобто для системи (1), яка є окремим випадком системи (3).
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У роботi використано такi простори [12, 13]:

S =
{
ϕ ∈ C∞(R) | ∀m ∈ N ∀ l ∈ N sup{|Dmϕ(x)|(1 + |x|2)l | x ∈ R} < +∞

}
,

S
′ — спряжений простiр,

Hs
l =

{
ϕ ∈ S

′ | (1 + |x|2)l/2(1 + |D|2)s/2ϕ ∈ L2(R)
}
,

H̃s =
{
ϕ ∈ Hs

0 | ϕ — парна
}
,

H
s =

{
ϕ ∈ S

′ | suppϕ ⊂ [0,+∞) та Ξϕ ∈ Hs
0

}
,

‖ϕ‖sl =

( ∞∫

−∞

|(1 + |x|2)l/2(1 + |D|2)s/2ϕ(x)|2dx

)1/2

,

де D = −i∂/∂x, | · | — евклiдова норма, Ξ — оператор парного продовження, Ω — оператор
непарного продовження. Далi ми скрiзь вважаємо, що s 6 1.

Умови 0- та ε-керованостi.

Розглянемо керовану систему (1) за початкових умов

w(x, 0) = w0
0(x), wt(x, 0) = w0

1(x), x > 0, (4)

де w0 =

(
w0
0

w0
1

)
∈ H

s ×H
s−1. Нехай W0 = Ξw0, W(·, t) = Ξ

(
w(·, t)

∂w(·, t)/∂t

)
. Очевидно, W0 ∈

∈ H̃s× H̃s−1, W(·, t) ∈ H̃s× H̃s−1 (t ∈ (0, T )). Легко зрозумiти, що керована система (1), (4)
еквiвалентна такiй задачi Кошi:

dW

dt
=




0 1(
d

dx

)2

0


W −

(
0

2δ(x)

)
u, t ∈ (0, T ), W(·, 0) = W0, (5)

де W(·, t) ∈ H̃s×H̃s−1, t ∈ [0, T ], W0 ∈ H̃s×H̃s−1, u ∈ BU(0, T ) — параметр. Тут δ — функцiя
Дiрака, δ = H ′, H — функцiя Хевiсайда: H(ξ) = 1, якщо ξ > 0, та H(ξ) = 0, якщо ξ < 0.

Скориставшись [2, твердження 3.2], одержимо

W(x, T ) = E(x, T ) ∗

(
W0

0(x)− ∂−1ΩU(x)

W0
1(x)− ΞU(x)

)
, (6)

де E(x, T ) =
1

2

(
δ(x + T ) + δ(x− T ) H(x+ T )−H(x− T )
δ′(x+ T )− δ′(x− T ) δ(x+ T ) + δ(x− T )

)
, U(x) = u(x)(H(x) − H(x −

− T )), ∂−1ΩU(x) =
x∫

−∞
ΩU(ξ) dξ, ∗ означає згортку за x.

Для заданих T > 0 та w0 ∈ H
s ×H

s−1 позначимо через RU
T (w

0) множину таких g ∈ H̃s,
що iснує u ∈ BU(0, T ) таке, що розв’язок W задачi (5) задовольняє умову W(·, T ) = g;
RU (w0) =

⋃
T>0R

U
T (0, T ).

Означення 1. Стан w0 ∈ H
s ×H

s−1 називається 0-керованим, якщо 0 належить
RU (w0), та ε-керованим, якщо 0 належить замиканню RU (w0) в H̃s × H̃s−1.
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Теорема 1. Стан w0 ∈ H
s ×H

s−1 є ε-керованим у тому i лише тому випадку, коли
виконано три умови

(i) w0 ∈ H
1 ×H

0;

(ii) w0
1 = w0

0
′;

(iii)
∥∥w0

1

∥∥
L∞(0,+∞)

6 U.

Якщо умови (i)–(iii) виконано, то iснує послiдовнiсть {Tn}
∞
n=1 така, що

Tn|
0
0(Tn)|

2 → 0, коли n→ ∞. (7)

До того ж для послiдовностi {Tn}
∞
n=1, яка задовольняє (7), керування un(t) = w0

1(t) м. с.
на (0, Tn), n ∈ N, розв’язують задачу ε-керованостi.

Доведення. Нехай (i)–(iii) виконано. Оскiльки w0
0 ∈ H

0, то lim
x→+∞

x|w0
0(x)|

2 = 0. Знай-

демо послiдовнiсть {Tn}
∞
n=1 ⊂ (0,+∞) таку, що (7) виконано. Позначимо

wn
0 (x) = (H(x)−H(x− Tn))(w

0
0(x)− w0

0(Tn)), x > 0,

wn
1 (x) = (H(x)−H(x− Tn))w

0
1(x), x > 0.

Маємо wn
1 = wn

0
′. Скориставшись [2, теорема 3.3], одержимо, що 0 ∈ RU

T (w
n) та керування

un(t) = wn
1 (t) м. с. на (0, Tn) розв’язує проблему 0-керованостi за час Tn. Позначивши

Wn
0 = Ξwn

0 , Wn
1 = Ξwn

1 , W̃n
0 = W0

0 − Wn
0 , одержимо W0

1(x) − Wn
1 (x) =

(
sgnxW̃n

0 (x)
)′

та

W(·, Tn) =

(
δ(x+ Tn) + δ(x − Tn)
δ′(x+ Tn)− δ′(x− Tn)

)
∗ W̃n

0 . Отже,

|||W(·, Tn)|||
1
6 2‖W̃n

0 ‖
1
0. (8)

Скориставшись (7), матимемо, що ‖W̃n
0 ‖

1
0 → 0, коли n → ∞, тому W(·, Tn) → 0, коли

n → ∞ в H̃1 × H̃0.
Отже, 0 належить замиканню RU (w0) в H̃1 × H̃0, тим бiльше, в H̃s × H̃s−1. Тобто

стан w0 є ε-керованим.
Нехай стан w0 є ε-керованим. Мiркуючи так само, як у роботi [11, теорема 1.1] та вра-

ховуючи (6), робимо висновок, що ∀n ∈ N ∃Tn > 0 ∃un ∈ BU (0, T ) такi, що ‖W0
0(x) −

− ∂−1ΩU(x)‖s0 + ‖W0
1(x)−ΞUn(x)‖

s−1
0 → 0, коли n→ ∞, де Un(t) = un(t)(H(t)−H(t−Tn)).

Отже, ‖W0
0
′(x) − ΩUn(x)‖

s−1
0 → 0, коли n → ∞. Тому умову (ii) виконано. Оскiльки

ΞUn → W0
1, коли n → ∞ в H

s−1, то ΞUn слабко збiгається до W0
1, коли n → ∞ в S та(

L2(R)
)′

(тому, що S щiльно в L2(R)). За теоремою Рiсса одержуємо, що W0
1 ∈ L2(R) = H0

0 .

Враховуючи (ii), маємо W0
0 ∈ H̃s. Отже, (i) виконано. Оскiльки un ∈ BU(0, T ), то звiдси

також випливає, що (iii) виконано. Теорему доведено.
З [2, теорема 3.3] випливає така теорема.
Теорема 2. Стан w0 ∈ H

s ×H
s−1 є 0-керованим у тому i лише тому випадку, коли

виконано умови (i)–(iii) теореми 1 та умову:

(iv) ∃T > 0 suppw0
1 ⊂ [0, T ].
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У разi виконання цих умов керування, що розв’язує задачу 0-керованостi, має вигляд u(t) =
= w0

1(t) м. с. на (0, T ).
Аналiзуючи доведення теореми 1, одержуємо таку теорему.
Теорема 3. Нехай стан w0 ∈ H

s ×H
s−1 задовольняє умови (i)–(iii) теореми 1,

{Tn}
∞
n=1 — зростаюча послiдовнiсть така, що Tn → ∞, коли n → ∞. Нехай також ви-

конано умови

Wn
0 ∈ H̃1; suppWn

0 ⊂ [−Tn, Tn]; ‖Ξw0
0 −Wn

0 ‖
1
0 → 0, коли n→ ∞. (9)

Тодi керування un(t) = Wn
0
′(t) на (0, Tn), n ∈ N, розв’язують проблему ε-керованостi для

стану w0.
Далi ми вважаємо, що умови (i)–(iii) теореми 1 виконано. Побудуємо послiдовнiсть

{Wn
0 }

∞
n=1 ⊂ H̃1, що задовольняє умови (9). Для цього знайдемо парну функцiю ψ ∈ C1(R)

таку, що ψ(x) = 1, коли, |x| 6 1, ψ(x) = 0, коли |x| > 2, 0 6 ψ(x) 6 1 для всiх x ∈ R.
Наприклад, ψ може бути вибрана так:

ψ(x) =




1, x ∈ [−1, 1],

0, x ∈ (−∞,−2]
⋃
[2,+∞),

(x− 2)2(2x− 1), x ∈ (1, 2),

−(x+ 2)2(2x+ 1), x ∈ (−2,−1).

(10)

Позначимо Wn
0 (x) = W0

0(x)ψ(x/n), де W0
0 = Ξw0

0. Тодi, оскiльки (‖f‖10)
2
6 (‖f‖00)

2+(‖f ′‖00)
2

(див. [13, гл. 1]), маємо

(‖W0
0 −Wn

0 ‖
1
0)

2
6 2

∞∫

n

|W0
0(x)|

2dx+ 2

∞∫

n

|W0
0
′(x)|2dx+

α

n
(‖W0

0‖
0
0)

2 → ∞,

коли n→ ∞,

де α = max
x∈[−2,2]

{|ψ′(x)|} (для функцiї (10) α = 1/4). Отже, для (Wn
0 )

∞
n=1 умови (9) виконано,

тому за теоремою 3 керування un(t) = (w0
0(t)ψ(t/n))

′ на (0, 2n), n ∈ N, розв’язують проблему
ε-керованостi для стану w0

0.
Релейнi керування. Скориставшись результатами роздiлу 4 роботи [2], побудуємо по-

слiдовнiсть релейних керувань, що розв’язують проблему ε-керованостi. Iнтерес до таких
керувань викликано тим, що вони є найпростiшими в реалiзацiї.

Означення 2. Керування u називається релейним на (0, T ), якщо |u(t)| = U м.с.
на (0, T ) та u має скiнченну кiлькiсть точок розриву.

Позначимо

BU
N (0, T ) = {u ∈ L∞(R) | |u(t)| = U м.с. на (0, T ), u(t) = 0 м.с. на R \ (0, T )

та u має не бiльше нiж N точок розриву на (0, T )}.

Таким чином, множина
⋃

N∈N∪{0} B
U
N (0, T ) є множиною всiх релейних керувань на (0, T ).

У роботi [2] релейнi керування, що розв’язують проблему ε-керованостi за наперед за-
даний час T > 0, побудовано для системи (3) за умови s < 1/2. До того ж у цiй роботi
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показано, що обмеження s < 1/2 є iстотним. Тому ми його застосовуємо i для системи (1),
яка є окремим випадком (3).

Нехай s < 1/2 та для w0 ∈ H
s ×H

s−1 умови (i)–(iii) теореми 1 виконано. Нехай також
послiдовностi {Tn}

∞
n=1 та {Wn

0 }
∞
n=1 задовольняють умови теореми 3. Позначимо Wn

1 (x) =

= sgnxWn
0
′(x). Отже, Wn =

(
Wn

0

Wn
1

)
∈ H

s ×H
s−1 задовольняє умови теореми 2. Позначимо

ωn
j = −j

∞∫
0

xj−1Wn
0 (x) dx, j = 0,∞, n = 1,∞. Далi для кожного n ∈ N розглянемо степеневу

проблему моментiв Маркова

Tn∫

0

tju(t) dt = ωn
j , j = 0,Kn, (11)

де u ∈ BU(0, Tn), Kn ∈ N.
Для будь-яких n ∈ N та Kn ∈ N iснує T ∗

n ∈ (0, Tn) таке, що проблема моментiв (11)
має роз’вязок un ∈ BU

Kn
(0, T ∗

n ) [14, 15]. Скориставшись [2, теорема 4.5], одержуємо, що для

будь-якого n ∈ N iснують Kn ∈ N, T ∗
n ∈ (0, Tn) та роз’вязок un ∈ BU

Kn
(0, T ∗

n ) проблеми
моментiв (11) такi, що роз’вязок Wn задачi (5), який вiдповiдає початковому значенню Wn

та керуванню un на (0, T ∗
n), задовольняє умову |||Wn(·, T

∗
n)|||

s < 1/n.
Враховуючи (8) та (9), робимо висновок, що релейнi керування un на (0, T ∗

n) розв’язують
проблему ε-керованостi для стану w0.
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The Neumann boundary control problem for the string equation on

a half-axis

Necessary and sufficient conditions for null-controllability and approximate null-controllability are

obtained for the control system wtt = wxx, wx(0, t) = u(t), x > 0, t ∈ (0, T ), where T > 0, u is a

control bounded by a hard constant. These problems are considered in the Sobolev spaces. Controls

that solve these problems are found explicitly.
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