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of classes of functions with high smoothness by interpolation trigonometric 
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МОДЕЛЮВАННЯ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ ІЗ ЗАПІЗНЕННЯМ 
Досліджена крайова задача із запізненням. Встановлено 

умови розв'язності крайової задачі із запізненням і досліджено 
її апроксимацію за допомогою систем звичайних диференціа-
льних рівнянь. 
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Вступ. У роботі досліджуються алгоритми наближеного розв'я-
зання крайових задач для диференціальних рівнянь другого порядку із 
запізненням. Такі задачі виникають при дослідженні варіаційних задач, 
у теорії пружності, в задачах оптимального керування та ін. 

Розв'язання крайових задач із запізненням аналітично можливе 
тільки в найпростіших випадках, тому побудова та обґрунтування на-
ближених методів їх розв'язання є важливою задачею. Зведення ліній-
ної крайової задачі із запізненням до інтегрального рівняння і застосу-
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вання проекційно ітеративних методів розглянуто в роботі [1]. Засто-
сування методу сплайн колокацій до таких задач вивчалося в [2-3]. У 
даній роботі досліджується розв'язність крайових задач із запізнення, 
обґрунтовується їх апроксимація крайовою задачею для послідовності 
систем звичайних диференціальних рівнянь та розроблена прикладна 
програма для моделювання крайових задач на ЕОМ. Дослідження точ-
ності апроксимації у простішому випадку здійснено в [4].  

1. Постановка задачі, існування розв'язку. Розглянемо крайо-
ву задачу  
  1( )= ( , ( ), ( ), , ( ),ky t f t y t y t y tτ τ′′ − −… 1( ), ( ), , ( )), [ , ],ky t y t y t t a bτ τ′ ′ ′− − ∈…  (1)  
 ( ) = ( ), ( ) = ( ), [ , ], ( ) = .y t t y t t t a a y bϕ ϕ τ γ′ ′ ∈ −   (2)  
Нехай 1 20 < < < < = , ,k Rτ τ τ τ γ ∈…  0 1 0 1( , , , , , , , , )k kf t u u u v v v… …  — 

неперервна функція в області 1 2= [ , ] k kG a b G G× × , де 1 1= { :| | },G u R u P∈ ≤  

2 2 1 2= { :| | }, , ,G v R v P P P τ∈ ≤  — додатні сталi, 1( ) [ , ]t C a aϕ τ∈ − . 
Введемо позначення:  

0 1 0 1 1 2= sup{| ( , , , , , , , , ) |:| | , | | , = 0, , [ , ]},k k i iP f t u u u v v v u P v P j k t a b≤ ≤ ∈… …  

1 1 2 1 2= [ , ], = [ , ], = [ , ], = [ , ], ,J a a I a b I a a I a aτ τ τ τ− + + + …  

1 1= [ , ], = [ , ],k k k k kI a a I a bτ τ τ− ++ + +  
1

1 1 2

=1
( ) = ( ) : ( ) ( ( ) ( ( ) ( )) ( ) ,

k

j
j

B J I y t y t C J I C J C I C I
+⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪∪ ∈ ∪ ∩ ∪ ∩⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
∪

1 2| ( ) | ,| ( ) | }.y t P y t P′≤ ≤  
Розв'язком задачі (1)-(2) будемо вважати функцію = ( )y y t  із 

простору ( )B J I∪ , яка задовольняє рівняння (1) на [ , ]a b  (за можли-

вим винятком точок = , = 1,i it a i kτ+ ) та крайові умови (2). 
Із означення простору ( )B J I∪  випливає, що розв'язок задачі 

(1)-(2) є неперервним в точці =t a , але гладкості його в цій точці ми 
не передбачаємо. Він є неперервно-диференційованим для всіх 

[ , ]t a b∈ , якщо під ( )y a′  розуміти правосторонню похідну. 
Має місце наступне твердження. 
Теорема 1 [4]. Нехай справджуються умови:  

1) { } { }
2

1
( )max | ( ) | , max | ( ) |, | | ;sup

8t J

b at P a Pϕ ϕ γ
∈

⎧ ⎫−⎪ ⎪+ ≤⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

 

2) { } 2
( ) ( )max | ( ) | , ;sup

2t J

b a at P P
b a

γ ϕϕ
∈

⎧ − − ⎫′ + ≤⎨ ⎬−⎩ ⎭
 



Математичне та комп’ютерне моделювання 

 198 

3) в області G функція 0 0( , , , , , , )k kf t u u v v… …  задовольняє умо-
ву Ліпшица: 

( )
0 0 0 0

=0

( , , , , , , ) ( , , , , , , )

;

k k k k

k

j j j j j j
j

f t u u v v f t u u v v

L u u M v v

− ≤

≤ − + −∑

… … … …
 

4) ( )
=0

< 1.
k

j j
j

L M+∑  

Тоді в класі функцій ( )B J I∪  існує єдиний розв'язок крайової задачі (1)-(2).  

2. Схема апроксимації. Поставимо у відповідність крайовій за-
дачі (1)-(2) крайову задачу для системи звичайних диференціальних 
рівнянь вигляду  

 
( )

0 0 01 1

1

' ( ) = ( , ( ), ( ), , ( ), ( ), ( ), , ( )),

( ) = ( ) ( ) , = 1, ,

l l l lk k
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z t f t z t z t z t w t w t w t

z t z t z t j mμ −

′

′ −

… …
 (3) 

 0( ) = , = 0, , ( ) = ,j
jz a a j m z b
m
τϕ γ⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (4) 
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0 0 0

1

( )( ) = ( , ) ( , ( ), , ( ), ( ), , ( )) ,

( ) = ( ) ( ) , = 1, ,

b

t l lk k
a

j j j

aw t G t s f s z s z s w s w s ds
b a

w t w t w t j m

γ ϕ

μ −

−′ +
−

′ −

∫ … …
 (5) 

 ( ) = , = 1, ,j
jw a a j m
m
τϕ ⎛ ⎞′ −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (6) 

де , = /m N mμ τ∈ , індекси jl  однозначно визначаються нерівностя-

ми 
( )1

< jj
j

ll
a a a

m m

ττ
τ

−
− − ≤ − , а ( , )G t s  — функція Гріна крайової 

задачі ( ) 0y t′′ = , ( ) ( ) 0y a y b= = . 
Умови, при яких наведена схема апроксимації наближає крайову 

задачу із запізненням, встановлюється у такому твердженні. 
Теорема 2. Нехай функція 0 0( , , , , , , )k kf t u u v v… …  задовольняє 

умови теореми 1, = { , }i iM max M L  та виконується нерівність  
20.25 ( 1)( )( )( 1) max ( ),0.25 1 < 1.M k b aM b a k b a e + −⎡ ⎤− + − +⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Тоді крайова задача (3)-(6) апроксимує крайову задачу (1)-(2) і ма-
ють місце співвідношення  
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( ) , ( ) , = 0, ,max
t

j j
a t a

j jz y w y j m
m m m mξ

τ τ τ τξ ξ γ ξ ξ γ
≤ ≤

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′− − ≤ − − ≤⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫  

де ( )γ δ  – монотонно неспадна функція і 
0

( ) = 0lim
δ

γ δ
→

.  

3. Моделювання крайових задач на ЕОМ. Для автоматизації 
дослідження наближеної заміни крайових задач із запізненням послі-
довністю систем звичайних диференціальних рівнянь за допомогою 
методики, яка описана в п.2, розроблено Windows-додаток. Для його 
реалізації та побудови графічного інтерфейсу використано інтегрова-
не середовище Borland Delphi 6.0, а реалізація синтаксичного аналіза-
тора та математичних обчислень здійснено засобами мови Ruby. 

Borland Delphi 6.0 — потужне високопродуктивне середовище для 
розробки 32-розрядних Windows-додатків, яке включає в себе великий 
набір інструментів для керування та передачі даних з використанням 
відкритих стандартів. Ruby — це динамічна об'єктно-зорієнтовна мова з 
відкритим кодом, яка дозволяє ефективну розробку прикладних програм. 
Для нормальної роботи додатку необхідно: операційна система Windows 
XP, об'єм оперативної пам'яті не менше 512 Мбайт. 

Головне вікно програми містить стандартний набір елементів, 
серед яких виділяється головне меню, яке містить такі пункти: 

• Крайова задача – • Результат – • Допомога – • Вихід. 

Алгоритм роботи з програмою.  
А. Користувач вибирає меню Крайова задача, у якому необхідно 

ввести функцію 0 0( , ,..., , ,..., )m mF t z z w w , яка визначається правою 
частиною рівняння, початкові функції ( )tϕ  та ( )tϕ′ , значення запіз-
нення τ , розмірність апроксимуючої системи, межі інтервала a  та 
b , значення функції в точці b , кількість точок розбиття. За допомо-
гою кнопки Ввести дані здійснюється обробка введеної інформації, 
виконуються обчислення та формується файл, де зберігаються ре-
зультати обчислень. 

Б. Для відображення результатів в табличному та графічному 
вигляді потрібно вибрати меню Результат. 

4. Приклад. Розглянемо приклад, який ілюструє наведену мето-
дику апроксимації крайових задач із запізненням  

( ) = 2 ( ) ( 1), 0 2,

( ) = , ( ) = , 1 0,
2(0) = 1, (2) = .

x t x t e x t x
t tx t e x t e x

x x e

′′ − − ≤ ≤

′ − ≤ ≤  
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Точний розв'язок даної крайової задачі ( ) = .tx t e  Результати чи-
слових експериментів наведені в таблиці 1, де ( )cx t  — точний розв'я-
зок, ( )ax t  — розв'язок апроксимуючої крайової задачі для звичайних 
диференціальних рівнянь при 500m = , знайдений за різницевою 
схемою з кроком 0.02h = , Δ  — модуль різниці між точним та на-
ближеним значенням.  

Таблиця 1 
t ( )cx t  ( )ax t  Δ  
0 1 1 0 

0.5 1.648 1.653 0.005 
1 2.718 2.727 0.009 

1.5 4.481 4.491 0.01 
2 7.389 7.389 0 

Висновок. Запропонована схема апроксимації та розроблена 
прикладна програма дозволяють ефективно знаходити наближений 
розв’язок крайових задач із запізненням. Числові експерименти під-
тверджують ефективність запропонованих наближених алгоритмів. 
Для наведеного прикладу абсолютна похибка Δ ≤ 0.01, а відносна 
похибка δ ≤ 0.33%. 
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