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КОЕФІЦІЄНТИ ФУР’Є ФУНКЦІЙ ІЗ ЗАГАЛЬНИХ 
СИМЕТРИЧНИХ ПРОСТОРІВ 

Отримані деякі нові оцінки коефіцієнтів Фур’є функцій з 
симетричних просторів. 
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Вступ. Стаття присвячена отриманню оцінок коефіцієнтів Фур'є 
функцій, що належать певним функціональним просторам, за загаль-
ними ортонормованими системами. Такі оцінки мають теоретичне 
значення та застосовуються в теорії ортогональних рядів, теорії фун-
кціональних просторів.  

Перші оцінки норм функцій через їх коефіцієнти Фур'є за триго-
нометричною системою були одержані Хаусдорфом і Юнгом, а та-
кож, дещо пізніше, Харді і Літтлвудом. У наступні роки у роботах 
Пелі, Марцинкевича і Зігмунда ці результати були перенесені на за-
гальні ортонормовані системи. Аналоги таких результатів були також 
одержані в інших просторах функцій у роботах ряду математиків. 
Так, наприклад, у роботах [1], [2] коефіцієнтні оцінки були одержані 
для функцій із загальних симетричних просторів, проте лише у випа-
дку, коли ортонормована система є обмеженою у сукупності. 

Метою нашої роботи є одержання оцінок коефіцієнтів Фур’є 
функцій із загальних симетричних просторів у випадку, коли ортоно-
рмована система не є обмеженою у сукупності.  

Основна частина. Спочатку наведемо декілька означень. 
Простір E вимірних функцій на [0, 1] називається симетричним, якщо 

із нерівності ( ) ( )f t g t≤  і умови g(t)∈E випливає, що E Ef g≤  і із 

рівновимірності функцій f і g виходить, що E Ef g= . 
Прикладами симетричних просторів є відомі простори Лебега і 

Лоренца. Деякі інші приклади симетричних просторів наведені у мо-
нографії [3, с. 145-156]. 

Нехай тепер { }( )n xϕ  – ортонормована система на відрізку [0, 1], 

при всіх n = 1, 2,... ϕn ∈ L∞, n nMϕ ∞ = , 2
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Основним результатом нашої роботи є така теорема. 
Теорема 1. Нехай симетричний простір E такий, що 

 
1

2 , 0E E oτθ τ τ→
⎛ ⎞= →⎜ ⎟
⎝ ⎠

,  (1) 

 ( ) ,E E oτθ τ τ→ = →∞ .  (2) 

Якщо f ∈ E, { }nc  – коефіцієнти Фур’є функції  f, то 

( ( 1(0, )1
n

n n E
n B E

c M c fχ
∞

=
≤∑ . 

Відповідний результат для систем, обмежених у сукупності, був 
одержаний у роботі [2]. Щоб одержати нашу теорему ми використо-
вуємо метод, який базується на оцінках незростаючих переставлень 
функцій. Основною в доведенні є лема. 

Лема 1. Нехай { }( )n xϕ  – ортонормована система на відрізку 

[0, 1] і n nMϕ ∞ ≤ , 2

1

n

n k
k

B M
=

= ∑ , n = 1, 2, .... Тоді 
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Доведення. Покладемо 
1

( ) sign  ( )
n

n k k k
k

S x c M xϕ
=

= ∑ . Використо-

вуючи відомі властивості переставлень функцій та нерівність Гельде-
ра, маємо 
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Об’єднуючи ці оцінки, одержуємо потрібний результат. 
Доведення теореми 1. Використаємо (3). Якщо 

10,1
( )

n

n n
n B

Tf t c M χ
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то (див. [4])  

( )
1

* * *

0

1 1( ) ( ) ( )
t

t

dsTf t f s ds f s
t t s

⎛ ⎞
≤ + ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫ , 

внаслідок того, що Tf(t) стала на 
1

1 1,
n nB B+
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, а права частина (3) 

угнута. Якщо ми позначимо 
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то завдяки симетричності E  
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Відомо, [5, с. 260], що завдяки напівмультиплікативності 

E Eτθ →  із (1) виходить, що 
1

2
E E o ε

τθ τ +
→

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, ε > 0, якщо τ → 0. 

Але тоді 
1

1

E E dτ
θ

τ
τ

∞
→ < ∞∫ . 

Аналогічними міркуваннями показуємо із (2), що 
1 E EH f c f≤ , звідки і виходить наша теорема. 
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Покладемо 
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Легко бачити, що при всіх t ∈ (0, 1)  
( ) ( )( ) ( )Rf t Tf t= . 

Наслідок. Якщо Е задовольняє умови (1), (2), то 

( (
1

1 1,1 1
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Зауважимо, що при наших припущеннях відносно системи 
{ }( )n xϕ , на підставі узагальнення теореми Мерсера, яке отримав Бул-

лін [6], 0n

n

c
M

→  при n→∞.  

Скажімо, що симетричний простір Е володіє В-властивістю від-
носно системи { }( )k xϕ , якщо для будь-якої послідовності { }kα , та-
кої, що 

0k

kM
α

→  (k → ∞), 

знайдеться f ∈ E та послідовність { }kn , такі, що 
kn kc α= . 

С. Банах показав, що L1 володіє В-властивістю відносно триго-
нометричної системи. В. О. Родін [2] показав, що якщо Е ≠ L1, то цей 
простір не володіє В-властивістю відносно будь-якої рівномірно об-
меженої ортонормованої системи. Ми перенесемо це твердження на 
випадок систем, що не є обмеженими у сукупності. 

Теорема 2. Нехай Е ≠ L1. Тоді Е не володіє В-властивістю відно-
сно будь-якої ортонормованої системи із L∞.  

Доведення. Використовуючи відому нерівність [3, с. 162], якщо 
( ) ( )E

tt tψ ϕ= , то 
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Далі, тому що * *
(0, )( ) ( ) ( ) ( )s EE E

f f t t f s sχ ϕ≥ ≥  при 0 < s ≤ 1, 

то 
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Якщо симетричний простір Е ≠ L1, то 

0
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t

t
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ϕ
→
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Звідки 
3
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Далі, з леми 1 випливає 

 
1

n

k k n n E
k

c M AB fμ
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де 
11

2

1

1 1 0
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B

μ
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∫  при n→∞. 

Але при будь-якій послідовності { }nμ  такій, що μn → 0 (n → ∞), 

знайдеться послідовність { }nα  така, що 0n

nM
α

→  при n→∞ і  

 1lim

n

k k
k

n n n

M

B

α

μ
=

→∞
= ∞

∑
.  (5) 

Із (4) і (5) виходить, що Е не володіє В-властивістю відносно си-
стеми { }( )n xϕ . 

Висновки. Отримані деякі нові оцінки коефіцієнтів Фур’є фун-
кцій з симетричних просторів. 
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ПІДСУМОВУВАННЯ ФУНКЦІОНАЛЬНИХ РЯДІВ  
ЗА ВЛАСНИМИ ЕЛЕМЕНТАМИ ГІБРИДНОГО 

ДИФЕРЕНЦІАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА ЕЙЛЕРА–ФУР’Є–
(КОНТОРОВИЧА–ЛЄБЄДЄВА) НА ПОЛЯРНІЙ ОСІ r ≥ R0 > 0 

Методом порівняння розв’язку крайової задачі для системи 
диференціальних рівнянь Ейлера, Фур’є та Конторовича-
Лєбєдєва на полярній осі r ≥ R0 > 0 з двома точками спряжен-
ня, побудованого, з одного боку, методом функцій Коші, а з 
другого боку, методом відповідного скінченного гібридного 
інтегрального перетворення, підсумовано поліпараметричну 
сім’ю функціональних рядів за власними елементами відпові-
дного гібридного диференціального оператора. 

Ключові слова: функціональні ряди, функції Бесселя, го-
ловні розв’язки, гібридне інтегральне перетворення, функції 
впливу, функції Гріна, умови спряження, умова однозначної 
розв’язності, основна тотожність, логічна схема. 

Постановка проблеми та її аналіз. Тонкостінні елементи конс-
трукцій композитного типу знаходяться, як правило, в короткочасо-
вому стаціонарному режимі, на який вони виходять після стрибкопо-
дібного температурного або силового навантаження. Вивчення їх 
фізико-технічних характеристик приводить до задач термомеханіки 
(механіки) кусково-однорідних середовищ. Практика показує, що 


