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Останнім часом, головним чином у зв’язку з проблемою строгого виведення кінетичних рів-
нянь з динаміки багатьох частинок [1, 2], з’явилася низка статей [4—13], в яких обговорю-
ються можливі підходи до опису еволюції стану системи твердих сфер.

У цьому повідомленні розвинуто підхід до опису еволюції стану за допомогою як реду-
кованих функцій розподілу, так і редукованих кореляційних функцій, який ґрунтується на 
динаміці кореляцій багатьох твердих сфер.

Як відомо [1—3], у просторі 3  у початковий момент стан системи твердих сфер 
не фіксованого, тобто довільного, але скінченного середнього числа однакових части-
нок, описується послідовністю 0 0

1(0) (1, , , , )nD D D    функцій розподілу ймовірності 
0 0

1( , , ),n n nD D x x   n  1, визначених на фазовому просторі 3 3( \ )n n
n    системи n твер-

дих сфер. Кожна тверда сфера діаметром σ > 0 характеризується координатами фазового 
простору 3 3( , ) ,i i iq p x     i  1, і для конфігурацій у просторі виконуються такі нерів-
ності: | | ,i jq q   1i j  , тобто множина 3

1{( , , ) || |<n
n n i jq q q q      хоча б для однієї 

пари ( , ) : (1, , )}i j i j n    є множиною заборонених конфігурацій. Невід’ємні функції 0 ,nD  
n  1, які симетричні відносно перестановок аргументів 1, , nx x  і дорівнюють нулю на мно-
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жині заборонених конфігурацій n , вважатимемо належать простору інтегрованих функцій 
1 1 3 3( )n n
nL L    з нормою: 1 1 1

3 3

| ( , , ) |n n n nLn n n

f dx dx f x x


   
 

  .

Еволюція всіх можливих станів системи багатьох твердих сфер описується послідовніс-
тю 1( ) (1, ( ), , ( ), )nD t D t D t    таких функцій розподілу ймовірності:

0
1 1( , , , ) (– ,1, , ) ( , , )n n n n nD t x x S t n D x x   


  
 

  




0
1 1 1

3 3
1

1

( (– , , , ), , (– , , , )),

                                         if ( , , ) ( ( \ )),  

0,                                       if ( , , )

n n n n

n n
n n

n n

D X t x x X t x x

x x

q q

  


  (1)

де для t  функція 1(– , , , )i nX t x x  — фазова траєкторія i-ї твердої сфери, побудована в [1]. 
Зазначимо, що ця функція визначена майже всюди на фазовому просторі 3 3( \ )n n

n   , а 
саме — поза множиною 0

n  нульової міри Лебега, яка складається з точок фазового простору 

1( , , )nx x , для яких у процесі еволюції можуть відбуватися багаторазові зіткнення, тобто 
зіткнення більш ніж двох частинок, одночасні зіткнення двох частинок і нескінченне число 
зіткнень на скінченному інтервалі часу [1, 2].

На просторі 1 1 3 3( )n n
nL L    однопараметричне відображення (1) утворює сильно не-

перервну групу ізометричних операторів. Інфінітезимальний генератор n
  цієї групи опера-

торів має таку структуру:

int 1 2
1 < 11 2

(1, , ) ( ) ( , ) ,
n n

n n n n
j j j

n f j f j j f  

 
       (2)

де оператор Ліувілля вілного руху ( ) ,j
j

j p
q

 
 


 , який визначено на підпросторі 1 1

, 0n nL L , 

позначено символом ( )j  і для t > 0 оператор int 1 2( , )j j  описується формулою

2 * *
int 1 2 11 2 1 1 2 2

2

( , ) , ( ) ( , , , , , , , , )n j j n j j j j nj j f d p p f x p q p q x



      


  ×

× 
1 2

( )j jq q    1 1 2
( , , ) ( )).n n j jf x x q q     (3)

Тут символом ,  позначено скалярний добуток, δ — міра Дірака, 2 3{ |    
1 21 , ( ) > 0}p p    , імпульси ,i jp p  до зіткнення твердих сфер визначаються такими ви-

разами: 

, ( ) ,i i i jp p p p   

, ( ) .j j i jp p p p   

У випадку t < 0 оператор int 1 2( , )j j  визначається відповідним виразом [1].

,
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Якщо 0 1 ,n nD L  n  1, послідовність функцій розподілу, яка визначена формулою (1), є 
єдиним розв’язком задачі Коші для послідовності еволюційних рівнянь для стану, відомого 
як слабке формулювання рівняннь Ліувілля для твердих сфер [1].

Альтернативний підхід до опису станів системи скінченної кількості твердих сфер ґрун-
тується на використанні функцій, які визначаються кластерними розкладами функцій роз-
поділу ймовірностей. Такі функції інтерпретуються як кореляційні функції або кумулянти 
функцій розподілу ймовірностей.

Введемо послідовність кореляційних функцій 1 1 1( ) (1, ( , ), , ( , , , ), )s sg t g t x g t x x     
за допомогою кластерних розкладів функцій розподілу ймовірностей ( )D t 

1 1 1(1, ( , ), , ( , , , ), )n nD t x D t x x    , визначених на дозволених конфігураціях 3 \n
n   у 

такий спосіб: 

1 1 | |
P: ( , , ) , |P|>1 P1

( , , , ) ( , , , ) ( , ), 1,n n n n iX ix x X Xn i i
i

D t x x g t x x g t X n
 

   
 

    (4)

де 
P: ( , , ) , |P|>11x x Xn i

i



 

 — сума за всіма можливими розбиттями P множини аргументів 1( , , )nx x  

на | P |>1  непорожніх підмножин 1( , , )i nX x x  , які взаємно не перетинаються.
На множині 3 \n

n   розв’язки рекурсійних співвідношень (4) визначаються такими 
розкладами: 

1 1( , , , ) ( , , , )s s s sg t x x D t x x  

1

|P| 1
| |

P:( , , ) , |P|>1 P

(–1) (| P | 1)! ( , ), 1.iX i
x x X Xs i i

i

D t X s

 

  
 

   (5)

Структура розкладів (5) така, що кореляційні функції можна трактувати як кумулянти 
(напівінваріанти) функцій розподілу ймовірностей (1).

Таким чином, кореляційні функції (5) дають можливість описувати еволюцію станів 
скінченної кількості твердих сфер у еквівалентний спосіб у порівнянні з функціями розпо-
ділу ймовірностей (1), а саме на основі динаміки кореляцій [14].

Якщо початковий стан заданий послідовністю 0 0
1 1 1(0) (1, ( ), , ( , , ), )n ng g x g x x     ко-

реляційних функцій 0 1 ,n ng L  n  1, то еволюція всіх можливих станів, тобто послідовність 

1 1 11, , , ),( ) ( ( ) (, , , ),s sg t g t x g t x x     кореляційних функцій )(sg t , s  1, визначається та-
кими розкладами:

1( , , , ) ( ;1, , | (0))s sg t x x t s g  

  0
1 |P||P| | |

P: ( , , ) P1

( , { }, ,{ }) ( ), 1,jX j
x x X Xs j j

j

t X X g X s
 

  
 

 A   (6)

де 
P: ( , , )1x x Xs j

j



 

 — сума за всіма можливими розбиттями P множини 1( ), , sx x  на | P | непо-

рожніх підмножин Xj, які взаємно не перетинаються, множина 1 |P|({ }, , { })X X  складається з 
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елементів, які є підмножинами 1( , , )j sX x x  , тобто 1 |P|| ({ }, , { }) | | P |X X  , і символ X  озна-
чає множину індексів множини X координат фазового простору. Твірний оператор |P| ( )tA  у 
розкладі (6) є кумулянтом | P | порядку груп операторів (1), який визначається розкладом

 
1 |P||P| ( , { }, , { })t X X A

 






  
 

|P'| 1
| ( )|

P'P':({ }, , { })1 |P|

(–1) (| P' | 1)! (– , ( )),kZk
ZX X Z kk

k

S t Z   (7)

де θ — відображення декластеризації  
1 |P|({ }, , { }) (1, , )X X s   .

Структура розкладів (6) встановлюється в результаті перестановки членів кумулянтних 
розкладів (5) для кореляційних функцій і кластерних розкладів (4) для початкових функ-
цій розподілу ймовірностей. Таким чином, кумулянтне походження кореляційних функцій 
індукує кумулянтну структуру їх динаміки (6).

Зокрема, за відсутності кореляцій між твердими сферами в початковий момент (по-
чатковий стан, що задовольняє умову хаосу [1]) послідовність початкових кореляційних 
функцій на дозволених конфігураціях має вигляд ( ) 0

1 1(0) (1, ( ), 0, , 0, )cg g x   . У цьому 
випадку для 3 3

1( , , ) ( \ )s s
s sx x       розклади (6) зображаються таким чином:

0
1 1 3 \

1

( , , , ) ( ,1, , ) ( ) , 1,
s

s s s i s
si

g t x x t s g x s


  
 

A   (8)

де характеристичну функцію дозволених конфігурацій n твердих сфер позначено 3 \n
n 

  

і твірний оператор ( )s tA  цього розкладу є кумулянтом s порядку груп операторів (1), який 
визначається розкладом

|P|–1
| |

P:(1, , ) P

( ,1, , ) (–1) (| P | –1)! (– , ),s iX i
s X Xi i

i

t s S t X
 

  
 

A   (9)

і використано позначення, прийняті у формулі (6). Зі структури ряду (8) зрозуміло, що у разі 
відсутності кореляцій у початковий момент кореляції породжені внаслідок еволюції системи 
твердих сфер цілком визначаються кумулянтами (9) груп операторів рівняння Ліувілля.

Якщо 0 1 ,n ng L  n  1, то однопараметричне відображення (6) породжує сильну неперервну 
групу обмежених нелінійних операторів і справедлива така оцінка: 1( ;1, , | ) ! ,s

Ls
t s g s c    

де   P: (1, , ) 1| |
| |

max(1, )max s X Xi Li Xi i

c g  . Для 1
, 0 ,n ng L  n  1, інфінітезимальний генератор 

цієї групи нелінійних операторів має таку структуру:

1(1, , | ) (1, , ) ( , , )s s ss g s g x x    

 
int 1 2 1 2| | | |1 2

P:( , , ) 1 21 1 2 1 2

( , ) ( ) ( ),X X
x x X X i X i Xs

i i g X g X

  

   
 

   (10)

де використано прийняті у розкладі (6) позначення.
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Якщо 0 1 ,s sg L  s  1, то для t  послідовність кореляційних функцій (6), визначених на 
множині дозволених конфігурацій, є єдиним розв’язком задачі Коші для ієрархії рівнянь 
Ліувілля у формулюванні в слабкому сенсі

1 1( , , , ) (1, , ) ( , , , )s s s s sg t x x s g t x x
t


 


  

+ 
 



  
  

 
int 1 2 1 2| | | |1 2

P: ( , , )1 1 2 1 21 2

( , ) ( , ) ( , ),X X
x x X X i X i Xs

i i g t X g t X   (11)

0
1 0 1( , , , ) | ( , , ), 1,s s t s sg t x x g x x s      (12)

де 
P: ( , , )1 1 2x x X Xs 


 

 — сума за всіма можливими розбиттями P множини 1( ), , sx x  на дві 

підмножини X1 та X2, які взаємно не перетинаються, символ  iX  означає множину індек-
сів множини Xi координат фазового простору та оператор s

  визначається на підпросторі 
1 1
0L L  формулою (2). Слід зазначити, що ієрархія рівнянь Ліувілля (11) є рекурентною 

системою еволюційних рівнянь.
Для довільних t  єдиний розв’язок задачі Коші для ієрархії рівнянь Ліувілля (11), 

(12) зображується послідовністю розкладів (6). Якщо 0 1 1
, 0n n ng L L  , n  1, послідовність 

розкладів (6) є класичним розв’язком і для довільних початкових даних 0 1 ,n ng L  n  1, — уза-
гальненим розв’язком.

Підкреслимо, що динаміка кореляцій, тобто фундаментальні рівняння (11), що опису-
ють еволюцію кореляцій станів твердих сфер, можна використовувати як основу для опису 
еволюції стану як скінченної, так і нескінченної кількості твердих сфер замість рівняння 
Ліувілля для стану.

Далі ми встановимо, що побудована динаміка кореляції лежить в основі опису еволюції 
нескінченної кількості твердих сфер за допомогою ієрархій рівнянь для редукованих функ-
цій розподілу або редукованих кореляційних функцій.

Для системи твердих сфер нефіксованого, тобто довільного, але скінченного середнього 
числа однакових частинок, редуковані функції розподілу визначаються за допомогою функ-
цій розподілу ймовірностей у такий спосіб [1]:

–1
1 1 1

0 3 3( )

1
( , , , ) ( , ( )) ( , , , ), 1,

!s s s s n s n s n
n n

F t x x I D t dx dx D t x x s
n



   
 

   
 

   (13)

де нормувальний множник 


 

   1 1
0 3 3( )

1
( , ( )) ( , , , )

! n n n
n n

I D t dx dx D t x x
n

 

  — велика не-

рівноважна статистична сума. Можливість перевизначення редукованих функцій розпо-
ділу закономірно виникає в результаті ділення ряду у виразі (13) на ряд нормувального 
коефіцієнта.
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Визначення редукованих функцій розподілу, еквівалентне (13), формулюється на осно-
ві кореляційних функцій (6) системи твердих сфер у вигляді таких розкладів у ряд:

1 1 1 1 1
0 3 3( )

1
( , , , ) ( , { , , }, , , ), 1,

!s s s s n n s s s n
n n

F t x x dx dx g t x x x x s
n



    
 

    
 

   (14)

де на множині дозволених конфігурацій 3( ) \s n
s n


   кореляційні функції кластерів твер-

дих сфер 1 ( )ng t , n  0, визначаються розкладами

1 1 1( , { , , }, , , )n s s s ng t x x x x    

 
  

   
  

 0
|P||P| | |1

P:({ , , }, , , ) P1 1

( , { ( )}, , { ( )}) ( ), 0.iXi
x x x x X Xs s s n i i

i

t X X g X nA  (15)

Нагадаємо, що в розкладі (15) символ 
 


  P:({ , , }, , , )1 1x x x x Xs s s n i

i

 означає суму за всіма 

можливими розбиттями P множини 1 1({ , , }, , , )s s s nx x x x    на непорожні підмножини Xi, 
які взаємно не перетинаються, та твірний оператор |P| ( )tA  є | P | порядку кумулянтом (7) груп 
операторів (1).

Оскільки кореляційні функції 1 ( )ng t , n  0, задовольняють відповідну ієрархію рів-
нянь Ліувілля для кластера твердих сфер і твердих сфер, редуковані функції розподілу 
(14) задовольняють ієрархію рівнянь ББГКІ для твердих сфер [1]. Зазначимо, що ієрархія 
рівнянь ББГКІ для твердих сфер була вперше математично обґрунтована в роботі [2] (див. 
також [1]).

Внаслідок визначення (14) та кумулянтної структури зображення розв’язку (6) для іє-
рархії рівнянь Ліувілля (11), якщо початковий стан задається послідовністю редукованих 
функцій розподілу 0 0

1 1 1(0) (1, ( ), , ( , , ), )n nF F x F x x    , еволюція всіх можливих станів, 
тобто послідовність редукованих функцій розподілу ( ),sF t  s  1, визначається такими роз-
кладами в ряд [15]: 

1 1 1
0 3 3( )

1
( , , , ) ( , {1, , },

!s s s s n n
n n

F t x x dx dx t s
n



  
 

    
 

A

0
1                            1, , ) ( , , ), 1,s n s ns s n F x x s       (16)

де твірними операторами таких рядів

1 ( , {1, , }, 1, , )n t s s s n    A

|P|–1
| ( )|

P:({1, , }, 1, , ) P

(–1) (| P | –1)! (– , ( ))iX i
s s s n X Xi i

i

S t X
   

  
  

  (17)

є кумулянти відповідного порядку (7) груп операторів (1) і використано прийняті вище 
позначення.
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Зауважимо, що зображення (16) безпосередньо встановлюється для початкових станів, 
які задовольняють умову хаосу, завдяки справедливості в цьому випадку зображення (14) 
для кореляційних функцій кластера твердих сфер та твердих сфер.

Як відомо, у мікроскопічному масштабі макроскопічні характеристики флуктуацій спо-
стережуваних безпосередньо визначаються за допомогою редукованих кореляційних функ-
цій (маргінальних або s-часткових кореляційних функцій, або кумулянтів маргіналів [4, 
5]). У разі застосування альтернативного підходу до опису еволюції станів системи твердих 
сфер на основі кореляційних функцій (6) редуковані кореляційні функції визначаються за 
допомогою розв’язку задачі Коші для ієрархії рівнянь Ліувілля (11), (12) у такий спосіб:

1 1 1
0 3 3( )

1
( , , , ) ( , , , ), 1,

!s s s s n s n s n
n n

G t x x dx dx g t x x s
n



   
 

   
 

  (18)

де твірна функція 1( , , , )s n s ng t x x   визначається розкладом (6).
Таке зображення для редукованих кореляційних функцій (18) може бути отримано як 

результат того, що редуковані кореляційні функції є кумулянтами редукованих функцій 
розподілу (14). Дійсно, традиційно редуковані кореляційні функції вводяться за допомо-
гою кластерних розкладів редукованих функцій розподілу, подібно до кластерних розкладів 
функцій розподілу ймовірностей (4) і на множині дозволених конфігурацій 3 \n

n   вони 
мають вигляд

1 | |
P:( , , ) P1

( , , , ) ( , ), 1,s s iX i
x x X Xs i i

i

F t x x G t X s
 

  
 

    (19)

де, як і вище, 
P:( , , )1x x Xs i

i



 

 — сума за всіма можливими розбиттями P множини 1( ), , sx x  на 

| P | підмножин 1( , , )i sX x x  , які взаємно не перетинаються. Внаслідок цього розв’язок 
рекурентних співвідношень (19) зображується через редуковані функції розподілу в та-
кий спосіб:

|P|–1
1 | |

P:( , , ) P1

( , , , ) (–1) (| P | –1)! ( , ), 1.s s iX i
x x X Xs i i

i

G t x x F t X s
 

  
 

    (20)

Функції (20) інтерпретуються як функції, якими описуються кореляції станів твердих 
сфер. Структура розкладів (20) така, що редуковані кореляційні функції є кумулянтами 
(напівінваріантами) редукованих функцій розподілу (16).

Оскільки кореляційні функції ( )s ng t , n  0, задовольняють ієрархію рівнянь Ліувіл-
ля для твердих сфер (11), редуковані кореляційні функції, визначені формулою (18), задо-
вольняють ієрархію еволюційних нелінійних рівнянь для твердих сфер (нелінійна ієрархія 
рівнянь ББГКІ):

1 1( , , , ) ( , , , )s s s s sG t x x G t x x
t
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int 1 2 1 2| | | |1 2
P: ( , , )1 1 2 1 21 2

( , ) ( , ) ( , )X X
x x X X i X i Xs

i i G t X G t X

 

1 int 1 1 1
13 3

( ( , 1) ( , , , )
s

s s s
i

dx i s G t x x
  



    
 



+ 
 



   

 
 

int 1 2| | | |1 2
P: ( , , ) ; 11 1 1 2 1 2

( , 1) ( , ) ( , )), 1,X X
x x X X i X s Xs

i s G t X G t X s   (21)

де 
P: ( , , )1 1 1 2x x X Xs 


 

 — сума за всіма можливими розбиттями множини аргументів 1 1), ,( sx x   

на дві підмножини X1 та X2, які взаємно не перетинаються, 
   

; 1

1 2
i X s X

 — сума за індексом i, 

який набуває значень з підмножини 1X  за умови, що індекс s+1 належить підмножині  2X , і 
використано позначення, прийняті в ієрархії рівнянь Ліувілля (11).

У конкретному випадку початкового стану, заданого послідовністю редукованих ко-
реляційних функцій ( ) 0

1(1, , 0, , 0, )cG G    на дозволених конфігураціях, тобто за відсут-
ності кореляцій між твердими сферами в початковий момент часу [1], згідно з визначен-
ням кореляційних функцій редуковані кореляційні функції зображуються такими розкла-
дами в ряд: 

1( , , , )s sG t x x 

0
1 1 3( ) \

0 13 3( )

1
( ;1, , ) ( ) , 1,

!

s n

s s n s n i s n
s nn in

dx dx t s n G x s
n



   
 

    
 

 

A   (22)

де твірний оператор ( )s n tA  — кумулянт (9) груп операторів (1) рівнянь Ліувілля. Під-
креслимо, що за відсутності кореляцій станів твердих сфер на дозволених конфігураціях 
у початковий момент часу генератори розкладів у ряд редукованих кореляційних функ-
цій (22) і редукованих функцій розподілу (16) відрізняються лише порядком кумулянтів 
груп операторів твердих сфер. Тому за допомогою таких редукованих функцій розподілу 
або редукованих кореляційних функцій описується процес створення кореляцій у плинах 
твердих сфер.

Отже, у статті розглянуто математичні проблеми опису еволюції багатьох твердих сфер 
за допомогою функцій, які описують процес поширення кореляцій. Підкреслимо, що струк-
тура розкладів для кореляційних функцій (6), в яких твірними операторами є кумулянти 
відповідного порядку (7) груп операторів (1) твердих сфер, породжує відповідну кумулянт-
ну структуру розкладів у ряди для редукованих функцій розподілу та редукованих кореля-
ційних функцій.

Зазначимо, що деякі нові підходи до виведення кінетичних рівнянь для системи бага-
тьох твердих сфер, зокрема кінетичних рівнянь з початковими кореляціями, розглянуто в 
працях авторів [10—13].
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HIERARCHY OF EVOLUTION EQUATIONS 
FOR CORRELATIONS OF HARD-SPHERE FLUIDS

In the communication we discuss an approach to describing the correlations in a system of many hard spheres 
based on the hierarchy of evolution equations for correlation functions. It is established that the constructed 
dynamics of correlations underlies the description of the dynamics of both finitely and infinitely many hard-
spheres governed by the BBGKY hierarchies for reduced distribution functions or reduced correlation functions.

Keywords: BBGKY hierarchy, Liouville hierarchy, correlation function.


