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t. A number of Pattern Re
ognition problems 
an be redu
ed to the 
onstru
tion ofprime, irredundant, or shortest disjun
tive normal forms for partial Boolean fun
tions. Knowledge of
onsidered fun
tion metri
al properties 
an fa
ilitate �nding optimal de
ision. The paper is devoted tonumeri
al parameter estimates of partial Boolean fun
tions taking values 0 and 1 with probabilities p è q
orrespondingly. The lower and upper bounds on the length of the shortest DNF representation of su
hfun
tions are obtained in the paper. ÂâåäåíèåÏðèìåíåíèå äèçúþíêòèâíûõ íîðìàëüíûõ �îðì (ÄÍÔ) â ðàñïîçíàâàíèè îáðàçîâñâÿçàíî ñ ïîíÿòèåì îòäåëèìîñòè (ñì. [1℄) è ñ èäååé ïîñòðîåíèÿ ïðîñòåéøåãî ëîãè-÷åñêîãî îòäåëèòåëÿ äâóõ ïîäìíîæåñòâ âåðøèí n-ìåðíîãî åäèíè÷íîãî êóáà. Çàäà÷àíàõîæäåíèÿ ïðîñòåéøåãî ëîãè÷åñêîãî îòäåëèòåëÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïî ñóòè çàäà÷óìèíèìèçàöèè ÄÍÔ ÷àñòè÷íûõ áóëåâûõ �óíêöèé (×ÁÔ). Èññëåäîâàíèå ìåòðè÷åñêèõñâîéñòâ òàêèõ �óíêöèé ïîçâîëÿåò îöåíèòü òðóäîåìêîñòü è êà÷åñòâî ïðîöåäóð ðàñ-ïîçíàâàíèÿ è òåì ñàìûì óñêîðèòü ïîèñê îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé. Îáçîðû ïî îöåíêàììåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ äëÿ ïî÷òè âñåõ �óíêöèé àëãåáðû ëîãèêè ìîæíî íàéòè âðàáîòàõ [2, 3, 4℄. Â ñòàòüå [4℄ ïîëó÷åíà íèæíÿÿ îöåíêà ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ñëîæíîñòèòóïèêîâîé ÄÍÔ ÷àñòè÷íîé áóëåâîé �óíêöèè. Â ðàáîòå [5℄ áûëè ðàññìîòðåíû ÷àñòè÷-íûå áóëåâû �óíêöèè f , ïðèíèìàþùèå êàæäîå èç çíà÷åíèé 0; 1;� ñ âåðîÿòíîñòüþ 1=3.Äëÿ òàêèõ �óíêöèé áûëè íàéäåíû âåðõíèå è íèæíèå àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè ÷èñëàk-ìåðíûõ èíòåðâàëîâ, äëèíû è ñëîæíîñòè êðàò÷àéøèõ è ìèíèìàëüíûõ ä.í.�. Â äàí-íîé ðàáîòå ïîëó÷åí áîëåå îáùèé ðåçóëüòàò â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ÷àñòè÷íàÿ áóëåâàÿ�óíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0 è 1 ñ âåðîÿòíîñòÿìè p è q ñîîòâåòñòâåííî.1. Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû è îïðåäåëåíèÿÏóñòü A = fa1; : : : ; asg � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, � � �óíêöèÿ, ñòàâÿùàÿ â ñîîòâåò-ñòâèå êàæäîìó a 2 A íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî �(a). Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç�� = ��(A) = 1sXa2A �(a)ñðåäíåå çíà÷åíèå �óíêöèè � íà ìíîæåñòâå A.Ëåììà 1. Ïóñòü � > 0 è Æ� � äîëÿ òåõ a 2 A, äëÿ êîòîðûõ �(a) � � ��. Òîãäà Æ� � 1� .



22 Ìàõèíà �.À.Äîêàçàòåëüñòâî. �� = 1sXa2A �(a) � 1s Xa : �(a)�� �� �(a) � 1ssÆ�� �� = Æ�� ��;îòêóäà è ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû. �Îáîçíà÷èì ÷åðåç �F (v) ÷èñëî ðåáåð èç F , ñîäåðæàùèõ âåðøèíó v.Ëåììà 2. Ïóñòü H = (V; E ) � ãèïåðãðà� ñ n âåðøèíàìè. Ïóñòü F � E , F � m, àY � V � ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí v, äëÿ êîòîðûõ �F (v) � s. Ïóñòü � � 0 òàêîâî,÷òî jY j � (1 � �)n. Òîãäà äëèíà âñÿêîãî ãðàäèåíòíîãî ïîêðûòèÿ ãèïåðãðà�à H íåïðåâîñõîäèò 1 + �n + ms ln nsem :Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé ëåììû ìîæíî íàéòè â [3℄.2. Îöåíêè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ è äèñïåðñèè èíòåðâàëîâðàçìåðíîñòè kÏóñòü �óíêöèÿ f : Bn ! f0; 1;�g íà êàæäîì íàáîðå ïðèíèìàåò íåçàâèñèìî åäè-íè÷íîå çíà÷åíèå ñ âåðîÿòíîñòüþ p è íóëåâîå çíà÷åíèå � ñ âåðîÿòíîñòüþ q. Êëàññòàêèõ �óíêöèé îáîçíà÷èì ÷åðåç ePnpq.Èíòåðâàëîì �óíêöèè íàçûâàåòñÿ ãðàíü êóáà, íå ñîäåðæàùàÿ íóëåé, íî ñîäåðæà-ùàÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíó åäèíèöó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ik(f) ÷èñëî èíòåðâàëîâ ðàçìåð-íîñòè k �óíêöèè f , à ÷åðåç �ik =M [ik(f)℄ � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âåëè÷èíû ik(f).Óòâåðæäåíèå 1. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî�ik = �nk�2n�k �(1� q)2k � (1� q � p)2k� :Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G nk = nIj; j = 1; �nk�2n�ko � ìíîæåñòâî âñåõ ãðàíåé ðàçìåð-íîñòè k êóáà Bn. Ïóñòü P (I) � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íåêîòîðàÿ ãðàíü I 2 G nk ÿâëÿ-åòñÿ èíòåðâàëîì �óíêöèè f 2 ePn. Èç îïðåäåëåíèÿ èíòåðâàëà ñëåäóåò, ÷òîP (I) = (1� q)2k � (1� q � p)2k :Òàê êàê jG nk j = �nk�2n�k, òî�ik = �nk�2n�k �(1� q)2k � (1� q � p)2k� ;÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2' 2009



Îöåíêè ÷èñëîâûõ ïàðàìåòðîâ â ÄÍÔ ñëó÷àéíûõ ÷àñòè÷íûõ áóëåâûõ �óíêöèé 23Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü Dik(n) = M [i2k(f)℄ � (M [ik(f)℄)2 � äèñïåðñèÿ ïàðàìåò-ðà ik(f). ÒîãäàDik = t2k+1�nk� kXj=0 2n�j�kj��n� kk � j� � �1� qt �2k+1 �(1� q)�2j � 1��� 2�1� qt �2k �(1� q)�2j � 1�+ t�2j � 1!;ãäå t = 1� p� q.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G nk � ìíîæåñòâî k-ìåðíûõ ãðàíåé êóáà Bn.Äëÿ òîãî ÷òîáû îöåíèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âåëè÷èíû i2k(f), íàéäåì âåðî-ÿòíîñòü P (I; I 0) òîãî, ÷òî äâà èíòåðâàëà I è I 0, òàêèå ÷òî I; I 0 2 G nk , îäíîâðåìåííîïðèíàäëåæàò �óíêöèè f 2 ePnpq. Èìååì äâà ñëó÷àÿ.1. Åñëè jI \ I 0j = 2j, òîP (I; I 0) = (1� q)2k+1�2j � 2(1� p� q)2k(1� q)2k�2j + (1� p� q)2k+1�2j = Pj;2. Åñëè jI \ I 0j = 0, òîP (I; I 0) = (1� q)2k+1 � 2(1� p� q)2k(1� q)2k + (1� p� q)2k+1 = P?Íàéäåì M [i2k(f)℄. Èìååì:M [i2k(f)℄ = kXj=0 �nj�2n�j�n� jk � j��n� kk � j�Pj++ ��nk�2n�k�2 � kXj=0 �nj�2n�j�n� jk � j��n� kk � j�!P? == kXj=0 �nj�2n�j�n� jk � j��n� kk � j�(Pj � P?) + ��nk�2n�k�2 P? == �nk� kXj=0 2n�j�kj��n� kk � j�(Pj � P?) + ��nk�2n�k�2 P?Çäåñü áûëî èñïîëüçîâàíî ðàâåíñòâî �nj��n�jk�j� = �nk��kj�.Çàìåòèì, ÷òî��nk�2n�k�2 P? = ��nk�2n�k�2 �(1� q)2k � (1� q � p)2k�2 = (M [ik(f)℄)2Îáîçíà÷èì ÷åðåç t = 1� p� q è ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèåPj � P? = (1� q)2k+1�2j � 2 t2k(1� q)2k�2j + t2k+1�2j�¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè òà ìàòåìàòèêè¿, �2' 2009



24 Ìàõèíà �.À.� (1� q)2k+1 � 2 t2k(1� q)2k + t2k+1 = t2k+1��1� qt �2k+1 �(1� q)�2j � 1��� 2�1� qt �2k �(1� q)�2j � 1�+ t�2j � 1�:Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ, ïîëó÷àåìDik = �nk� kXj=0 2n�j�kj��n� kk � j�(Pj � P?) == t2k+1�nk� kXj=0 2n�j�kj��n� kk � j� � �1� qt �2k+1 �(1� q)�2j � 1��� 2�1� qt �2k �(1� q)�2j � 1�+ t�2j � 1!;÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �Òåîðåìà 1. Ïóñòü 	(n)!1 ïðè n!1. Òîãäà äëÿ ïî÷òè âñåõ �óíêöèé f(~xn) èçêëàññà ePnpq ÷èñëî k-ìåðíûõ èíòåðâàëîâ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì:�nk��2n�k �(1� q)2k � t2k�� 	(n)q2n�k �(1� q)2k � t2k�� < ik(f) << �nk��2n�k �(1� q)2k � t2k� +	(n)q2n�k �(1� q)2k � t2k�� (2.1)ãäå t = 1� p� q.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü t = 1 � p � q. Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì ×åáûøåâà, ïî-ëîæèâ � = 	(n)�nk�q2n�k �(1� q)2k � t2k�. Íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî Dik(n)�2 ! 0 ïðèn!1.Çàìåòèì, ÷òî Dik(n) = t2k+12n�nk�Pkj=0 �kj��n�kk�j�aj, ãäåaj = 2�j��1� qt �2k+1 �(1� q)�2j � 1�� 2�1� qt �2k �(1� q)�2j � 1�+ t�2j � 1�:Âåëè÷èíà aj > 0, òàê êàê aj � 2�j �(1� q)�2j � 1� �1�qt � 1�2.Ïîêàæåì, ÷òî aj âîçðàñòàåò ïî j.aj+1aj = 12 0�(1� q)�2j + 1 + �t�2j � (1� q)�2j��t�2j � 1�aj 2j 1A :Ò.ê. �t�2j � (1� q)�2j��t�2j � 1� > 0, òî aj+1aj > 1, à çíà÷èò aj âîçðàñòàåò ïî j.¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2' 2009



Îöåíêè ÷èñëîâûõ ïàðàìåòðîâ â ÄÍÔ ñëó÷àéíûõ ÷àñòè÷íûõ áóëåâûõ �óíêöèé 25Ñëåäîâàòåëüíî,Dik � �nk�2nak kXj=0 �kj��n� kk � j� � �nk�22n�k �(1� q)2k � t2k� :Îòñþäà Dik(n)�2 � 1	2(n) ! 0 ïðè n!1, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �Ñëåäñòâèå 1. Ó ïî÷òè âñåõ �óíêöèé f(~xn) èç ePnpq íåò èíòåðâàëîâ ðàçìåðíîñòèáîëüøåé, ÷åì dlog2(nlog1=(1�q) 2)e:Ïîëîæèì k0 = dlog2(nlog1=(1�q) 2)e è ïóñòü 	(n) = n Òîãäàik0+1 << � nk0 + 1��2n�k0�1 �(1� q)2k0+1 � t2k0+1� +	(n)q2n�k0�1 �(1� q)2k0+1 � t2k0+1��< � nk0 + 1��2n�k0�1(1� q)2k0+1 +	(n)q2n�k0�1(1� q)2k0+1�Äàííîå âûðàæåíèå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñ ðîñòîì n. Ñëåäîâàòåëüíî, ó ïî÷òè âñåõ�óíêöèé f(~xn) íåò èíòåðâàëîâ ðàçìåðíîñòè dlog2(nlog1=(1�q) 2)e; à çíà÷èò, è èíòåðâà-ëîâ áîëüøåé ðàçìåðíîñòè.Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ ïî÷òè âñåõ �óíêöèé2n p� np2n p � jNf j � 2n p+ np2n pÇàìåòèì, ÷òî jNf j = i0(f). Òîãäà óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç Òåîðåìû 1, åñëè ïî-ëîæèòü â íåé 	(n) = n.Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü k1 = dlog2 log1=(1�q) n + log2 log2 log1=(1�q) ne, à Qk1(f) � ÷èñëîâåðøèí ~� 2 Nf , ñîäåðæàùèõñÿ õîòÿ áû â îäíîì èíòåðâàëå �óíêöèè f ðàçìåðíîñòè,áîëüøåé ÷åì k1. Òîãäà ó ïî÷òè âñåõ �óíêöèéQk1(f) � n�(1�Æn) log2 log1=(1�q) n � 2n;ãäå Æn ! 0 ïðè n!1.Â ñàìîì äåëå, ïóñòü Q0k1(f) � ÷èñëî âåðøèí ~� 2 Nf , ñîäåðæàùèõ-ñÿ õîòÿ áû â îäíîì èíòåðâàëå �óíêöèè f ðàçìåðíîñòè, ðàâíîé k1 + 1. ßñíî,÷òî Qk1(f) = Q0k1(f) � 2k1+1ik1+1(f), íî ó ïî÷òè âñåõ �óíêöèéik1+1(f(~xn)) < �ik1+1(n)0�1 + 	(n)q2n�k1�1 �(1� q)2k1+1 � t2k1+1�1A :Ïîëàãàÿ 	(n) = n, ïîëó÷èì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî " è äîñòàòî÷íî áîëüøèõ nQk1(f) � 2k1+1� nk1 + 1�2n�k1�1 �(1� q)2k1+1 � t2k1+1� (1 + ") �¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè òà ìàòåìàòèêè¿, �2' 2009



26 Ìàõèíà �.À.� 2n� nk1 + 1�(1� q)2k1+1(1 + ") �� (1 + ")2nnk1+1(1� q)2 log1=(1�q) n log2 log1=(1�q) n � 2nn�(1�Æn) log2 log1=(1�q) n;ãäå Æn ! 0 ïðè n!1.Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü k2 = blog2 log1=(1�q) n
, i(f) � ÷èñëî âñåõ èíòåðâàëîâ �óíêöèèf . Òîãäà äëÿ ïî÷òè âñåõ �óíêöèé f(~xn)i(f) =  �nk2�2n�k2 �(1� q)2k2 � (1� q � p)2k2�++ � nk2 + 1�2n�k2�1 �(1� q)2k2+1 � (1� q � p)2k2+1�!(1 + Æn);ãäå Æn ! 0 ïðè n!1.�àññìîòðèì îòíîøåíèå�k = �ik+1(n)�ik(n) = (n� k)2(k + 1) �(1� q)2k + (t)2k� = (n� k)2(k + 1)(1� q)2k  1 + � t1� q�2k! ;ãäå t = 1� q � p.ßñíî, ÷òî �k ! 1 ïðè k < k2 è �k ! 0 ïðè k > k2. Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ nèìååì �k > 1 ïðè k < k2 è �k < 1 ïðè k � k2. Ïîýòîìó maxk �ik(n) äîñòèãàåòñÿ ëèáîïðè k = k2 ëèáî ïðè k = k2 + 1.Ïîëàãàÿ â (2.1) 	(n) = n, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ �óíêöèé f(~xn)è k < dlog2(n log1=(1�q) 2)e�ik(n)(1� Æn) < ik(n) < �ik(n)(1 + Æn);ãäå Æn ! 0 ïðè n!1.Ñóììèðóÿ ýòè íåðàâåíñòâà ïî k, 0 � k � dlog2(n log1=(1�q) 2)e è ó÷èòûâàÿ,÷òî �k > n
, 
 > 0 ïðè k < k2 è �k < (log2 log1=(1�q) n)�1 ïðè k � k2, ïîëó÷èì,÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ �óíêöèé��ik2(n) +�ik2+1(n)� (1� Æ0n) < i(f) < ��ik2(n) +�ik2+1(n)� (1 + Æ0n);ãäå Æ0n ! 0 ïðè n!1.Ñëåäñòâèå 5. Äëÿ ïî÷òè âñåõ �óíêöèé f(~xn)i(f) = n(1�Æn) log2 log1=(1�q) n 2n;ãäå Æn = O � 1log2 n�.Âûòåêàåò èç ïðåäûäóùåãî ñëåäñòâèÿ.Ñëåäñòâèå 6. Äëÿ ïî÷òè âñåõ �óíêöèé f(~xn) ÷èñëî ìàêñèìàëüíûõ èíòåðâàëîâ íåïðåâîñõîäèò n(1�o(1)) log2 log1=(1�q) n 2n. ¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2' 2009
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�èñ. 1. Çàâèñèìîñòü �in(k) îò k.Íà ðèñóíêå 1 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü �in(k) îò k. Èç òåîðåìû 1 âûòåêàåò, ÷òî äëÿïî÷òè âñåõ �óíêöèé f(~xn) ïàðàìåòð ik(f) çàâèñèò îò k ïîäîáíûì æå îáðàçîì.Ñëåäñòâèå 7. Ïóñòü lM(f), l(f) � äëèíû, à L(f), LK(f) � ñëîæíîñòè ìèíèìàëü-íîé è êðàò÷àéøåé ä.í.�. �óíêöèè f ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà äëÿ ïî÷òè âñåõ �óíê-öèé f(~xn) lM(f) = l(f)(1 + Æn); Lk(f) = L(f)(1 + Æ0n); L(f) = n l(f)(1 + Æ00n);ãäå Æn; Æ0n; Æ00n ! 0 ïðè n!1.Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1 èìååì:(n� dlog2(nlog1=(1�q) 2)e) l(f) �� (n� dlog2(nlog1=(1�q) 2)e) lM(f)) � L(f) � Lk(f) � n l(f):Îòñþäà è âûòåêàåò óòâåðæäåíèå.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ îöåíîê ïàðàìåòðîâ lM (f), l(f),L(f), LK(f) äîñòàòî÷íî íàéòè àñèìïòîòè÷åñêóþ îöåíêó îäíîãî èç ýòèõ ïàðàìåòðîâ,íàïðèìåð, l(f).Òåîðåìà 2. Äëÿ ïî÷òè âñåõ �óíêöèé f(~xn)L(f) � 
 n2nplog1=(1�q) n log2 log1=(1�q) n; l(f) � 
 2nplog1=(1�q) n log2 log1=(1�q) n;ãäå 1=2 < 
 < 1. ¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè òà ìàòåìàòèêè¿, �2' 2009



28 Ìàõèíà �.À.Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî eP 0n �óíêöèé f 2 ePn, îáëàäàþùèõ ñëåäóþ-ùèìè ñâîéñòâàìè:1. jNf j � 2n p� np2n p;2. Qk1(f) � n�(1+o(1)) log2 log1=(1�q) n 2n.Èç ñëåäñòâèé 1�3 âûòåêàåò, ÷òî limn!1 jP 0nj2�2n = 1.Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âñÿêîé �óíêöèè f 2 P 0n ëþáîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà Nfèíòåðâàëàìè èìååò ìîùíîñòü, áîëüøóþ 
 2nplog1=(1�q) n log2 log1=(1�q) n . Â ñàìîì äåëå,èç ñâîéñòâ (1) è (2) âûòåêàåò, ÷òî ïî ìåíüøåé ìåðå 2np(1 � o(1)) âåð-øèí ìíîæåñòâà Nf ïîêðûâàþòñÿ ëèøü èíòåðâàëàìè ðàçìåðíîñòè íå áîëüøåé,÷åì k1 = dlog2 log1=(1�q) n+ log2 log2 log1=(1�q) ne. Îòñþäàl(f) � jNf j �Qk1(f)2k1 � 
 2nplog1=(1�q) n log2 log1=(1�q) n �Îöåíèì ñâåðõó äëèíó êðàò÷àéøåé ä.í.�. äëÿ ïî÷òè âñåõ �óíêöèé f 2 ePnpq.Ïóñòü ePnpq(e�) � ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèé f 2 ePnpq, òàêèõ, ÷òî f(e�) = 1,è ïóñòü G nk (e�) � ìíîæåñòâî k-ìåðíûõ ãðàíåé êóáà Bn, ñîäåðæàùèõ âåð-øèíó e�. Îáîçíà÷èì ÷åðåç vk(e�; f) ÷èñëî k-ìåðíûõ èíòåðâàëîâ �óíêöèè fèç ePnpq(e�), ñîäåðæàùèõ âåðøèíó e�, ÷åðåç �vk(n) � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âåëè-÷èíû vk(e�; f), �vk(n) = M [vk(e�; f)℄, è ÷åðåç Dvk(n) � äèñïåðñèþ ïàðàìåòðà vk(e�; f),Dvk(n) =M [v2k(e�; f)℄� (M [vk(e�; f)℄)2.Óòâåðæäåíèå 3. �vk(n) = �nk�(1� q)2k�1;Dvk(n) � �v2k(n) k3n(1� q) + k�nk�(1� q)2k�1! :Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü P (I) òîãî, ÷òî íåêîòîðàÿãðàíü I 2 G nk (e�) ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëîì �óíêöèè f 2 ePnpq(e�), ðàâíàP (I) = (1� q)2k�1:Ïîñêîëüêó îáùåå ÷èñëî ãðàíåé ðàíãà n � k â Bn, ñîäåðæàùèõ çàäàííóþ âåðøèíó,ðàâíî �nk�, òî ïîëó÷àåì, ÷òî �vk(n) = �nk�(1� q)2k�1:Îöåíèì ñâåðõó äèñïåðñèþ Dvk(n) = M [v2k(e�; f)℄ � (M [vk(e�; f)℄)2. ×òîáû îöå-íèòü M [v2k(e�; f)℄, íàéäåì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ãðàíè I; I 0 èç G nk (e�) îäíîâðåìåííîÿâëÿþòñÿ èíòåðâàëàìè �óíêöèè f èç ePnpq(e�). �àññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2' 2009



Îöåíêè ÷èñëîâûõ ïàðàìåòðîâ â ÄÍÔ ñëó÷àéíûõ ÷àñòè÷íûõ áóëåâûõ �óíêöèé 291. jI \ I 0j = fe�g: P (I; I 0) = (1� q)2k+1�2;2. jI \ I 0j 6= e�:Ïóñòü èíòåðâàëû I; I 0 èç G nk (e�) ïåðåñåêàþòñÿ ïî ãðàíè ðàçìåðíîñòè j, òîãäàP (I; I 0) = (1� q)2k+1�2j�1:Îáîçíà÷èì ÷åðåç S1 = �nk��n� kk �(1� q)2k+1�2è S2 = kXj=1 �nj��n� jk � j��n� kk � j�(1� q)2k+1�2j�1:Ïîñêîëüêó S1 � ��nk�(1� q)2k�1�2 = �v2k(n), òî èìååìDvk(n) = S1 + S2 � �v2k(n) � S2:Ïðåîáðàçóåì S2S2 = �nk�(1� q)2k+1�1 kXj=1 �kj��n� kk � j�(1� q)�2j :Ïîëîæèì aj = �kj��n�kk�j�(1� q)�2j . �àññìîòðèì îòíîøåíèåd = aj+1aj = (k � j)2(1� q)�2j(j + 1)(n� 2k + j + 1) :Èìååì d < 1 ïðè j < blog2 log1=(1�q) n
 è d > 1 ïðè k > j � blog2 log1=(1�q) n
. ÏîýòîìókXj=1 aj � k(a1 + ak) � k�k�n� 1k � 1�(1� q)�2 + (1� q)�2k� :Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåìS2 � �nk�(1� q)2k+1�1k�k�n� 1k � 1�(1� q)�2 + (1� q)�2k� == �nk�2(1� q)2k+1�2 k3n(1� q) + k�nk�(1� q)2k�1! == �v2k(n) k3n(1� q) + k�nk�(1� q)2k�1!è Dvk(n) � �v2k(n) k3n(1� q) + k�nk�(1� q)2k�1! : �¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè òà ìàòåìàòèêè¿, �2' 2009



30 Ìàõèíà �.À.Ñëåäñòâèå 1. Åñëè k � k1 � 1 = dlog2 log1=(1�q) n + log2 log2 log1=(1�q) ne � 1,òî Dvk(n) � 
 log2 nn �v2k(n), ãäå 
 � êîíñòàíòà.Óòâåðæäåíèå 4. Ïóñòü 1 � k � k1 � 1. Òîãäà äîëÿ Æn òåõ �óíêöèé f 2 ePnpq(e�),äëÿ êîòîðûõ jvk(e�; f)� �vk(n)j � 1log2 n�vk(n), íå ïðåâîñõîäèò 
 log32 nn .Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà äîëÿ Æn �óíêöèé f 2 ePnpq(e�),äëÿ êîòîðûõ jvk(e�; f) � �vk(n)j � �, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó Æn � Dvk(n)�2 . Ïîëî-æèâ � = �vk(n)log2 n , ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå. �Óòâåðæäåíèå 5. Ïóñòü f 2 ~Pnpq è bk(f) � ÷èñëî òåõ âåðøèí ~� 2 Nf , äëÿêîòîðûõ jvk(e�; f) � �vk(n)j � 1log2 n�vk(n). Ïóñòü Æ0n � äîëÿ òåõ �óíêöèé, ó êîòî-ðûõ bk(f) � log42 nn 2n. Òîãäà Æ0n � 1� 
log2 n .Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P (e�) � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âåðøèíà e� 2 Nf ,ãäå f 2 ePnpq, è jvk(e�; f) � �vk(n)j � �vk(n)log2 n . Òîãäà ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âåëè÷è-íû bk(f) ðàâíî �bk(n) = Pe�2Bn P (e�). Çàìåòèì, ÷òî P (e�) = p Æn � p 
 log32 nn . Îòñþäàïîëó÷àåì bk(f) � 
 log32 nn 2n.Â ñèëó ëåììû 1 äîëÿ òåõ �óíêöèé f 2 ePnpq, äëÿ êîòîðûõ bk(f) � log42 nn 2n, íåïðåâîñõîäèò 
log2 n . Çíà÷èò, äîëÿ òåõ �óíêöèé f , äëÿ êîòîðûõ bk(f) � log42 nn 2n, áîëüøå,÷åì 1� 
log2 n , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �Òåîðåìà 3. Äëÿ ïî÷òè âñåõ �óíêöèé f 2 ePnpq ñóùåñòâóåò ä.í.�. D äëè-íû l(D) � 
2nlog1=(1�q) n è ñëîæíîñòè L(D) � 
n2nlog1=(1�q) nÄîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî eP 00npq � ePnpq âñåõ �óíêöèé f(~xn), îáëà-äàþùèõ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:1. jNf j � 2n p+ np2n p;2. bk(f) � log42 nn 2n äëÿ âñåõ k � k1 � 2;3. ik1�2(f) = � nk1�2�2n�k1+2 �(1� q)2k1�2 � (1� q � p)2k1�2� (1 + Æn); ãäå Æn ! 0 ïðèn!1.Èç ñëåäñòâèÿ 1 è óòâåðæäåíèÿ 5 âûòåêàåò, ÷òî ïî÷òè âñå �óíêöèè îáëàäàþò ñâîé-ñòâàìè 1 è 2.Ñâÿæåì òåïåðü ñ êàæäîé �óíêöèåé f 2 eP 00npq ãèïåðãðà� Hf = (V; E ), â êîòî-ðîì V = Nf , à E ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ èíòåðâàëîâ �óíêöèè f . Ïóñòü F �ìíîæåñòâî âñåõ èíòåðâàëîâ ðàçìåðíîñòè k = dlog2 log1=(1�q) n+log2 log2 log1=(1�q) ne�2,¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2' 2009



Îöåíêè ÷èñëîâûõ ïàðàìåòðîâ â ÄÍÔ ñëó÷àéíûõ ÷àñòè÷íûõ áóëåâûõ �óíêöèé 31à Y � ìíîæåñòâî òåõ e� 2 Nf , äëÿ êîòîðûõ vk(e�; f) � �vk(n)�1� 1log2 n�. Ïîëî-æèì � = log42 npn . ßñíî, ÷òî óñëîâèÿ Ëåììû 2 âûïîëíÿþòñÿ. Ïîýòîìó äëèíà âñÿêîãîãðàäèåíòíîãî ïîêðûòèÿ ãèïåðãðà�à H íå ïðåâîñõîäèò1 + log42 nn 2n + 2n�k1+2(1 + Æn) ln�1p e 2k1�2(1 + Æ0n)� � k12n�k1+2 � 
2nlog1=(1�q) n:Îòñþäà è âûòåêàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �Òàêèì îáðàçîì, ó ïî÷òè âñåõ �óíêöèé f(~xn) èç êëàññà ePnpq äëèíà êðàò÷àéøåéä.í.�. óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì
 p 2nlog1=(1�q) n log2 log1=(1�q) n � l(f) � 
2nlog1=(1�q) n:Çàêëþ÷åíèåÂ ðàáîòå ïîëó÷åíû íèæíèå è âåðõíèå îöåíêè êðàò÷àéøèõ äí� ïî÷òè âñåõ ÷à-ñòè÷íûõ áóëåâûõ �óíêöèé, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ 0 è 1 ñ âåðîÿòíîñòÿìè p è qñîîòâåòñòâåííî.Àâòîð âûðàæàåò ïðèçíàòåëüíîñòü ïðî�. Ñàïîæåíêî À. À. çà ïîñòàíîâêó çàäà÷èè âíèìàíèå ê ðàáîòå. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Æóðàâëåâ Þ. È. Îá îòäåëèìîñòè ïîäìíîæåñòâ âåðøèí n-ìåðíîãî åäèíè÷íîãî êóáà. // ÒðóäûÌÈÀÍ, 1958 ã., òîì LI, 143-157.2. Âàñèëüåâ Þ. Ë., �ëàãîëåâ Â. Â. Ìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà äèçúþíêòèâíûõ íîðìàëüíûõ �îðì. Ñá.Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà è ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû êèáåðíåòèêè. Ì.: Íàóêà, 1974, C. 99-206.3. Ñàïîæåíêî À. À. Äèçúþíêòèâíûå íîðìàëüíûå �îðìû. - Ì.: Èçä-âî Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòå-òà, 1975.4. Ñàïîæåíêî À. À., ×óõðîâ È. Ï. Ìèíèìèçàöèÿ áóëåâûõ �óíêöèé â êëàññå äèçúþíêòèâíûõíîðìàëüíûõ �îðì // Èòîãè íàóêè è òåõíèêè, Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé, ìàò. ñòàòèñòèêà, òåîðåòè-÷åñêàÿ êèáåðíåòèêà, ò. 25, Ì.: ÂÈÍÈÒÈ, 1987, 68-116.5. Ìàõèíà �. À. ×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ÄÍÔ ñëó÷àéíûõ ÷àñòè÷íûõ áóëåâûõ �óíêöèé. // Òà-âðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè. Ñèì�åðîïîëü, ÒÍÓ, 2008. òîì 2, Ñ. 68-79.6. �àâðèëîâ �.Ï., Ñàïîæåíêî À.À. Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ ïî äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå. - Ì.: Ôèç-ìàòëèò, 2004 ã. 416 ñ.7. Ñàïîæåíêî À.À. Ïðîáëåìà Äåäåêèíäà è ìåòîä ãðàíè÷íûõ �óíêöèîíàëîâ. - Ì.: Èçä. îòäåë�-òà ÂÌèÊ Ì�Ó, 2005. 124 ñ.8. O'Connor L. A new lower bound on the expe
ted size of irredundant forms for Boolean fun
tions //Information Pro
essing Letters, Volume 53, Number 6, 24 Mar
h 1995 , pp. 347-353(7).Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 19.09.2009
¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè òà ìàòåìàòèêè¿, �2' 2009




