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eptable zeroestimator are o�ered and proved. Bibl. 7.Ïðè èñïûòàíèÿõ îäíîãî èçäåëèÿ ïðîèçîø¼ë îäèí îòêàç.Êàêîâà âåðîÿòíîñòü áåçîòêàçíîé ðàáîòû èçäåëèÿ?Çàíàó÷íûé þìîð. Ì.: ÌÔÒÈ, 2000.Ââåäåíèå. Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû�àññìàòðèâàåòñÿ îöåíèâàíèå íåñëó÷àéíîé, íî íåèçâåñòíîé âåðîÿòíîñòè p îñó-ùåñòâëåíèÿ íåêîòîðîãî ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ X â åäèíè÷íîì èñïûòàíèè. Â n > 0èñïûòàíèÿõ ïî ñõåìå Áåðíóëëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ÷èñëà óñïåõîâm 2 f 0; 1; : : : ; n gèìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Bim(n; p) = �nm�pm(1� p)n�m, p 2 �,ãäå � = (0; 1) � ïðîñòðàíñòâî èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà p (â äàííîì ñëó÷àå � îòêðûòûéîäíîìåðíûé èíòåðâàë).Òî÷å÷íàÿ îöåíêà bpml ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ âåëè÷èíû p äà¼òñÿ ýëåìåí-òàðíîé �îðìóëîé bpml = argmaxp2� L(p; x) = 1n nXi=1 xi = mn : (1)Çäåñü�: L(p; x) = pm(1 � p)n�m � �óíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ âåëè÷èíû p äëÿ áèíîìè-àëüíîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè;�: x = (x1; : : : ; xn) � âûáîðêà, ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåíèÿ n ýëåìåíòàð-íûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî íàáëþäåíèþ ñîáûòèÿ X, xi 2 f0; 1g; i = 1; n, ïðè÷¼ì âx èìååòñÿ m çíà÷åíèé 1 è n�m çíà÷åíèé 0;�: � = [0; 1℄ � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà �.Äàííàÿ îöåíêà ÿâëÿåòñÿ ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé, ý��åêòèâíîé è ñîñòîÿòåëüíîé.Íåñìåùåííàÿ �óíêöèÿ îöåíêè å¼ äèñïåðñèè åñòüm (n�m)n3 : (2)



16 �óðîâ Ñ.È.Ïðè m = 0 ãîâîðÿò, ÷òî èìååò ìåñòî 0-ñîáûòèå. Â òîì ñëó÷àå �îðìóëà (1) äà¼òíóëåâóþ òî÷å÷íóþ îöåíêó âåðîÿòíîñòè íàáëþäåíèÿ X, à �îðìóëà (2) � íóëåâîå îöå-íî÷íîå çíà÷åíèå å¼ äèñïåðñèè. Âñ¼ ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî íà ïðàêòèêå îöåíêà bp = 0÷àñòî íåïðèåìëåìà. Â ýòîì è ñîñòîèò îñíîâíàÿ ïðîáëåìà îöåíêè âåðîÿòíîñòè íåêî-òîðîãî íè ðàçó íå íàáëþä¼ííîãî ñîáûòèÿ. Àâòîðó íåèçâåñòíû ïóáëèêàöèè ïî äàííîéïðîáëåìå.Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïðåäëîæåíèå è îáîñíîâàíèå íåíóëåâîé òî÷å÷íîé îöåíêèíåêîòîðîãî ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ ïðè îñóùåñòâëåíèè 0-ñîáûòèÿ.1. Äîâåðèòåëüíîå îöåíèâàíèå×àñòîòíûé ïîäõîä. Â ñëó÷àå 0-ñîáûòèÿ êëàññè÷åñêèå ìåòîäû ÷àñòîòíîãî ïîäõî-äà ê ðåøåíèþ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè [1, 5℄ îïðåäåëÿþò íèæíþþ ãðàíè-öó p�(n) äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà ïðè êîý��èöèåíòå äîâåðèÿ � êàê íóëåâóþ, àâåðõíþþ p+(n) � êàê ðåøåíèå (îòíîñèòåëüíî x) óðàâíåíèÿIx(1; n) = � :Çäåñü Ix(�; �) � îòíîøåíèå íåïîëíîé B(áåòòà)-�óíêöèè ê ïîëíîé B-�óíêöèè ñ ñî-îòâåòñòâóþùèìè ïàðàìåòðàìè. Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé îáû÷íî äîñòàòî÷íî ñ÷è-òàòü � = 0:95 èëè � = 0:99. Òàêèì îáðàçîì, èìååìIx(1; n) = n xZ0 (1� t)n�1dt = 1� (1� x)n = � ;îòêóäà p+(n) = 1� np1� � :Òàê, ïðè � = 0:95 ïîëó÷àåì p+(10) = 0; 2589 è p+(100) = 0; 02951. Äëÿ n > 50 ìîæíîñ÷èòàòü p+(n) � 3=n.Èñïîëüçîâàíèå p+(n) â êà÷åñòâå òî÷å÷íîé îöåíêè p, êàê ïðàâèëî, ÿâëÿåòñÿíåîïðàâäàííûì, äàþùèì ñëèøêîì çàâûøåííîå çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè: ñ äîñòîâåð-íîñòüþ � áóäåì èìåòü p 6 p+. Îäíàêî îò òî÷å÷íîé îöåíêè íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îò-êëîíåíèå å¼ çíà÷åíèÿ îò èñòèííîãî áûëî îäíîñòîðîííèì ïî÷òè âñåãäà.Áåéåñîâñêèé ïîäõîä. Ïðè èñïîëüçîâàíèÿ áåéåñîâñêîãî ïîäõîäà ê ðåøåíèþ ñòàòè-ñòè÷åñêèõ çàäà÷ âñòà¼ò âîïðîñ î êîíêðåòèçàöèè àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.Áóäåì ðàññìàòðèâàòü íàèáîëåå èíòåðåñíóþ ñèòóàöèþ îòñóòñòâèÿ ðåçóëüòàòîâàíàëîãè÷íûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïðîâîäèìûõ ðàíåå, ò.å. êîãäà èñïîëüçîâàíèå òîãî èëèèíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ýìïèðè÷åñêèé áåéåñîâñêèéïîäõîä) íåâîçìîæíî. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ îáû÷íî ïðèáåãàþò ê çàêîíó íåäîñòàòî÷íîãî1êàê îáû÷íî, çíà÷åíèÿ ïðèâîäÿòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñëåäíåãî çíàêà¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2' 2009



Îöåíêà âåðîÿòíîñòè íè ðàçó íå íàáëþä¼ííîãî ñîáûòèÿ 17îñíîâàíèÿ Ëàïëàñà, êîòîðûé óñòàíàâëèâàåò, ÷òî åñëè íè÷åãî íå èçâåñòíî î ïàðàìåò-ðå è îí èçìåíÿåòñÿ íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå, òî â êà÷åñòâå àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëå-íèÿ ïðèíèìàþò ðàâíîìåðíîå. �àâíîìåðíîå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðåäñòàâèì Â-ðàñïðåäåëåíèåì Bep(a; b) = �(a+ b)�(a)�(b) pa�1(1� p)b�1 (3)ñ ïàðàìåòðàìè a = b = 1 (�(�) � ãàììà-�óíêöèÿ). Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè àïîñòåðè-îðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ áóäåò ðàâíÿòüñÿ Bep(1; n+ 1) = (n+1)(1� p)n, åãî ìàòåìàòè-÷åñêîå îæèäàíèå � = 1=(n+ 2), à ìåäèàíà � med = 1� 1= np2.Áåéåñîâñêóþ òî÷å÷íóþ îöåíêó îïðåäåëÿåìîé âåëè÷èíû îáû÷íî ïîëàãàþò ðàâ-íîé ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ èëè ìåäèàíå àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, êàêäîñòàâëÿþùèå ìèíèìóìû ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèõ ïîòåðü è ñðåäíåãî îòêëîíåíèÿ ñî-îòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, èìååì äâå îöåíêèbpB�(n) = 1n+ 2 è bpBmed(n) = 1� np0:5 :Ïîñêîëüêó 1 � np0:5 ! ln 2=n ïðè n ! 1, òî bpBmed(n) ' 1=(1; 443n). Îòìåòèì, ÷òîîöåíêà ïî ìåäèàíå èìååò á�îëüøóþ ïðàêòè÷åñêóþ öåííîñòü, êàê áîëåå ðîáàñòíàÿ [7℄.Â ëþáîì ñëó÷àå ÿñíî, ÷òî îáå äàííûå îöåíêè ÿâëÿþòñÿ çàâûøåííûìè, ïîñêîëüêóîñíîâàíû íà ïðåäïîëîæåíèè î ðàâíîìåðíîì àïðèîðíîì ðàñïðåäåëåíèè p íà èíòåðâà-ëå [0; 1℄, ÷òî ìàëî ñîãëàñóåòñÿ ñ �àêòîì 0-ñîáûòèÿ ïðè íå ñëèøêîì ìàëûõ n.2. Îöåíêà bp00-ñîáûòèå èìååò ìåñòî, êîäà â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåíèÿ n ýëåìåíòàðíûõ ýêñïåðè-ìåíòîâ ïî íàáëþäåíèþ ñîáûòèÿ X ïîëó÷àþò âûáîðêó x0 = (0; : : : ; 0) äëèíû n > 1.Ñ÷èòàåì, ÷òî ëþáàÿ äðóãàÿ èí�îðìàöèÿ î ñîáûòèè X îòñóòñòâóåò è íå ìîæåò áûòüäîïîëíèòåëüíî ïîëó÷åíà.Äàëåå äëÿ îöåíêè âåðîÿòíîñòè p ïîÿâëåíèÿ X â åäèíè÷íîì ýêñïåðèìåíòå áóäåòèñïîëüçîâàòüñÿ ïîíÿòèå êîý��èöèåíòà äîâåðèÿ � 2 (0; 1). Ïóñòü bp � âûáðàííàÿ îöåí-êà âåðîÿòíîñòè p ñîáûòèÿ X, à P (n; bp) � âåðîÿòíîñòü íåêîòîðîãî ñîáûòèÿ, ñâÿçàííîãîñ íàáëþä¼ííûì 0-ñîáûòèåì, è íà îñíîâàíèè êîòîðîãî äåëàþòñÿ òå èëè èíûå âûâîäû,îòíîñèòåëüíî X. Áóäåì ñ÷èòàòü çíà÷åíèå P = P (n; bp) ïðåâîñõîäÿùèì âûáðàííûéêîý��èöèåíò äîâåðèÿ: P > � : (4)Ïðè ýòîì áóäåò èìåòü ìåñòî íåïðèâû÷íàÿ çàâèñèìîñòü P (n; bp) ! 1 ïðè bp ! 0,÷òî ñâÿçàíî ñ íóëåâîé îöåíêîé p ïî (1). Ïîýòîìó çäåñü êîý��èöèåíò äîâåðèÿ (íå áó-äåì ìåíÿòü òåðìèíîëîãèþ) âûðàæàåò íå ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè íåêîòîðîãî ñîáûòèÿ,à ñòåïåíü ¾óñòóïêè¿, íà êîòîðóþ ìû ìîæåì ïîéòè äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè, óêëîíÿþ-ùèéñÿ îò òåîðåòè÷åñêè èñòèííîãî, íî íåïðèåìëåìîãî äëÿ íàñ çíà÷åíèÿ. Â ñèëó ýòîãî,èíòåðåñ áóäåò ïðåäñòàâëÿòü îöåíêà, ìàêñèìàëüíî âîçìîæíàÿ ïðè äàííûõ ïðåäïîëî-æåíèÿõ (íàèáîëåå óäàë¼ííàÿ îò 0).Ïîñòðîèì äâå îöåíêè âåðîÿòíîñòè 0-ñîáûòèÿ, ñâîáîäíûå îò óêàçàííûõ âûøå íåäî-ñòàòêîâ è îñíîâàííûå íà ðàçíûõ èäåÿõ.¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè òà ìàòåìàòèêè¿, �2' 2009



18 �óðîâ Ñ.È.Îöåíêà bp�. Ïðè èñòèííîì çíà÷åíèè îöåíèâàåìîé âåðîÿòíîñòè p âåðîÿòíîñòü P íà-áëþä¼ííîãî 0-ñîáûòèÿ åñòü P = (1� p)n. Ïî (4) ïîëàãàåìP = (1� p)n > � ;îòêóäà p 6 bp� = 1� np� ' ln(1=�)n :Îöåíêà bpr. Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåêîòîðîå ñëó÷àéíîå ñîáûòèå X, íàáëþäàåìîåâ åäèíè÷íîì ýêñïåðèìåíòå ïî ñõåìå Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ p 2 [0; 1℄, îïðåäåëÿåòñëó÷àéíûé ïðîöåññ Xp ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì, êîòîðûé è ïîðîæäàåò âûáîðêó x0êàê ðåàëèçàöèþ ýòîãî ïðîöåññà.Èäåÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè bpr(n) ñîñòîèò â çàìåíå ðàññìîòðåíèÿ ðåàëèçàöèè x0 ïðî-öåññà Xp íåêîòîðîé äðóãîé åãî ðåàëèçàöèåé x1, êîòîðàÿ ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíî çíà-÷åíèå 1.Ïîñòðîèì òðåáóåìóþ ðåàëèçàöèþ x1. �àññìîòðèì ïðîöåññ Xq îïðåäåëÿåìûé âå-ðîÿòíîñòüþ q íàáëþäåíèÿ ñîáûòèÿ X â åäèíè÷íîì ýêñïåðèìåíòå ïî ñõåìå Áåðíóëëèè x1 � ðåàëèçàöèÿ óêàçàííîãî ïðîöåññà. Ïóñòü îáú¼ì âûáîðêè x1 åñòü N > 1, èçêîòîðûõ M > 1 çíà÷åíèé íóëåâûå. Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêîé (1). Îïðåäåëèìäîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ M è N èç äîñòîâåðíîñòè ñîâïàäåíèÿ ïàðàìåòðîâ p = q áèíî-ìèàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé íå ìåíåå � è åñòåñòâåííîì òðåáîâàíèè ìèíèìàëüíîñòè N .Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è âîñïîëüçóåìñÿ òî÷íûì êðèòåðèåì Ôèøåðàäëÿ ñðàâíåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, ëåæàùèõ â îñíîâå äâóõ áèíîìèàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèéïðè ìàëûõ îáú¼ìàõ âûáîðîê [5, ï. 4.6.7℄. Ìåòîä îñíîâàí íà àíàëèçå ò.í. òàáëèö 2� 2.Â íàøåì ñëó÷àå èìååì òàáëèöó 0 n nM N-M NM N-M+n N+nÏðèìåíåíèå äàííîãî êðèòåðèÿ âûçâàíî òåì, ÷òî èñïîëüçîâàíèÿ îáùåãî êðèòåðèÿàíàëèçà 2� 2 òàáëèö âîçìîæíî ëèøü ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ýëåìåíòîâòàáëèöû, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå çàâåäîìî íå èìååò ìåñòà, ïîñêîëüêó îäíî èç òàêèõçíà÷åíèé íóëåâîå.Âåðîÿòíîñòü P òîãî, ÷òî òàáëèöà ïîðîæäåíà îäíèì çíà÷åíèåì âåðîÿòíîñòè, áóäåòðàâíàP = n!N !M ! (N �M + n)!(N + n)! � 1n!M ! (N �M)! = N ! (N �M + n)!(N �M)! (N + n)! = �NM��N+nM � :Èçâåñòíà (ñì., íàïðèìåð, [2℄) àñèìïòîòèêà�n�sk ��nk� � expn�s kn � s2k + sk22n2 o ;¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2' 2009



Îöåíêà âåðîÿòíîñòè íè ðàçó íå íàáëþä¼ííîãî ñîáûòèÿ 19ñïðàâåäëèâàÿ ïðè s+ k = o(n3=4) è n!1. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî äà¼òP = �(N+n)�nM ��N+nM � � expn� nMN + n�1 + M + nN + n �oñ ñîõðàíåíèåì óñëîâèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (êàê ëåãêî ïîêàçàòü, äëÿ P ! max äîëæíîâûïîëíÿòüñÿ M2 = o(N) , îòêóäà è n +M = o((N + n)3=2) ïðè N ! 1, n = 
onst).Òîãäà ïî (4) èìååì � nMN + n�1 + M + nN + n � . ln � ;à ïîëàãàÿ ïî (1), ÷òî bpr = MN è ñ÷èòàÿ N � 1, ïîëó÷èìn bpr (1 + bpr) & ln 1� : (5)Îòñþäà, ïðåíåáðåãàÿ âåëè÷èíîé bpr 2, ïîëó÷èì bpr ' ln(1=�)n = bp�.Òàêèì îáðàçîì îáå ïîñòðîåííûå îöåíêè ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò. Äàííóþ îöåíêóîáîçíà÷èì bp0: bp0(n) = 1� np� ' ln(1=�)n ' 1� �22 � n ' 1� �� n : (6)Å¼ è ïðåäëàãàåòñÿ ïðèíèìàòü êàê òî÷å÷íóþ îöåíêó âåðîÿòíîñòè 0-ñîáûòèÿ. Ïðèâå-ä¼ííûå àñèìïòîòèêè (ïåðå÷èñëåííûå â ïîðÿäêå ïîíèæåíèÿ òî÷íîñòè ñ çàâûøåíèåìîöåíêè) ñïðàâåäëèâû äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ çíà÷åíèé � è íå ñëèøêîì ìàëûõ n.Íåñêîëüêî áîëåå ãðóáûå ðàññóæäåíèÿ, îñíîâàííûå íà �èêñàöèè îïðåäåë¼ííîãîçíà÷åíèÿ N , ïðèâîäÿò, êàê ñëåäñòâèå P ! max, êM = 1 : (7)Òîãäà P = N=(N + n). Ïî (4) èìååìN = � � n1� �� (8)è ïî (1) ñðàçó ïîëó÷àåì p 6 bp = MN = 1� �� n ;÷òî ñîâïàäàåò ñ (6).ßñíî, ÷òî äëÿ ðåàëüíûõ çíà÷åíèé � è n > 3bp0 < bpBmed < bpB� < p+ :¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè òà ìàòåìàòèêè¿, �2' 2009



20 �óðîâ Ñ.È.3. Èíòåðâàëüíîå ñîãëàñîâàííîå îöåíèâàíèåÏîëó÷åííàÿ òî÷å÷íàÿ îöåíêà bp0 äà¼ò èíòåðâàëüíóþ îöåíêó p íà îñíîâå ïðèíöèïàñîãëàñîâàííîñòè [3, 4℄. Äàííûé ïðèíöèï, îñíîâàííûé íà èäåå Ý. Ëåìàíà [6℄, ïîç-âîëÿåò â ðàìêàõ áåéåñîâñêîãî ïîäõîäà êîíêðåòèçèðîâàòü àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèåîöåíèâàåìîãî ïàðàìåòðà. Ìåòîä íàïðàâëåí èìåííî íà ìàëûå âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé.Ïî ïðèíöèïó ñîãëàñîâàííîñòè àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå âûáèðàòüñÿ, â ÷àñòíî-ñòè, èç óñëîâèÿ ñîâïàäåíèÿ áåéåñîâñêîé è ÷àñòîòíîé òî÷å÷íûõ îöåíîê îïðåäåëÿå-ìîãî ïàðàìåòðà. Ïðè ýòîì ïîëó÷àåìîå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå (óêàæåì ÷òî îíîåñòü fa_priori(p) = Bep(1; b), ãäå çíà÷åíèå b, îïðåäåëÿåìîå ïî ïðèíöèïó ñîãëàñîâàí-íîñòè, ñì. íèæå) â áîëüøåé ñòåïåíè, ÷åì ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå, ñîãëàñóåòñÿ ñíàáëþä¼ííûì 0-ñîáûòèåì. Äàëåå, ïî ïðèíöèïó ñîãëàñîâàííîñòè, àïîñòåðèîðíîå ðàñ-ïðåäåëåíèå åñòü fa_post(p) = Bep(1; b + n) è âåðõíÿÿ ãðàíèöà p+
 äîâåðèòåëüíîãî èí-òåðâàëà (0; p+
 ) äëÿ îöåíèâàåìîé âåðîÿòíîñòè p, èìåþùåé òî÷å÷íóþ îöåíêó bp, åñòüðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ix(1; n+ b� 1) = � :Çäåñü ïàðàìåòð b îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ bp = 1=N = 1=(b + n + 1), è, òàêèì îáðà-çîì, b = N � n� 1. Òîãäà óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ x = bp+
 ïðèíèìàåò âèäIx(1; 1=bp� 2) = � èëè Ix(1; N � 2) = � (9)è â ïîñëåäíåì ñëó÷àå çíà÷åíèå N áåð¼òñÿ èç (8).Íàïðèìåð, ïðè � = 0:95 è n = 10 èìååì N = 190, bpr = 0:0053. Óðàâíåíèå (9) êîí-êðåòèçèðóåòñÿ êàê Ix(1; 188) = 0:95, îòêóäà ïî Òàáëèöå 5.2 èç [1℄ ïîëó÷èì bp+
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