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Àííîòàöèÿ. Ðåøåíà çàäà÷à ñáëèæåíèÿ óïðàâëÿåìûõ îáúåêòîâ íà îñíîâå ìå-
òîäà ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé. Ïðåäëîæåíû íîâûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
îêîí÷àíèÿ èãðû çà êîíå÷íîå ãàðàíòèðîâàííîå âðåìÿ â ñëó÷àå, êîãäà óñëîâèå
Ïîíòðÿãèíà íå âûïîëíÿåòñÿ. Ââåäåíû ðàçðåøàþùèå ôóíêöèè ñïåöèàëüíîãî
òèïà è íà èõ îñíîâå ðàçðàáîòàíû äâå ñõåìû ìåòîäà ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé,
îáåñïå÷èâàþùèõ çàâåðøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû â êëàññå êâàçèñòðàòå-
ãèé è êîíòðóïðàâëåíèé. Ïðèâåäåíû ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàçðåøàþùèõ
ôóíêöèé. Ðåçóëüòàòû èëëþñòðèðóþòñÿ íà ìîäåëüíîì ïðèìåðå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êâàçèëèíåéíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ èãðà, ìíîãîçíà÷íîå
îòîáðàæåíèå, èçìåðèìûé ñåëåêòîð, ñòðîáîñêîïè÷åñêàÿ ñòðàòåãèÿ, ðàçðåøàþ-
ùàÿ ôóíêöèÿ.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîáëåìû ñáëèæåíèÿ óïðàâëÿåìûõ

îáúåêòîâ â èãðîâûõ çàäà÷àõ äèíàìèêè íà îñíîâå ìåòîäà ðàçðåøàþùèõ ôóíê-

öèé [1]. Ïðåèìóùåñòâî ýòîãî ìåòîäà â òîì, ÷òî îí ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî èñ-

ïîëüçîâàòü ñîâðåìåííóþ òåõíèêó ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé è èõ ñåëåêòîðîâ

â îáîñíîâàíèÿõ èãðîâûõ êîíñòðóêöèé è ïîëó÷åíèè íà èõ îñíîâå ñîäåðæàòåëü-

íûõ ðåçóëüòàòîâ. Â ëþáûõ ôîðìàõ äàííîãî ìåòîäà ãëàâíûì ÿâëÿåòñÿ íàêîïè-

òåëüíûé ïðèíöèï, êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ â òåêóùåì ñóììèðîâàíèè ðåçðåøàþ-

ùåé ôóíêöèè äëÿ îöåíêè êà÷åñòâà èãðû ïåðâîãî èãðîêà âïëîòü äî äîñòèæåíèÿ

íåêîòîðîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ.

Â îòëè÷èå îò îñíîâíîé ñõåìû ìåòîäà ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé â ñòàòüå ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà óñëîâèå Ïîíòðÿãèíà íå èìååò ìåñòà. Ââîäÿòñÿ ñïåöè-

àëüíûå ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ, ïîðîæäàþùèå âåðõíèå è íèæíèå ðàçðåøàþ-

ùèå ôóíêöèè äâóõ òèïîâ. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ôóíêöèé ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è ñáëèæåíèÿ çà íåêîòîðîå ãàðàíòèðîâàííîå âðåìÿ.

Ïðèâåäåíû ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé.

Ðàáîòà ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ [1, 2] è ïðèìûêàåò ê ïóáëèêàöèÿì [3–24].

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ðàññìîòðèì êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìûé ïðîöåññ, ýâîëþöèÿ êîòîðîãî îïèñûâàåò-

ñÿ ðàâåíñòâîì

z t g t t u d

t

( ) ( ) ( , ) ( ( ), ( ))� � �� � � � � � �

0

, t � 0. (1)

Çäåñü z t R n( )� , ôóíêöèÿ g t( ), g R R n: � � , èçìåðèìà ïî Ëåáåãó [8] è îãðàíè-

÷åíà ïðè t 	 0, ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ � ( , )t � , t � �� 0, èçìåðèìà ïî t, à òàêæå

ñóììèðóåìà ïî � äëÿ êàæäîãî t R� � . Áëîê óïðàâëåíèÿ çàäàåòñÿ ôóíêöèåé

� �( , )u , � :U V R n
 � , íåïðåðûâíîé ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ íà ïðÿìîì

ïðîèçâåäåíèè íåïóñòûõ êîìïàêòîâ U è V ; m, l, n — íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

Óïðàâëåíèÿ èãðîêîâ u( )� , u R U: � � , è � �( ), � :R V� � , ÿâëÿþòñÿ èçìåðè-

ìûìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè.
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Êðîìå ïðîöåññà (1) çàäàíî òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî M * , èìåþùåå öèëèí-

äðè÷åñêèé âèä

M M M* � �0 , (2)

ãäå M 0 — ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî èç R n , à M — êîìïàêò èç îðòîãîíàëü-

íîãî äîïîëíåíèÿ L ê ïîäïðîñòðàíñòâó M 0 â R n .

Öåëè ïåðâîãî ( )u è âòîðîãî ( )� èãðîêîâ ïðîòèâîïîëîæíû. Ïåðâûé (ïðåñëå-

äîâàòåëü) ñòðåìèòñÿ âûâåñòè òðàåêòîðèþ ïðîöåññà (1) íà òåðìèíàëüíîå ìíîæåñ-

òâî (2) çà êðàò÷àéøåå âðåìÿ, à âòîðîé (óáåãàþùèé) — ìàêñèìàëüíî îòòÿíóòü ìî-

ìåíò ïîïàäàíèÿ òðàåêòîðèè íà ìíîæåñòâî M * èëè èçáåæàòü âñòðå÷è.

Ïðèìåì ñòîðîíó ïåðâîãî èãðîêà, è åñëè èãðà (1), (2) ïðîäîëæàåòñÿ íà èíòåð-

âàëå [ , ]0 T , òî óïðàâëåíèå ïåðâîãî èãðîêà â ìîìåíò t âûáåðåì íà îñíîâå èíôîð-

ìàöèè î g T( ) è � t ( )� , ò.å. â âèäå èçìåðèìîé ôóíêöèè

u t u g T t( ) ( ( ), ( ))� �� , t T�[ , ]0 , u t U( )� , (3)

ãäå � �t s s t( ) ( ) : [ , ]� � �{ }0 — ïðåäûñòîðèÿ óïðàâëåíèÿ âòîðîãî èãðîêà ê ìî-

ìåíòó t, èëè â âèäå êîíòðóïðàâëåíèÿ

u t u g T( ) ( ( ), ( ))� �� , t T�[ , ]0 , u t U( )� . (4)

Åñëè, â ÷àñòíîñòè, g t e zAt( ) � 0 , � ( , ) ( )t eA t� �� 
 , z z( )0 0� , à eAt — ìàòðè÷-

íàÿ ýêñïîíåíòà, òî ñ÷èòàþò, ÷òî óïðàâëåíèå u t u z t( ) ( , ( ))� �0 � ðåàëèçóåò êâà-

çèñòðàòåãèþ [6], à êîíòðóïðàâëåíèå [3] u t u z( ) ( , ( ))� �0 � ÿâëÿåòñÿ ïðîÿâëåíèåì

ñòðîáîñêîïè÷åñêîé ñòðàòåãèè Õàéåêà [7].

Ïóñòü � �( , )t , � :� � L, � � { }( , ) :t t� �0 � � � � , — íåêîòîðàÿ, ïî÷òè âñþäó

îãðàíè÷åííàÿ, èçìåðèìàÿ ïî t è ñóììèðóåìàÿ ïî �, ��[ , ]0 T , äëÿ êàæäîãî t 	 0

ôóíêöèÿ, êîòîðóþ íàçîâåì ôóíêöèåé ñäâèãà.

Îáîçíà÷èì � îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ èç R n â L. Ââåäåì

ôóíêöèþ

� � � � � � �( ) ( , ( ), ( , )) ( ) ( , )t t g t t g t t d

t

� � � � �
0

.

Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèé ñåëåêòîð � �( , )t ÿâëÿåòñÿ ñóììèðóåìîé ïî �, ��[ , ]0 t ,

ôóíêöèåé ïðè ëþáîì t 	 0.

Ðàññìîòðèì ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

B ( , , ) : [ ( )] ( , ) ( , ) ( , )t M t t U t� � � � � � � � � � �� � 
 � 
{ }0 � .

Óñëîâèå 1. Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå B ( , , )t � � ïðèíèìàåò íåïóñòûå çíà-

÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå � 
V .

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå Ïîíòðÿãèíà [4], òî 0�B ( , , )t � � íà

ìíîæåñòâå � 
V è ïîýòîìó âûïîëíåíî óñëîâèå 1.

Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 1. Ââåäåì ðàçðåøàþùèå ôóíêöèè

� � � � � � �* ( , , ) : ( , , )t t� �sup{ }B ,

� � � � � � �
*

( , , ) : ( , , )t t� �inf { }B , ��[ , ]0 t , � �V .

Ìîæíî ïîêàçàòü [1], ÷òî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå B ( , , )t � � çàìêíóòîçíà÷íî,

L B� -èçìåðèìî ïî ñîâîêóïíîñòè ( , )� � , ��[ , ]0 t , � �V , à ðàçðåøàþùèå ôóíêöèè

� � �* ( , , )t è � � �
*

( , , )t L B� -èçìåðèìû ïî ñîâîêóïíîñòè ( , )� � , ��[ , ]0 t , � �V .

ÏóñòüV t( , )0 — ñîâîêóïíîñòü èçìåðèìûõ ôóíêöèé � �( ), ��[ , ]0 t , ñî çíà÷åíèÿìè èçV .

166 ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2019, òîì 55, ¹ 6



Ïîñêîëüêó ïðè ôèêñèðîâàííîì t ôóíêöèè � � �* ( , , )t è � � �
*

( , , )t L B� -èçìåðè-

ìû ïî ñîâîêóïíîñòè ( , )� � , ��[ , ]0 t , � �V , îíè ñóïåðïîçèöèîííî èçìåðèìû [1], ò.å.

� � � �* ( , , ( ))t è � � � �
*

( , , ( ))t èçìåðèìû ïî �, ��[ , ]0 t , ïðè ëþáîé èçìåðèìîé ôóíê-

öèè �( ) ( , )� �V t0 , à ôóíêöèè inf
�

� � �
�V

t* ( , , ) è inf
�

� � �
�V

t
*

( , , ) èçìåðèìû ïî �,

��[ , ]0 t .

Ïóñòü äëÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (1), (2) âûïîëíåíî óñëîâèå 1.

Ðàññìîòðèì ïðè � �V , ��[ , ]0 t , t 	 0, ôóíêöèþ

� � �
� � � � �

� �
( , , )

( , , ) ( , ( ), ( , )),

( ,

*

*

t
t M t g t t

t
�

� 
 �, åñëè 0

, ) ( , ( ), ( , )),� � �, åñëè 0� 
 �

�
�
� M t g t t

è êîìïàêòíîçíà÷íîå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

U u U t u t t M t� � � � � � � � � � � � �( , ) : ( , ) ( , ) ( , )) ( , , )[ ( )� � 
 � 
{ � ]}.

Â ñèëó ñâîéñòâ ïàðàìåòðîâ ïðîöåññà (1) è ðàçðåøàþùåé ôóíêöèè � � �( , , )t

êîìïàêòíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèåU � � �( , ) L B� -èçìåðèìî [1] ïðè � �V , ��[ , ]0 t .

Ðàññìîòðèì ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ

W t t U t
� �� � � � � � � � � �( , , ) ( , ) ( ( , ), ) ( , )� 
� , W t W t

V

� �

�

� � �( , ) ( , , )�
�
�

íà ìíîæåñòâàõ � 
V è � ñîîòâåòñòâåííî, ãäå � � � � � �{ }( , ):t t� �0 .

Óñëîâèå 2. Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå W t� �( , ) ïðèíèìàåò íåïóñòûå çíà÷å-

íèÿ íà ìíîæåñòâå �.

Ñ ó÷åòîì ïðåäïîëîæåíèé î ìàòðè÷íîé ôóíêöèè � ( , )t � çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè

ëþáîì ôèêñèðîâàííîì t 	 0 âåêòîð-ôóíêöèÿ � � � �� ( , ) ( , )t u L B� -èçìåðèìà ïî

( , ) [ , ]� � � 
0 t V è íåïðåðûâíà ïî u U� � � �( , ). Ïîýòîìó íà îñíîâàíèè òåîðåìû

î ïðÿìîì îáðàçå [8] ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì t 	 0 ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

W t� � �( , , ) èìååò çàìêíóòûå çíà÷åíèÿ è L B� -èçìåðèìî ïî ( , ) [ , ]� � � 
0 t V . Òîãäà

â ñèëó ëåììû 5 [1] ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå W t� �( , ) áóäåò èçìåðèìûì ïî �,

��[ , ]0 t , çàìêíóòîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

P {� � � �( ( ), ( , )) : ( , ( ), ( , ))g t M t g t t� � � � � � 
 �0 0 , inf }
�

� � � �
��

�
V

t

t d* ( , , )

0

1 . (5)

Åñëè óñëîâèÿ â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ ñîîòíîøåíèÿ (5) íå âûïîëíÿþòñÿ íè äëÿ

êàêèõ t � 0, òî ïîëîæèì P� �( ( ), ( , ))g � � � ��.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äëÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (1), (2) âûïîëíå-

íû óñëîâèÿ 1, 2, ìíîæåñòâî M âûïóêëî, äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè ñäâèãà

� ( , )� � ìíîæåñòâî P� �( ( ), ( , ))g � � � íå ïóñòî è P P� � �� � � �( ( ), ( , ))g . Òîãäà èãðà

ìîæåò áûòü çàêîí÷åíà â ìîìåíò P� ñ èñïîëüçîâàíèåì óïðàâëåíèÿ âèäà (4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü � �( ) — ïðîèçâîëüíûé èçìåðèìûé ñåëåêòîð êîì-

ïàêòà V , � ��[ , ]0 P . Èç óñëîâèÿ 2 è òåîðåìû îá èçìåðèìîì âûáîðå ñåëåêòî-

ðà [8] âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí èçìåðèìûé ñåëåêòîð � �� �( , )P

òàêîé, ÷òî � � �� � � �( , ) ( , )P P�W , � ��[ , ]0 P . Ïîýòîìó èìååì � �� �( , )P �
� 
� � � �� �*

( , , )[ ( )]P PM ïðè ëþáîì � �V äëÿ � ��[ , ]0 P . Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðà-

âåäëèâî âêëþ÷åíèå � � � � � �
� �

�
� �( , ) ( , , )[ ( )]

*
P inf P P� 


�V
M . Ïðîèíòåãðèðîâàâ

åãî îò 0 äî P� , ïîëó÷èì âêëþ÷åíèå
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� � � � � � � �� �
�

� �

��

( , ) ( , , )[ ( )]
*

P inf P P

PP

d M d
V

� 

���

00

,

êîòîðîå â òåðìèíàõ îïîðíûõ ôóíêöèé çàïèøåì â âèäå

� � � 	 � � � �� �
�

�

�

0

P

P inf P�
�

�

�
��

�

�

�
��
� 


�
( , ) , ( , , )[ (

*
d Ñ t M

V
)] ,d� 	

�

0

P

�
�

�

�
��

�

�

�
��
�

� 
 � 

��
inf P P

P

�
� �� � � � � 	 � 	

�

V
t d C M C M

*
( , , ) ( ( ), ) ( ( ), )

0

.

Çäåñü ó÷òåíû óñëîâèÿ ñîîòíîøåíèÿ (5) è ñâîéñòâà îïîðíûõ ôóíêöèé C X( , )	 [9].

Òàêèì îáðàçîì, èìååì

� � � �� � �

�

( , ) ( )P P

P

d M� 
�
0

. (6)

Ðàññìîòðèì ïðè � �V , � ��[ , ]*0 P êîìïàêòíîçíà÷íîå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

U u U u� � � � �� � � � � � � � � �( , ) : ( , ) ( , ) ( , )) ( , ))� � 
 �{ P P P� . (7)

Â ñèëó ñâîéñòâ ïàðàìåòðîâ ïðîöåññà (1) êîìïàêòíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

U � � �( , ) L B� -èçìåðèìî [1] ïðè � �V , � ��[ , ]0 P . Ïîýòîìó ïî òåîðåìå îá èç-

ìåðèìîì âûáîðå ñåëåêòîðà [8] ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå U � � �( , ) ñîäåðæèò

L B� -èçìåðèìûé ñåëåêòîð u� � �( , ), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèîííî èçìå-

ðèìîé ôóíêöèåé [1].

Ïîëîæèì óïðàâëåíèå ïåðâîãî èãðîêà u u� �� � � �( ) ( , ( ))� , � ��[ , ]0 P . Ñ ó÷å-

òîì ôîðìóëû (1) ïîëó÷èì

� � � � � � � � � � �� � � � �

�

z u d( ) ( ) ( ( , ) ( ( ), ( )) ( , ))P P P P

P

� � 
� �

0

. (8)

Òîãäà èç ñîîòíîøåíèé (6)–(8) èìååì � � �� � �z M M( ) ( ) ( )P P P� � 
 � è, ñëåäî-

âàòåëüíî, z M( ) *P� � , ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

ÊÂÀÇÈÑÒÐÀÒÅÃÈß ÑÁËÈÆÅÍÈß ÓÏÐÀÂËßÅÌÛÕ ÎÁÚÅÊÒÎÂ

Ðàññìîòðèì ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

A ( , , ) : ( , ) ( , ) ( , ) [ ( )]t t U t M t� � 
 � � � � � � 
 �� � 
 
 ��{ }0 � � . (9)

Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå 1, òî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå A ( , , )t � � ïðèíè-

ìàåò íåïóñòûå çíà÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå � 
V . Ââåäåì ðàçðåøàþùèå ôóíêöèè


 � � 
 
 � �* ( , , ) : ( , , )t t� �sup{ }A ,


 � � 
 
 � �
*

( , , ) : ( , , )t t� �inf { }A , ��[ , ]0 t , � �V .

Ïîêàæåì [1], ÷òî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå A ( , , )t � � çàìêíóòîçíà÷íî,
L B� -èçìåðèìî ïî ñîâîêóïíîñòè ( , )� � , ��[ , ]0 t , � �V , à ðàçðåøàþùèå ôóíêöèè


 � �* ( , , )t è 
 � �
*

( , , )t L B� -èçìåðèìû ïî ñîâîêóïíîñòè ( , )� � , ��[ , ]0 t , � �V . Ïî-

ñêîëüêó ïðè ôèêñèðîâàííîì t ôóíêöèè 
 � �* ( , , )t è 
 � �
*

( , , )t L B� -èçìåðèìû ïî

ñîâîêóïíîñòè ( , )� � , ��[ , ]0 t , � �V , îíè ñóïåðïîçèöèîííî èçìåðèìû [1], ò.å.


 � � �* ( , , ( ))t è 
 � � �
*

( , , ( ))t èçìåðèìû ïî �, ��[ , ]0 t , ïðè ëþáîé èçìåðèìîé ôóíêöèè

�( ) ( , )� �V t0 , à ôóíêöèè inf
�


 � �
�V

t* ( , , ) è inf
�


 � �
�V

t
*

( , , ) èçìåðèìû ïî �, ��[ , ]0 t .
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Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

T g t t d
V

t

V
( ( ), ( , )) : ( , , ) , (*� � � � � �

� ��� 
 � � � �
� �

0 1

0

inf inf t d

t

, , )� � �

0

1� �
�
�
 

� 

!
"
 

# 
. (10)

Åñëè ïðè íåêîòîðîì t 	 0 
 � �* ( , , )t $ �� äëÿ ��[ , ]0 t , � �V , òî â ýòîì ñëó-

÷àå çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî èíòåãðàëà â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ ñîîòíîøåíèÿ (10)

åñòåñòâåííî ïîëîæèòü ðàâíûì �� è t T g� � � �( ( ), ( , ))� , åñëè äëÿ ýòîãî t ñïðàâåä-

ëèâî äðóãîå íåðàâåíñòâî â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ äàííîãî ñîîòíîøåíèÿ. Â ñëó÷àå,

êîãäà íåðàâåíñòâà â ñîîòíîøåíèè (10) íå âûïîëíÿþòñÿ ïðè âñåõ t 	 0, ïîëîæèì

T g( ( ), ( , ))� � � ��� .

Òåîðåìà 2. Ïóñòü äëÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (1), (2) âûïîëíå-

íû óñëîâèÿ 1, 2, ìíîæåñòâî M âûïóêëî, äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè ñäâèãà � ( , )� �
ìíîæåñòâî T g( ( ), ( , ))� � �� íå ïóñòî è T T g� � � �( ( ), ( , ))� . Òîãäà èãðà ìîæåò áûòü

çàêîí÷åíà â ìîìåíò T ñ èñïîëüçîâàíèåì óïðàâëåíèÿ âèäà (3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü � �( ) — ïðîèçâîëüíûé èçìåðèìûé ñåëåêòîð êîìïàê-

òà V , ��[ , ]0 T .

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ñëó÷àé � �( , ( ), ( , ))T g T T M� � è ââåäåì êîíòðîëüíóþ

ôóíêöèþ

h t T d t d

t

V
t

T

( ) ( , , ( )) ( , , )* *� 
 
� � �
1

0


 � � � � � � � �
�
inf , t T�[ , ]0 .

Ïî îïðåäåëåíèþ T èìååì

h t d
V

T

( ) ( , , )*0 1 0

0

� 
 	
��
inf
�

� � � � ,

h T T d t d

T

V

T

( ) ( , , ( )) ( , , )* *� 
 � 
 �� � �
1 1 0

0 0


 � � � � 
 � � �
�
inf .

Ïîýòîìó â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè h t( ) ñóùåñòâóåò òàêîé ìîìåíò âðåìå-

íè t
*

, t T
*

( , ]� 0 , ÷òî h t( )
*

� 0. Îòìåòèì, ÷òî ìîìåíò ïåðåêëþ÷åíèÿ t
*

çàâèñèò

îò ïðåäûñòîðèè óïðàâëåíèÿ âòîðîãî èãðîêà � �t s s t
*

( ) ( ) : [ , ]
*

� � �{ }0 .

Ïðîìåæóòêè âðåìåíè [ , )
*

0 t , [ , ]
*

t T íàçîâåì «àêòèâíûì» è «ïàññèâíûì» ñî-

îòâåòñòâåííî. Îïèøåì ñïîñîá óïðàâëåíèÿ ïåðâûì èãðîêîì íà êàæäîì

ïðîìåæóòêå.

Íà «àêòèâíîì» ïðîìåæóòêå ��[ , )
*

0 t ðàññìîòðèì êîìïàêòíîçíà÷íîå îòîáðà-

æåíèå

U u U T u T T M
 � � � � � � � � 
 � � �* *( , ) : ( , ) ( , ) ( , )) ( , , )[ (� � 
 � 
{ � T )]}. (11)

Èç ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ A ( , , )t � � ñëåäóåò, ÷òî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæå-

íèå U 
 � �* ( , ) èìååò íåïóñòûå îáðàçû. Â ñèëó ñâîéñòâ ïàðàìåòðîâ ïðîöåññà (1) è

ðàçðåøàþùåé ôóíêöèè 
 � �* ( , , )T êîìïàêòíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå U 
 � �* ( , ) ïðè

� �V , ��[ , )
*

0 t L B� -èçìåðèìî [1]. Ïîýòîìó ïî òåîðåìå îá èçìåðèìîì âûáîðå

ñåëåêòîðà [8] â êàæäîì îòîáðàæåíèè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí L B� -èçìåðèìûé

ñåëåêòîð u
 � �* ( , ), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèîííî èçìåðèìîé ôóíêöèåé [1].

Ïîëîæèì óïðàâëåíèå ïåðâîãî èãðîêà íà «àêòèâíîì» ïðîìåæóòêå ðàâíûì

u u
 
� � � �* *( ) ( , ( ))� .

Ðàññìîòðèì «ïàññèâíûé» ïðîìåæóòîê [ , ]
*

t T . Èç óñëîâèÿ 2 è òåîðåìû îá èç-

ìåðèìîì âûáîðå ñåëåêòîðà [8] âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí èçìåðè-

ìûé ñåëåêòîð � ��
* ( , )T òàêîé, ÷òî � � �� �

* *( , ) ( , )T W T� , ��[ , ]
*

t T . Ïîýòîìó èìååì

ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2019, òîì 55, ¹ 6 169



� � � � � ��
* *( , ) ( , , )[ ( )]T T M T� 
 ïðè ëþáîì � �V äëÿ ��[ , ]

*
t T . Ñëåäîâàòåëüíî,

ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå � � � � � ��
�

* *( , ) ( , , )[ ( )]T T M T
V

� 

�
inf . Ïðîèíòåãðèðîâàâ

åãî îò t
*

äî T , ïîëó÷èì âêëþ÷åíèå

� � � � � � � ��
�

* *( , ) ( , , )[ ( )]

**

T d T M T d
V

t

T

t

T

� 

��� inf . (12)

Íà «ïàññèâíîì» ïðîìåæóòêå [ , ]
*

t T ðàññìîòðèì êîìïàêòíîçíà÷íîå îòîáðà-

æåíèå

U u U T u T T� �� � � � � � � � � �* *( , ) : ( , ) ( , ) ( , ) ( , )� � 
 �{ }� . (13)

Ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ U � � �* ( , ) èìåþò íåïóñòûå îáðàçû. Â ñèëó

ñâîéñòâ ïàðàìåòðîâ ïðîöåññà (1) êîìïàêòíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå U � � �* ( , ) ïðè

� �V , ��[ , ]
*

t T L B� -èçìåðèìî [1]. Ïîýòîìó ñîãëàñíî òåîðåìå îá èçìåðèìîì

âûáîðå ñåëåêòîðà [8] ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí L B� -èçìåðèìûé ñåëåêòîð

u� � �* ( , ), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèîííî èçìåðèìîé ôóíêöèåé [1]. Ïîëîæèì

óïðàâëåíèå ïåðâîãî èãðîêà íà «ïàññèâíîì» ïðîìåæóòêå ðàâíûì u� �* ( ) �

� u�
� � � �( , ( )).

Ñ ó÷åòîì ôîðìóëû (1) ïðè âûáðàííûõ óïðàâëåíèÿõ ïîëó÷àåì

� � � � � � � � � � �
z T T T u T d

t

( ) ( ) ( ( , ) ( ( ), ( )) ( , ))*
*

� � 
 �� �

0

� 
� ( ( , ) ( ( ), ( )) ( , ))*

*

� � � � � � � � ��� T u T d

t

T

.
(14)

Èç ñîîòíîøåíèé (11)–(14) èìååì

� � 
 � � � � � � � ��z T T T M T d T d

t

t

( ) ( ) ( , , ( ))[ ( )] ( , )* *
*

*

� � 
 ��
0

T

� �

� � 
 �� �
� 
 � � � � � � � �

�
( ) ( , , ( ))[ ( )] ( , , )[* *

*

T T M T d T M

t

V
0

inf 
 �� � �( )]

*

T d

t

T

� 
 

%

&

' � � �
� 
 � � � � � � � �

�
( ) ( , , ( )) ( , , )* *

*

*

T T d T d

t

V
t

T

1

0

inf
'

(

)

*
*
�

� � �� � �

 � � � � � � � �

�

* *( , , ( )) ( , , )
*

*

T Md T M d

t

V
t

T

0

inf

� �
%

&

'
'

(

)

*
*� � �


 � � � � � � � �
�

* *( , , ( )) ( , , )
*

*

T d T d M

t

V
t

T

0

inf � M .

Çäåñü ó÷òåíî ðàâåíñòâî h t( )
*

� 0, à ïåðåõîä ïðè èíòåãðèðîâàíèè ìíîãîçíà÷íûõ

îòîáðàæåíèé ñ ìíîæåñòâîì M ìîæåò áûòü ïîäòâåðæäåí èñïîëüçîâàíèåì àïïà-

ðàòà îïîðíûõ ôóíêöèé [9].

Äëÿ ñëó÷àÿ � �( , ( ), ( , ))T g T T M� � äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü òåîðåìó 1.
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Åñëè äëÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (1), (2) âûïîëíåíî óñëîâèå 1, òî

â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (9) ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå A ( , , )t � � ïðèíèìàåò íå-

ïóñòûå çíà÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå � 
V . Ðàññìîòðèì ïðè � �V , ��[ , ]0 t , t 	 0,

êîìïàêòíîçíà÷íîå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

U u U t u t t M t
 � � � � � � � � 
 � � �* *( , ) : ( , ) ( , ) ( , ) ( , , )[ (� � 
 � 
{ � )]}.

Â ñèëó ñâîéñòâ ïàðàìåòðîâ ïðîöåññà (1) è ðàçðåøàþùåé ôóíêöèè 
 � �* ( , , )t

êîìïàêòíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå U 
 � �* ( , ) L B� -èçìåðèìî [1] ïðè � �V , ��[ , ]0 t .

Ðàññìîòðèì ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ

W t t U t
 
� � � � � � � � � �* *( , , ) ( , ) ( ( , ), ) ( , )� 
� , W t W t

V


 


�

� � �* *( , ) ( , , )�
�
�

íà ìíîæåñòâàõ � 
V è � ñîîòâåòñòâåííî, ãäå � � � � � �{ }( , ):t t� �0 .

Óñëîâèå 3. Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå W t
 �* ( , ) ïðèíèìàåò íåïóñòûå çíà÷å-

íèÿ íà ìíîæåñòâå �.

Ñ ó÷åòîì ïðåäïîëîæåíèé î ìàòðè÷íîé ôóíêöèè � ( , )t � ìîæíî ñäåëàòü âû-

âîä, ÷òî ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì t 	 0 âåêòîð-ôóíêöèÿ � � � �� ( , ) ( , )t u

L B� -èçìåðèìà ïî ( , ) [ , ]� � � 
0 t V è íåïðåðûâíà ïî u U� 
 � �* ( , ). Ïîýòîìó íà

îñíîâàíèè òåîðåìû î ïðÿìîì îáðàçå [8] ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì t 	 0 ìíî-

ãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå W t
 � �* ( , , ) èìååò çàìêíóòûå çíà÷åíèÿ è ÿâëÿåòñÿ

L B� -èçìåðèìûì ïî ( , ) [ , ]� � � 
0 t V . Òîãäà â ñèëó ëåììû 5 [1] ìíîãîçíà÷íîå

îòîáðàæåíèå W t
 �* ( , ) áóäåò èçìåðèìûì ïî �, ��[ , ]0 t , çàìêíóòîçíà÷íûì îòîáðà-

æåíèåì.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü äëÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (1), (2) âûïîëíå-

íû óñëîâèÿ 1–3, ìíîæåñòâî M âûïóêëî, äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè ñäâèãà � ( , )� �
ìíîæåñòâî T g( ( ), ( , ))� � �� íå ïóñòî è T T g� � � �( ( ), ( , ))� . Òîãäà èãðà ìîæåò áûòü

çàêîí÷åíà â ìîìåíò T ñ èñïîëüçîâàíèåì óïðàâëåíèÿ âèäà (4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü � �( ) — ïðîèçâîëüíûé èçìåðèìûé ñåëåêòîð êîìïàê-

òà V , ��[ , ]0 T .

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ñëó÷àé � �( , ( ), ( , ))T g T T M� � è ââåäåì êîíòðîëüíóþ

ôóíêöèþ

h t T d T d
V

t

V
t

T

( ) ( , , ) ( , , )* *� 
 

� �� �1

0

inf inf
� �


 � � � � � � �, t T�[ , ]0 .

Ïî îïðåäåëåíèþ T èìååì

h T d
V

T

( ) ( , , )*0 1 0

0

� 
 	
��
inf
�

� � � � , h T T d
V

T

( ) ( , , )*� 
 �
��

1 0

0

inf
�


 � � � .

Ïîýòîìó â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè h t( ) ñóùåñòâóåò òàêîé ìîìåíò âðåìå-

íè t
*

, t T
*

( , ]� 0 , ÷òî h t( )
*

� 0. Îòìåòèì, ÷òî ìîìåíò ïåðåêëþ÷åíèÿ t
*

íå çàâè-

ñèò îò ïðåäûñòîðèè óïðàâëåíèÿ âòîðîãî èãðîêà � �t s s t
*

( ) ( ) : [ , ]
*

� � �{ }0 .

Ðàññìîòðèì «àêòèâíûé» ïðîìåæóòîê [ , )
*

0 t . Èç óñëîâèÿ 3 è òåîðåìû îá èç-

ìåðèìîì âûáîðå ñåëåêòîðà [8] âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí èçìåðè-

ìûé ñåëåêòîð � �

* ( , )T òàêîé, ÷òî � � �
 


* *( , ) ( , )T W T� , ��[ , )
*

0 t . Ïîýòîìó èìååì

� � 
 � � �

* *( , ) ( , , )[ ( )]T T M T� 
 ïðè ëþáîì � �V äëÿ ��[ , ]

*
0 t . Ñëåäîâàòåëüíî,
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ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå � � 
 � � �

�

* *( , ) ( , , )[ ( )]T T M T
V

� 

�
inf . Ïðîèíòåãðèðîâàâ

åãî îò 0 äî t
*

, ïîëó÷èì âêëþ÷åíèå

� � � 
 � � � �

�

* *( , ) ( , , )[ ( )]
**

T d T M T d
V

tt

� 

��� inf

00

. (15)

Ðàññìîòðèì «ïàññèâíûé» ïðîìåæóòîê [ , ]
*

t T . Èç óñëîâèÿ 2 è òåîðåìû îá èç-

ìåðèìîì âûáîðå ñåëåêòîðà [8] âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí èçìåðè-

ìûé ñåëåêòîð � ��
* ( , )T òàêîé, ÷òî � � �� �

* *( , ) ( , )T W T� , ��[ , ]
*

t T . Ïîýòîìó èìååì

� � � � � ��
* *( , ) ( , , )[ ( )]T T M T� 
 ïðè ëþáîì � �V äëÿ ��[ , ]

*
t T . Ñëåäîâàòåëüíî,

ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå � � � � � ��
�

* *( , ) ( , , )[ ( )]T T M T
V

� 

�
inf . Ïðîèíòåãðèðîâàâ

åãî îò t
*

äî T , ïîëó÷èì âêëþ÷åíèå

� � � � � � � ��
�

* *( , ) ( , , )[ ( )]

**

T d T M T d
V

t

T

t

T

� 

��� inf . (16)

Îáîçíà÷èì

� ( , )
( , ), [ , ),

( , ), [ , ].

*
*

*
*

*

� �
� � �

� � �




�

T
T t

T t T
�

�

�

�
�
 

� 

0

Òîãäà ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà h t( )
*

� 0 è ñîîòíîøåíèé (15), (16) èìååì

� ( , ) ( , ) ( , )* * *

*

*

� � � � � � � � �
 �T d T d T d

t

TtT

� � ����
00

� 
 � 

� �� inf inf

� �

 � � � � � � � �

V

t

V
T M T d T M* *( , , )[ ( )] ( , , )[

*

0

( )]

*

T d

t

T

�� �

� �
%

&

'
'

(

)
� �� �inf inf

� �

 � � � � � � �

V

t

V
t

T

T d T d* *( , , ) ( , , )
*

*0

*
*


M


 �
%

&

'
'

(

)
� ��� inf inf

� �

 � � � � � � �

V V
t

Tt

T d T d* *( , , ) ( , , )

*

*

0

*
*

� 
� � �( ) ( )T d M T .

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

0

0

� 
 
 �M T T d

T

� � � �( ) � ( , )* . (17)

Ðàññìîòðèì ïðè ��V, ��[ , ]0 T êîìïàêòíîçíà÷íîå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

� ( , ) : ( , ) ( , ) ( , ) � ( , )* *U u U T u T T� � � � � � � � � �� � 
 
 �{ }� 0 . (18)

Â ñèëó ñâîéñòâ ïàðàìåòðîâ ïðîöåññà (1) êîìïàêòíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå
� ( , )*U � � L B� -èçìåðèìî [1] ïðè � �V , ��[ , ]0 T . Ïîýòîìó ñîãëàñíî òåîðåìå îá

èçìåðèìîì âûáîðå ñåëåêòîðà [8] ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå � ( , )*U � � ñîäåðæèò

L B� -èçìåðèìûé ñåëåêòîð � ( , )u � � , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèîííî èçìåðè-

ìîé ôóíêöèåé [1].
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Ïîëîæèì óïðàâëåíèå ïåðâîãî èãðîêà � ( ) � ( , ( ))* *u u� � � �� , ��[ , ]0 T . Èñïîëü-

çîâàâ ôîðìóëó (1), ïîëó÷èì

� � � � � � � � � � � �z T T T d T u

T

( ) ( ) � ( , ) ( ( , ) ( � ( ), ( )) (* *� � � 
�
0

� T T d

T

, ) � ( , )) .*� � � �
�
0

(19)

Òîãäà èç ñîîòíîøåíèé (17)–(19) èìååì

� � � � � � � � �z T T T d M T T d M

T T

( ) ( ) � ( , ) ( ) � ( , )* *� � � 
 
 �� �
0 0

è, ñëåäîâàòåëüíî, z T M( ) *� .

Äëÿ ñëó÷àÿ � �( , ( ), ( , ))T g T T M� � äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü òåîðåìó 1.

ÔÎÐÌÓËÛ ÄËß ÂÛ×ÈÑËÅÍÈß ÐÀÇÐÅØÀÞÙÈÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Óñëîâèå 4. Äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè ñäâèãà � ( , )� � � �( , ( ), ( , ))t g t t M� � , t � 0,

à C t U t( ( , ) ( , ), ) ( ( , ), )� � � � 	 � � 	� 
 � 0 äëÿ âñåõ 	 �L, | | | |	 �1, ��[ , ]0 t , � �V

è ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå A ( , , )t � � ïðèíèìàåò íåïóñòûå çíà÷åíèÿ íà ìíî-

æåñòâå � 
V .

Èñïîëüçóÿ àïïàðàò îïîðíûõ ôóíêöèé [9], íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé ðå-

çóëüòàò.

Ëåììà 1. Ïóñòü äëÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (1), (2) ìíî-

æåñòâî M âûïóêëî è âûïîëíåíî óñëîâèå 4. Òîãäà èìååì


 � �
� � � � 	 � � 	

	 


*

( )
( , , )

( ( , ) ( , ), ) ( ( , ), )
t

C t U t

t
�





�
inf
+

�

C M t( , ) ( ( ), )
 


�
�
�

!
"
#	 � 	

,

� � �
� � � � 	 � � 	

	 


*

( )
( , , )

( ( , ) ( , ), ) ( ( , ), )
t

C t U t

Ct
�




�
inf
+

�

( , ) ( ( ), )M t	 � 	


�
�
�

!
"
#

,

ãäå

+
 	 	 	 � 	( ) : | | | | , ( , ) ( ( ), )t L C M t� � � 
 � �{ }1 0 ,

+� 	 	 	 � 	( ) : | | | | , ( , ) ( ( ), )t L C M t� � � 
 	{ }1 0 .

Çàìå÷àíèå 2. Â ðàáîòå [23] ââåäåíî ïîíÿòèå ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ìàêñèìóìà

ïî îðòîãîíàëüíîìó áàçèñó e en1, ..., îò êîìïàêòà A K R n� ( ) ïî ôîðìóëå

lex max
,...,e e k

n

k

n

A A

1
0

�
�
� ,

ãäå A A0 � , A x A x e c Ak k k k� � �
 
{ }1 1: ( , ) ( , )	 , c Ak( , )
1 	 — îïîðíàÿ ôóíêöèÿ

ìíîæåñòâà A
k
1

[24], k n�1, ,� . Ìíîæåñòâî lex max
,...,e en

A

1

ñîñòîèò èç îäíîé òî÷-

êè, ïðèíàäëåæàùåé ìíîæåñòâó êðàéíèõ òî÷åê âûïóêëîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà A.
Ïðè ýòîì, åñëè âçÿòü L B� -èçìåðèìîå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå U ( , )� � è

îðòîãîíàëüíûé áàçèñ òàêîé, ÷òî e1 � 	, 	 �R m , 	 � 0, òî âûïîëíÿåòñÿ [24]

ðàâåíñòâî ( max ( , ), ) ( ( , ), )
,...,

lex
e em

U c U

1

� � 	 � � 	� . Ïîýòîìó ñîãëàñíî òåîðåìå îá îïîð-

íîé ôóíêöèè [8] ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå U ( , )� � ñîäåðæèò L B� -èçìåðè-

ìûé ñåëåêòîð u U
e em

( , ) max ( , )
, ,

� � � �� lex

1 �

, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèîííî èç-

ìåðèìîé ôóíêöèåé [1].
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Ðàññìîòðèì íà ìíîæåñòâå � 
V ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

~
( , , ) ( , ) ( , )W t t U� � � � � �� co � .

Çäåñü co A — îâûïóêëåíèå ìíîæåñòâà A [9].

Ñ ó÷åòîì ïðåäïîëîæåíèé î ìàòðè÷íîé ôóíêöèè � ( , )t � çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè

ëþáîì ôèêñèðîâàííîì t 	 0 âåêòîð-ôóíêöèÿ � � � �� ( , ) ( , )t u áóäåò L B� -èçìåðè-

ìîé ïî ( , ) [ , ]� � � 
0 t V è íåïðåðûâíîé ïî u U� . Ïîýòîìó ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàí-

íîì t 	 0 ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå
~

( , , )W t � � èìååò çàìêíóòûå çíà÷åíèÿ è ÿâëÿ-

åòñÿ L B� -èçìåðèìûì ïî ( , ) [ , ]� � � 
0 t V [8].

Ðàññìîòðèì ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ

~
( , , ) : ( , ) ( , ) ( , ) [ ( )]A t t U t M t� � 
 � � � � � � 
 �� � 
 
 ��{ co }0 � � ,

~
( , , ) : [ ( )] ( , ) ( , ) ( , )B t M t t U t� � � � � � � � � � �� � 
 � 
{ co }0 � .

Óñëîâèå 5. Ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ
~

( , , )A t � � è
~

( , , )B t � � ïðèíèìàþò

íåïóñòûå çíà÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå �
V.

Çàìå÷àíèå 3. Óñëîâèå C t U t( ( , ) ( , ), ) ( ( , ), )� � � � 	 � � 	� 
 � 0 äëÿ âñåõ 	 �L,

| | | |	 �1, ��[ , ]0 t , � �V ýêâèâàëåíòíî âêëþ÷åíèþ 0� 
co � � � � � �� ( , ) ( , ) ( , )t U t

äëÿ âñåõ ��[ , ]0 t , � �V , êîòîðîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ãàðàíòèðóåò âûïîëíåíèÿ

óñëîâèÿ Ïîíòðÿãèíà, íî ïðè êîòîðîì ñïðàâåäëèâî óñëîâèå 5.

Ââåäåì ðàçðåøàþùèå ôóíêöèè

~ ( , , ) :
~

( , , )*
 � � 
 
 � �t t� �sup{ }A , ~ ( , , ) inf :
~

( , , )
*


 � � 
 
 � �t t� �{ }A ,

~
( , , ) :

~
( , , )}*� � � � � � �t t� �sup{ B ,

~
( , , ) inf :

~
( , , )

*
� � � � � � �t t� �{ }B , ��[ , ]0 t , � �V .

Íåòðóäíî ïîêàçàòü [1], ÷òî ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ
~

( , , )A t � � ,
~

( , , )B t � �

çàìêíóòîçíà÷íû, L B� -èçìåðèìû ïî ñîâîêóïíîñòè ( , )� � , ��[ , ]0 t , � �V , à ðàçðå-

øàþùèå ôóíêöèè ~ ( , , )*
 � �t , ~ ( , , )
 � �� t ,
~

( , , )� � �� t è
~

( , , )� � �� t L B� -èçìåðèìû

ïî ñîâîêóïíîñòè ( , )� � , ��[ , ]0 t .

Çàìå÷àíèå 4. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî åñëè äëÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðî-

öåññà (1), (2) âûïîëíåíî óñëîâèå 4, òî ñïðàâåäëèâî óñëîâèå 5 è äëÿ ��[ , ]0 t , � �V

èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ ~ ( , , ) ( , , )* *
 � � 
 � �t t� , ~ ( , , ) ( , , )
 � � � � �� �t t� � 0. Åñëè

äîïîëíèòåëüíî ñïðàâåäëèâî óñëîâèå 1, òî
~

( , , ) ( , , )* *� � � � � �t t� .

Òåîðåìà 4. Ïóñòü äëÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (1), (2) âûïîëíå-

íû óñëîâèÿ 4, 2, ìíîæåñòâî M âûïóêëî, äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè ñäâèãà � ( , )� �
ìíîæåñòâî T g( ( ), ( , ))� � �� íå ïóñòî è T T g� � � �( ( ), ( , ))� . Òîãäà èãðà ìîæåò áûòü

çàêîí÷åíà â ìîìåíò T ñ èñïîëüçîâàíèåì óïðàâëåíèÿ âèäà (3).

Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî ïðîâåñòè ïî ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 ñ ó÷å-

òîì ëåììû 1 è çàìå÷àíèé 3, 4.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü äëÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (1), (2) âûïîëíå-

íû óñëîâèÿ 4, 2, 3, ìíîæåñòâî M âûïóêëî, äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè ñäâèãà

� ( , )� � ìíîæåñòâî T g( ( ), ( , ))� � �� íå ïóñòî è T T g� � � �( ( ), ( , ))� . Òîãäà èãðà ìîæåò

áûòü çàêîí÷åíà â ìîìåíò T ñ èñïîëüçîâàíèåì óïðàâëåíèÿ âèäà (4).

Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî ïðîâåñòè ïî ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3 ñ ó÷å-

òîì ëåììû 1 è çàìå÷àíèé 3, 4.

Âû÷èñëåíèå ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé ñîãëàñíî ëåììå 1 äîñòàòî÷íî ñëîæíàÿ

çàäà÷à. Äëÿ ëèíåéíîãî êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (1), (2) è íåêîòîðûõ
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äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îíà ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî óïðîùåíà [22].

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëèíåéíîãî êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (1), (2) g t( ) �

� e zAt
0 ,� ( , ) ( )t eA t� �� 
 , � � �( , )u u� 
 , z z( )0 0� , à eAt — ìàòðè÷íàÿ ýêñïîíåíòà.

Ëåììà 2. Ïóñòü äëÿ ëèíåéíîãî êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (1), (2)

ìíîæåñòâî M âûïóêëî, ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ r t( ) è

÷èñëî l � 0 òàêèå, ÷òî �e U r t SAt � ( ) 0 , M lS� è âûïîëíåíî óñëîâèå 4, ãäå S —

åäèíè÷íûé øàð ïðîñòðàíñòâà L ñ öåíòðîì â íóëå, à S 0 — åãî ãðàíèöà. Òîãäà ïðè

�( )t lS� , t � 0, ðàçðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ 
 � �* ( , , )t ÿâëÿåòñÿ áîëüøèì ïîëîæèòåëü-

íûì êîðíåì êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

� � � � 
� � 
�e t t r t lA t( ) ( , ) ( ) ( )
 � 
 � 
 � , ��[ , ]0 t , � �V ,

îòíîñèòåëüíî 
 	 0, à ðàçðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ � � �* ( , , )t — áîëüøèì ïîëîæè-

òåëüíûì êîðíåì êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

� � � � �� � ��e t t r t lA t( ) ( , ) ( ) ( )
 � 
 � 
 
 , ��[ , ]0 t , � �V ,

îòíîñèòåëüíî � 	 0.

ÏÐÎÑÒÎÅ ÄÂÈÆÅÍÈÅ

Ðàññìîòðèì ïðîñòîå äâèæåíèå

� , , ( ) ,z u z R z z V Sn� 
 � � � �� �0 0 ,

u U S aS� � 0 0
� , a 	1, M M lS* � � , M 0 0� .
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà ñáëèæåíèÿ óïðàâëÿåìûõ îáúåêòîâ â èãðî-
âûõ çàäà÷àõ äèíàìèêè. Ñôîðìóëèðîâàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îêîí÷àíèÿ
èãðû çà êîíå÷íîå ãàðàíòèðîâàííîå âðåìÿ â ñëó÷àå, êîãäà óñëîâèå Ïîíòðÿãèíà
íå âûïîëíÿåòñÿ. Ââåäåíû âåðõíèå è íèæíèå ðàçðåøàþùèå ôóíêöèè ñïåöèàëü-
íîãî òèïà è íà èõ îñíîâå ïðåäëîæåíû äâå ñõåìû ìåòîäà ðàçðåøàþùèõ ôóíê-
öèé, îáåñïå÷èâàþùèõ çàâåðøåíèå êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà â êëàññå
êâàçèñòðàòåãèé è êîíòðóïðàâëåíèé. Ïðèâåäåí èëëþñòðàòèâíûé ïðèìåð.
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ÄÎÑÒÀÒÍ² ÓÌÎÂÈ ÇÁËÈÆÅÍÍß ÊÅÐÎÂÀÍÈÕ ÎÁ’ªÊÒ²Â
Â ²ÃÐÎÂÈÕ ÇÀÄÀ×ÀÕ ÄÈÍÀÌ²ÊÈ. ²²

Àíîòàö³ÿ. Ðîçâ’ÿçàíî çàäà÷ó çáëèæåííÿ êåðîâàíèõ îá’ºêò³â íà îñíîâ³ ìåòî-
äó ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ôóíêö³é. Çàïðîïîíîâàíî íîâ³ äîñòàòí³ óìîâè çàê³í÷åííÿ
ãðè çà ñê³í÷åííèé ãàðàíòîâàíèé ÷àñ â ðàç³, êîëè óìîâà Ïîíòðÿã³íà íå âèêî-
íóºòüñÿ. Óâåäåíî ðîçâ’ÿçóâàëüí³ ôóíêö³¿ ñïåö³àëüíîãî òèïó ³ íà ¿õí³é îñíîâ³
ðîçðîáëåíî äâ³ ñõåìè ìåòîäó ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ôóíêö³é, ùî çàáåçïå÷óþòü çà-
âåðøåííÿ äèôåðåíö³àëüíî¿ ãðè â êëàñ³ êâàç³ñòðàòåã³é ³ êîíòðêåðóâàíü. Íàâå-
äåíî ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ôóíêö³é. Ðåçóëüòàòè
³ëþñòðóþòüñÿ íà ìîäåëüíîìó ïðèêëàä³.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: êâàç³ë³í³éíà äèôåðåíö³àëüíà ãðà, áàãàòîçíà÷íå â³äîáðàæåí-
íÿ, âèì³ðíèé ñåëåêòîð, ñòðîáîñêîï³÷íà ñòðàòåã³ÿ, ðîçâ’ÿçóâàëüíà ôóíêö³ÿ.

I.S. Rappoport
SUFFICIENT CONDITIONS OF APPROACH OF THE CONTROLLED OBJECTS
IN DYNAMIC GAME PROBLEMS. II

Abstract. The problem of approach of control objects is solved on the basis of
the method of resolving functions. New sufficient conditions for game
termination in a finite guaranteed time are proposed for the case where the
Pontryagin condition is not satisfied. Resolving functions of special type are
introduced and are used to develop two schemes of the method of resolving
functions that ensure termination of the differential game in the class of
quasi-strategies and counter-controls. The formulas for calculating the resolving
functions are given. The results are illustrated by a model example.

Keywords: quasilinear differential game, multivalued mapping, measurable
selector, stroboscopic strategy, resolving function.
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