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ÒÎ×ÍÛÅ ÎÖÅÍÊÈ ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÎÂ
ÎÒ ÓÍÈÌÎÄÀËÜÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß
ÏÐÈ ÍÅÏÎËÍÎÉ ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÈ

Àííîòàöèÿ. Íàéäåíû òî÷íûå îöåíêè âåðîÿòíîñòåé ïîïàäàíèÿ íåîòðèöàòåëü-
íûõ óíèìîäàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí � â èíòåðâàë ( , )m m� �� �� �
â ñëó÷àå, êîãäà ìîäà m ñîâïàäàåò ñ ôèêñèðîâàííûì ïåðâûì ìîìåíòîì ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû �, à � �

2 åñòü äèñïåðñèÿ �. Äàíû âàæíûå âñïîìîãàòåëü-
íûå ñâåäåíèÿ î íàõîæäåíèè òàêèõ îöåíîê ñ ïðèìåðàìè, óòâåðæäåíèÿìè
è çàìå÷àíèÿìè, êîòîðûå ó÷èòûâàþòñÿ ïðè ïîëó÷åíèè îñíîâíîãî ðåçóëü-
òàòà. Äàííûé ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ïðèìåíåí ïðè ðàñ÷åòå âåðîÿòíîñòè
ïîïàäàíèÿ ñíàðÿäà â ïîëîñó ïðè ïðèöåëüíîé ñòðåëüáå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû îò óíèìîäàëüíûõ ôóíêöèé
ðàñïðåäåëåíèÿ è èõ ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ, ïðåîáðàçîâàíèå Äæîíñîíà–
Ðîäæåðñà, òî÷íûå îáîáùåííûå íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà äëÿ óíèìîäàëüíûõ
ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Îáîáùåííûå íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà ÿâëÿþòñÿ àêòóàëüíûìè è â íàñòîÿùåå âðåìÿ
â ñâÿçè ñ èõ ïðèìåíåíèåì ê âîïðîñàì ïðèöåëüíîé ñòðåëüáû, êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ
âûñîêîé òî÷íîñòüþ îðóæèÿ è íåáîëüøèìè îòêëîíåíèÿìè òî÷êè ïîïàäàíèÿ ñíàðÿ-
äà îò öåëè (ìèøåíè). Èìåííî òàêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàþò óíèìîäàëüíûå ýêñ-
òðåìàëüíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðûå äàþò ñðàâíèòåëüíî áîëüøóþ âåðî-
ÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â íåáîëüøîé èíòåðâàë. Èññëåäîâàíèÿ â ýòîé îáëàñòè âûçûâà-
þò èíòåðåñ, ïîýòîìó àâòîðû äàþò êîìïàêòíî èçëîæåííóþ (è äàëåêî íå
òðèâèàëüíóþ) òåîðèþ ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ îöåíîê â îáîáùåííûõ íåðàâåíñòâàõ
×åáûøåâà äëÿ ôóíêöèîíàëîâ îò óíèìîäàëüíûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ. Íà îñíî-
âàíèè ýòîé òåîðèè ïîëó÷åí íîâûé ðåçóëüòàò äëÿ âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ íåîòðè-
öàòåëüíûõ óíèìîäàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí â èíòåðâàë.

1. ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÊËÀÑÑÎÂ ÍÅÎÒÐÈÖÀÒÅËÜÍÛÕ ÓÍÈÌÎÄÀËÜÍÛÕ
ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÂÅËÈ×ÈÍ

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: � �, , ... — ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû; F x� ( ),

F x� ( ), ... — ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (ô.ð.) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí; F x( ) — ïðî-

èçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ôóíêöèîíàëû îò ýòèõ ô.ð. îáîçíà÷èì

I F I F I Fi i( ), ( ), ..., ( )� � . Êîíêðåòíûå ô.ð., íà êîòîðûõ äîñòèãàþòñÿ òî÷íûå

îöåíêè ôóíêöèîíàëîâ, îáîçíà÷èì F x F x ii i� �( ), ( ), ..., , , ...�1 2 Ïóñòü ñëó÷àé-

íàÿ âåëè÷èíà � � 0 èìååò ô.ð. F x� ( ) , êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ óíèìîäàëüíîé (îä-

íîâåðøèííîé), åñëè ñóùåñòâóåò òî÷êà m � 0 òàêàÿ, ÷òî ô.ð. F x� ( ) âûïóêëà

âíèç èëè ëèíåéíà äëÿ x m� è âûïóêëà ââåðõ èëè ëèíåéíà äëÿ m x� . Òî÷êà

m � 0 íàçûâàåòñÿ ìîäîé ô.ð. F x� ( ) . Åñëè ô.ð. F x� ( ) óíèìîäàëüíà, òî åå

ïëîòíîñòü èìååò ëèáî îäíó ìîäó, ëèáî îäèí èíòåðâàë ìîä. Ïóñòü m åñòü

åäèíñòâåííàÿ èëè îäíà èç ìîä ô.ð. F x� ( ) . Ïóñòü òàêæå F x� ( ) èìååò ïëîò-

íîñòü f x� ( ) , ò.å. ïðåäñòàâèìà â âèäå
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Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f x� ( ) íå óáûâàåò íà îòðåçêå [ , ]0 m è íå âîçðàñòàåò
íà îòðåçêå [ , ]m 
 , à Fm åñòü âîçìîæíûé ñêà÷îê F� â òî÷êå m . Ââåäåì ñëåäó-
þùåå îãðàíè÷åíèå:

f � ( )0 0� � è x f x
x

3 0( )
�


� ��� . (2)

Ïóñòü f x� ( ) ïî÷òè âñþäó äèôôåðåíöèðóåìà çà èñêëþ÷åíèåì äâóõ èëè òðåõ
òî÷åê è, âîçìîæíî, ìîäû.

Îáîçíà÷èì A rr , ,�1 2 , êëàññ óíèìîäàëüíûõ ô.ð. F x� ( ) íåîòðèöàòåëüíûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ìîäîé m è çàäàííûìè ìîìåíòàìè

xdF x m m x dF x m m m� �( ) , ; ( ) ,� � � �




�� 1 1
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2 2 1
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0 . (3)

Åñëè çàäàíû ìîäà è òîëüêî îäèí ìîìåíò (ïåðâûé èëè âòîðîé), òî ô.ð. ïðè-
íàäëåæèò êëàññó A1. Åñëè êðîìå ìîäû çàäàíû è ïåðâûé, è âòîðîé ìîìåíòû, òî
ô.ð. ïðèíàäëåæèò êëàññó A2 . Îáîçíà÷èì A A A� �{ }1 2 .

Ðàññìîòðèì ïðèìåð óíèìîäàëüíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñ èíòåðâàëîì
ìîä. Ïóñòü ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F x� ( ) ëèíåéíî èçìåíÿåòñÿ îò íóëÿ äî åäèíè-
öû â íåêîòîðîì èíòåðâàëå ( , )a b è ðàâíà íóëþ ëåâåå òî÷êè a è åäèíèöå ïðàâåå

òî÷êè b : F x
x a

b a
� ( ) �

�

�
. Ïëîòíîñòü òàêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ïîñòîÿííà

â èíòåðâàëå ( , )a b è ðàâíà íóëþ âíå åãî:

f x
b a

x a b f x x a b� �( ) , ( , ); ( ) , ( , )�
�

� � �
1

0 .

Â äàííîì ïðèìåðå f x� ( ) âîçðàñòàåò â òî÷êå a f a f a: ( ) ( )� �� � � �0 0 0 ,
è óáûâàåò â òî÷êå b: f b f b� �( ) ( )� � � �0 0 0 . Â òî÷êå a îïðåäåëèì
f a f a� �( ) ( )� �0 , à â òî÷êå b: f b f b� �( ) ( )� �0 . Èíòåðâàë ( , )a b åñòü èíòåðâàë

ìîä, â êîòîðîì f x� ( ) ïðèíèìàåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå
1

( )b a�
. Òàêèì îáðàçîì,

â ýòîì ïðèìåðå õîðîøî èçâåñòíóþ ëèíåéíóþ ô.ð. F x� ( ) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
òàêæå êàê óíèìîäàëüíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ èíòåðâàëîì ìîä.

Íà òàêèõ ëèíåéíûõ èëè êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ô.ð. F x� ( ) äîñòèãàþòñÿ ýêñòðå-
ìóìû ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ îò óíèìîäàëüíûõ ô.ð. Ñîîòâåòñòâóþùèå èì ýêñò-
ðåìàëüíûå ïëîòíîñòè f x� ( ) áóäóò ïîñòîÿííûìè èëè êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè
(ñì. â [1] è â ðàçä. 5 íàñòîÿùåé ñòàòüè).

2. ÊËÀÑÑÛ ÔÓÍÊÖÈÉ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß Ñ ÎÄÍÈÌ ÈËÈ ÄÂÓÌß
ÔÈÊÑÈÐÎÂÀÍÍÛÌÈ ÌÎÌÅÍÒÀÌÈ, ÍÀ ÊÎÒÎÐÛÕ ÄÎÑÒÈÃÀÞÒÑß
ÝÊÑÒÐÅÌÓÌÛ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÎÂ

Ïóñòü K — ìíîæåñòâî ô.ð. F x( ) ñ k ôèêñèðîâàííûìè ìîìåíòàìè. Ô.ð. F x K( ) �
íàçûâàåòñÿ êðàéíåé òî÷êîé ìíîæåñòâà K, åñëè åå íåâîçìîæíî ïðåäñòàâèòü

â âèäå F x F x F x( ) ( ) ( )� �
1

2

1

2
1 2 , ãäå F x1 ( ) è F x2 ( ) ðàçíûå ô.ð. èç K. Çàìûêàíèå

ìíîæåñòâà K îáîçíà÷àåòñÿ [K], êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ìíîæåñòâî K âìåñòå ñî ñâîè-
ìè ïðåäåëüíûìè òî÷êàìè. Îáîçíà÷èì I F( ) ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë îò ô.ð. F x( ) :

I F g x dF x( ) ( ) ( )�



�
0

. (4)

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ òåîðåìà [2].
Òåîðåìà 1. Ïóñòü g x( ) — èçìåðèìàÿ ïî Áîðåëþ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ èìååò

êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ ïðè âñåõ êîíå÷íûõ x � 0 . Ïóñòü òàêæå E — ïîäìíîæåñòâî
êðàéíèõ òî÷åê ìíîæåñòâà K. Òîãäà èíôèìóì èëè ñóïðåìóì ëèíåéíîãî ôóíê-
öèîíàëà I F( ) (ñì. (4)) ïî çàìûêàíèþ ìíîæåñòâà K ðàâåí èíôèìóìó èëè ñóï-
ðåìóìó ïî çàìûêàíèþ ìíîæåñòâà E:

inf inf
F K F E

I F I F
� �

�
[ ] [ ]

( ) ( ) .
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Ìíîæåñòâî [ ]E êðàéíèõ òî÷åê ìíîæåñòâà [ ]K ñîñòîèò èç ñòóïåí÷àòûõ ô.ð.
Åñëè ôèêñèðîâàíî k ìîìåíòîâ, òî ÷èñëî òî÷åê ðîñòà ô.ð. èç [ ]E íå ïðåâû-
øàåò ( )k �1 . Èíòåãðàëû â (4) ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè Ëåáåãà–Ñòèëòüåñà.

Ýòà òåîðåìà áûëà äîêàçàíà äëÿ îòäåëüíûõ ñëó÷àåâ äî 1958 ã. èçâåñòíûìè
ìàòåìàòèêàìè. Îäíàêî ïðè ñàìûõ ìèíèìàëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ôóíêöèþ g x( )
(êàê â îäíîìåðíîì, òàê è â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àÿõ) òåîðåìà 1 áûëà äîêàçàíà
â ðàáîòå [2].

Åñëè ô.ð. èìååò òîëüêî îäèí ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò, ò.å. F x K( ) � 1, òî êðàé-
íèìè òî÷êàìè ìíîæåñòâà K1 ÿâëÿþòñÿ äâóõñòóïåí÷àòûå ô.ð. ñ òî÷êàìè ðîñòà
x x1 2, è ñêà÷êàìè â íèõ p p1 2, , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

p p x p x p s1 2 1 1 2 2 11� � � �; , p
x s

x x
p

s x

x x
1

2 1

2 1
2

1 1

2 1

�
�

�
�

�

�
; . (5)

Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ ô.ð. èç E1 ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëü-
íîñòü ñêà÷êîâ p p1 2, , êîòîðàÿ ðàâíîñèëüíà íåðàâåíñòâàì 0 1 1 2� � � � 
x s x .
Êðîìå òîãî, ìíîæåñòâó E1 ïðèíàäëåæèò îäíîñòóïåí÷àòàÿ ô.ð. ñ îäíîé òî÷êîé
ðîñòà x s s1 1 1 0� �, , è ñêà÷êîì â íåé, ðàâíûì åäèíèöå.

Îäíàêî, êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 1, ýêñòðåìóì ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà ìîæåò
äîñòèãàòüñÿ íå òîëüêî íà ô.ð. èç ìíîæåñòâà E1, íî è íà ïðåäåëüíûõ ô.ð. èç [ ]E1 ,
êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò E1. Òàêèå ô.ð. ìîãóò íå ñîõðàíÿòü ïåðâûé ìîìåíò. Äëÿ
íèõ ìîæíî íàéòè ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ô.ð. èç E1 , ñîõðàíÿþùèõ
ïåðâûé ìîìåíò è íà êîòîðûõ ïðè ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå âû÷èñëÿåòñÿ ýêñòðåìóì

ôóíêöèîíàëà. Íàïðèìåð, åñëè ô.ð. èìååò òî÷êè ðîñòà x
n

x n1 2
1

� �, , òî äëÿ íåå

ñîõðàíÿåòñÿ ïåðâûé ìîìåíò è íà íåé ìîæåò äîñòèãàòüñÿ ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàëà
ïðè ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå. Îäíàêî lim , lim , lim

n n n
x p p

�
 �
 �

� � �1 1 20 1 0 è ïðåäåëü-

íîé ÿâëÿåòñÿ ô.ð. ñ îäíîé òî÷êîé ðîñòà x1 0� è ñêà÷êîì â íåé p1 1� , äëÿ êîòîðîé

s1 0� . Íàïðèìåð, íàèáîëüøåå çíà÷åíèå sup
F K

xe dF x
�

�



��
[ ]

( )

1 0

� sup
F E

xe dF x
�

�



� �
[ ]

( )

1 0

1�

âû÷èñëÿåòñÿ íà ô.ð. ñ òî÷êîé ðîñòà x1 0� è ñêà÷êîì â íåé p1 1� .
Åñëè ô.ð. èìååò äâà ôèêñèðîâàíûõ ìîìåíòà: s1 è s2 , òî F x K( ) � 2 . Èç òåîðå-

ìû 1 ñëåäóåò, ÷òî ýêñòðåìóì ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà äîñòèãàåòñÿ íà ô.ð. èç ìíî-
æåñòâà [ ]E2 ñòóïåí÷àòûõ ô.ð. ñ ÷èñëîì òî÷åê ðîñòà íå áîëåå òðåõ. Åñëè ô.ð. èìå-
åò òðè òî÷êè ðîñòà, òî âûïîëíÿþòñÿ «ìîìåíòíûå óñëîâèÿ»:

p p p x p x p x p s x p x p x p s1 2 3 1 1 2 2 3 3 1 1
2

1 2
2

2 3
2

3 21� � � � � � � � �; ; ,

ãäå

p
x B x x s

x x x x
p

B x x x
1

2 3 3 1

2 1 3 1
2

3 1�
� �

� �
�

�( ( ))( )

( )( )
;

( ( ) )( 3 1

2 1 3 2

1 1 3 1

2 1 3 2

�

� �
�

� �

� �

s

x x x x

s x x B x

x x x x

)

( )( )

( )( ( ))

( )( )
;

p
s x B x x

x x x x
3

1 1 1 2

3 1 3 2

�
� �

� �

( )( ( ) )

( )( )
. (6)

(Îòìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå äëÿ p3 â [8] áûëî çàïèñàíî íåâåðíî.) Â (6) ââîäèò-
ñÿ ôóíêöèÿ

B x
s s x

s x
B

s

s
( ) ; ( )�

�

�
�2 1

1

2

1

0 . (7)

Åñëè ëþáàÿ ïàðà èç òðåõ òî÷åê x x x1 2 3, , ñâÿçàíà ñîîòíîøåíèåì (7), òî òàêàÿ
äâóõòî÷å÷íàÿ ô.ð. ïðèíàäëåæèò E2 , íàïðèìåð x B x x B x2 1 1 2� � �( ) ( ) . Åñëè
ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè ðîñòà íåò òàêîé ñâÿçè, òî ô.ð. ïðèíàäëåæèò êëàññó [ ]E2
è íå ïðèíàäëåæèò êëàññó E2 (ïðèìåð òàêîé ô.ð. äàí â çàìå÷àíèè 4).
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3. ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÅ ÄÆÎÍÑÎÍÀ–ÐÎÄÆÅÐÑÀ

Ïðåîáðàçîâàíèå Äæîíñîíà–Ðîäæåðñà [3] èìååò âèä

F x F x m x f x� � �( ) ( ) ( ) ( )� � � . (8)

Îíî óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êëàññîì A óíè-
ìîäàëüíûõ ô.ð. F x� ( ) ñ ìîäîé m è k ôèêñèðîâàííûìè ìîìåíòàìè mi è êëàñ-

ñîì K * ô.ð. F x� ( ) ñ k ôèêñèðîâàííûìè ìîìåíòàìè si , êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ

÷åðåç ìîìåíòû mi è ìîäó m ô.ð. F x� ( ) . Ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà
äëÿ áîëåå îáùèõ çàäà÷, ÷åì ðàññìàòðèâàåìûå â ýòîé ñòàòüå, áûëî äàíî Äæîí-
ñîíîì è Ðîäæåðñîì â [3].

Èç (8) ñëåäóåò, ÷òî
dF x m x df x� �( ) ( ) ( )� � . (9)

Èç (9) èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì ñ èñïîëüçîâàíèåì óñëîâèÿ (2) íàõîäèì
ìîìåíòû ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû �:

s xdF x m m1 1

0

2� � �



� � ( ) , (10)

s x dF x m mm2
2

2 1

0

3 2� � �



� � ( ) . (11)

Â îáùåì ñëó÷àå èìååì

s x dF x i m imm i k si
i

i i� � � � � �



��
0

1 01 1 1� ( ) ( ) , , , . (12)

Îáîçíà÷èì K ii
* , ,�1 2 , êëàññû ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ F x� ( ) , ñâÿçàííûõ ñ óíè-

ìîäàëüíîé ô.ð. F x� ( ) ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé (8), (9) ñ ìîìåíòàìè (10)–(12).
Åñëè çàäàí òîëüêî îäèí ìîìåíò (ïåðâûé èëè âòîðîé), òî ô.ð. ïðèíàäëåæèò êëàñ-

ñó K1
* , åñëè çàäàíû è ïåðâûé, è âòîðîé ìîìåíòû, òî ô.ð. ïðèíàäëåæèò êëàññó

K2
* . Ïðîäîëæåíèåì ìîìåíòîâ â êëàññå K2

* îïðåäåëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèå ìîìåíòîâ

â êëàññå A2 . Òàê, ÷òîáû êëàññ K2
* áûë íå ïóñòûì èëè íå âûðîæäåííûì (ò.å. íå

ñîäåðæàë åäèíñòâåííóþ ô.ð.), íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ s s s1 2 1
20� �, .

Îòñþäà ñëåäóþò íåðàâåíñòâà â êëàññå A2 : m
m

1
2

0� � , 3 22 1m mm� � ( )2 1
2m m� .

Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé (8) è (9), èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì è ó÷èòû-
âàÿ (1), (2), ìîæíî íàéòè ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû îò ô.ð. F x� ( ) , òîæäåñòâåííî
ðàâíûå ñîîòâåòñòâóþùèì ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëàì îò F x� ( ) òàêèì, êàê, íàïðè-
ìåð, P t P u P t{ }, { }, { }� � � �� � � � è ò.ä. Ðàññìîòðèì ïðèìåð.

Óòâåðæäåíèå 1. Îáîçíà÷èì I F P u dF x

u

1 ( ) { } ( )� �

�

� �� � � � � . Åñëè m u�( , )� , òî

I F g x dF x I F1

0

1( ) ( ) ( ) ( )� � �� �



� ,

ãäå
g x

m u

m x
( ) �

�

�
ïðè 0 � �x u ;

g x( ) �1 ïðè u x� � �;

g x
m

x m
( ) �

�

�

�
ïðè � � � 
x .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (8) ñëåäóåò

F F u F F u m f m u f u� � � � � �� � �� � �( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ( )� � � � � � � �

� � � � � ��



I F m df x m u df x

u

1

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).� � �

�

�
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Ñ ïîìîùüþ (9) ïîëó÷àåì íåîáõîäèìîå ðàâåíñòâî

I F
m u

m x
dF x dF x

m

x m
dF x I

u

u

1

0

( ) ( ) ( ) ( )� � �

�

�

�
�

�
�

�
� �

�

�
�� ��




1 ( )F� . (13)

Çàìå÷àíèå 1. Òàê êàê ô.ð. F x Ki� ( ) *� èìååò ôèêñèðîâàííûì òîëüêî îäèí

èëè äâà ìîìåíòà, òî èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî ñóïðåìóì èëè èíôèìóì ôóíêöèî-
íàëà I F( )� äîñòèãàåòñÿ íà ñòóïåí÷àòûõ ô.ð. èç êëàñña [ ]E1 èëè êëàñña [ ]E2 , ò.å.

sup sup
F K F E

i i

I F I F i

� �

� �
� �

� �
[ ] [ ]*

( ) ( ), ,1 2 . (14)

Èç (14) è (9) ëåãêî óâèäåòü ñòðóêòóðó êðàéíèõ òî÷åê ìíîæåñòâ Ai , íà êîòîðûõ
äîñòèãàåòñÿ ýêñòðåìóì ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ îò óíèìîäàëüíûõ ô.ð. À èìåí-
íî, ýêñòðåìàëüíîé ô.ð. F� , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñòóïåí÷àòîé ô.ð. ñ òî÷êàìè ðîñòà
x ii , � 3, ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ èëè êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ ïëîò-
íîñòü f � ñî ñêà÷êàìè â òî÷êàõ ðîñòà ô.ð. F� è, âîçìîæíî, â ìîäå. Åñëè ìîäà
ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç òî÷åê ðîñòà ô.ð. F� , òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ô.ð. F� èìå-
åò â ìîäå ñêà÷îê, à ïëîòíîñòü f � èìååò �-ôóíêöèþ Äèðàêà (ñì., íàïðèìåð, [4]).

Çàìå÷àíèå 1 ôàêòè÷åñêè îïðåäåëÿåò ñëåäóþùèé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ýêñ-
òðåìóìîâ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ I F F A( ),� � � : 1) ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâà-

íèé (8), (9) íàõîäèì ôóíêöèîíàëû I F F Ki( ), *
� � � , òîæäåñòâåííî ðàâíûå ôóíê-

öèîíàëàì I F( )� ; 2) ðåøàåì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèîíàëà I F( )�
â êëàññàõ F E E� � �{[ ] [ ]}1 2 (òåîðåìà 1) ñ ìîìåíòàìè (10), (11) ñ ïîìîùüþ
òåîðåìû 2, ïðèâåäåííîé íèæå.

4. ÍÅÎÁÕÎÄÈÌÛÅ È ÄÎÑÒÀÒÎ×ÍÛÅ ÓÑËÎÂÈß ÝÊÑÒÐÅÌÀËÜÍÎÑÒÈ
ÍÅÊÎÒÎÐÎÉ Ô.Ð. Â ÇÀÄÀ×Å ÍÀÕÎÆÄÅÍÈß ÈÍÔÈÌÓÌÀ ÈËÈ
ÑÓÏÐÅÌÓÌÀ ËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÀ I F( )

Âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé òåîðåìîé ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà 2, ôîðìóëèðîâêà è äîêà-
çàòåëüñòâî êîòîðîé äàíî â [1]. Ýòà òåîðåìà òàêæå áûëà äîêàçàíà â [5] äëÿ íå-
ïðåðûâíûõ ôóíêöèé g x( ) â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà ôèêñèðîâàíî ëþáîå êîíå÷íîå
÷èñëî ìîìåíòîâ ô.ð. F x0 ( ) . Ñôîðìóëèðóåì ýòó òåîðåìó äëÿ ñëó÷àåâ îäíîãî
èëè äâóõ ôèêñèðîâàííûõ ìîìåíòîâ.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü F K K K K� � �, { }1 2 . Äëÿ òîãî ÷òîáû èíôèìóì (ñóïðå-

ìóì) ôóíêöèîíàëà I F( ) äîñòèãàëñÿ íà íåêîòîðîé ô.ð. F x E0 ( ) [ ]� ,
[ ] {[ ] [ ]}E E E� �1 2 , ñ ÷èñëîì òî÷åê ðîñòà íå áîëåå òðåõ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-
íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë ìíîãî÷ëåíU x0 ( ) íå âûøå âòîðîé ñòåïåíè ñî ñâîéñòâàìè:

1) U x g x ii i0 3( ) ( ), ,� �
2) � � �x U x g x0 0: ( ) ( ) (äëÿ èíôèìóìà),

3) � � �x U x g x0 0: ( ) ( ) (äëÿ ñóïðåìóìà).

Òåîðåìà 2 â ðàññìàòðèâàåìîì êëàññå K áûëà îáîáùåíà â [6] íà ñëó÷àé êó-
ñî÷íî-íåïðåðûâíûõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé g x( ).

Ñôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèå, âûòåêàþùåå èç òåîðåìû 2 ïðè äîïîëíèòåëü-
íûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ôóíêöèþ g x( ) , êîòîðîå ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ ïðè äîêàçà-
òåëüñòâå íåðàâåíñòâ 2 èëè 3 òåîðåìû 2. Îáîçíà÷èì 	0 0( ) ( ) ( )x g x U x� � è çàïè-
øåì òåîðåìó 2 â ýòîì îáîçíà÷åíèè:

1) 	0 0( )xi � ,

2) � � �x x0 00: ( )	 (äëÿ èíôèìóìà), (15)

3) � � �x x0 00: ( )	 (äëÿ ñóïðåìóìà).

Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè òî÷êà x x x� � �0 0 0, ,� ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç òî÷åê ðîñòà

ô.ð. F x0 ( ) , íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ èíôèìóì (ñóïðåìóì) ôóíêöèîíàëà I F( ) ,
è ôóíêöèÿ g x( ) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè � òî÷êè x0 ,
� � � �( , )x x0 0� � , òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

	0 0 0( )x � , � �	0 0 0( )x , �� �	0 0 0( )x ( ( ) )�� �	0 0 0x . (16)
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Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â ñêîáêàõ îòíîñèòñÿ ê ñóïðåìóìó â óòâåðæäåíèè 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïåðâîãî óñëîâèÿ òåîðåìû 2 (ñì. (15)) íåïîñðåäñòâåííî
ñëåäóåò âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà 	0 0 0( )x � . Äîêàæåì, ÷òî � �	
 ( )x0 0 . Èç äèôôå-
ðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè g x( ) â òî÷êå x0 ñëåäóåò, ÷òî 	( )x òàêæå äèôôåðåíöèðóå-
ìà â ýòîé òî÷êå. Èç âòîðîãî óñëîâèÿ òåîðåìû 2 âûòåêàåò 	 �0 0 0( )x � � è
	 �0 0 0( )x � � . Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ, à òàêæå ðàâåíñòâà 	0 0 0( )x � è èç îïðåäåëå-
íèÿ ïðîèçâîäíîé íàõîäèì

� � �
� �

�
� �

�
� �

	 �
	 	 �

�

	 �

�



� �
( ) lim

( ) ( )
lim

( )
x

x x x
0

0

0 0 0 0

0

0 0 0 ,

� � �
� �

�
�

�
� �

	 �
	 � 	

�

	 �

�



� �
( ) lim

( ) ( )
lim

( )
x

x x x
0

0

0 0 0 0

0

0 0 0 .

Èç ïîñëåäíèõ äâóõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî â ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè x0 ïðîèçâîäíàÿ �	 ( )x ìåíÿåò çíàê � íà çíàê �, ÷òî ðàâíîñèëüíî
� �	0 0( )x , �� �	0 0( )x . Íåðàâåíñòâî â ñêîáêàõ â (16) äîêàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì

ñïîñîáîì ñ èñïîëüçîâàíèåì óñëîâèÿ 3 òåîðåìû 2.

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (16) óòâåðæäåíèÿ 2, òî â òåîðåìå 2

óñëîâèå 1 çàìåíÿåòñÿ áîëåå èíôîðìàòèâíûì óñëîâèåì (16). Ýòî ïîçâîëÿåò çàïè-

ñàòü ìíîãî÷ëåí U x0 ( ) , ñîîòâåòñòâóþùèé ô.ð. F x K0 2( ) � , ïî ôîðìóëå Òåéëîðà:

U x g x g x x x a x x0 0 0 0 0 0
2( ) ( ) ( )( ) ( )� � � � � � , ÷òî óïðîùàåò åãî äàëüíåéøåå èññëå-

äîâàíèå è äîêàçàòåëüñòâî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ 2 èëè 3 òåîðåìû 2.

Çàìå÷àíèå 3. Òåîðåìà 2 äàåò íàãëÿäíóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ

äëÿ ïîèñêà ýêñòðåìàëüíûõ ô.ð. Èç íåå ñëåäóåò, ÷òî äëÿ F x E( ) [ ]� 1 ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå ìíîãî÷ëåíûU x( ) åñòü êëàññ ïðÿìûõ, à äëÿ F x E( ) [ ]� 2 — êëàññ ïàðàáîë èëè

ïðÿìûõ, íî ñ âîçìîæíîé ïîòåðåé ÷àñòè âòîðîãî ìîìåíòà (ñîîòâåòñòâóþùèé ïðè-

ìåð äàí íèæå â çàìå÷àíèè 4).

5. ÒÎ×ÍÛÅ ÍÈÆÍÈÅ ÎÖÅÍÊÈ ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÈ ÏÎÏÀÄÀÍÈß ÍÅÎÒÐÈÖÀÒÅËÜÍÎÉ
ÓÍÈÌÎÄÀËÜÍÎÉ ÑËÓ×ÀÉÍÎÉ ÂÅËÈ×ÈÍÛ Â ÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÛÉ ÈÍÒÅÐÂÀË
ÏÐÈ ÓÑËÎÂÈÈ, ×ÒÎ ÔÈÊÑÈÐÎÂÀÍÛ ÅÅ ÌÎÄÀ È ÄÂÀ ÏÅÐÂÛÕ ÌÎÌÅÍÒÀ

Çàäà÷à 1. Ïóñòü � � 0 — ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ óíèìîäàëüíîé ô.ð. F x� ( )

ñ ìîäîé m� 0 è ìîìåíòàìè xdF x m� ( ) �



� 1

0

è x dF x m2
2

0

� ( ) �



� . Ïóñòü

m m� �1 0 . (17)

Òðåáóåòñÿ íàéòè òî÷íûå íàèìåíüøèå çíà÷åíèÿ (èíôèìóìû) âåðîÿòíîñòè

P m m dF x I F

m

m

{ } ( ) ( )1 1 2

1

1

� � � � � �

�

�

�� � �� � � �

�

�

�

�

, (18)

ãäå
� �� �

2
2 1

2
1� � �m m m, ,

è ô.ð. F x� ( ) , íà êîòîðûõ îíè äîñòèãàþòñÿ.

Ïåðåõîä îò çàäà÷è 1 ê ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å 2. Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Äæîíñîíà–Ðîäæåðñà (ñì. (8), (9)) ïåðåéäåì îò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � ê ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíå �. Âíà÷àëå îïðåäåëèì ìîìåíòû ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû �.
Èç îãðàíè÷åíèÿ (17) è ôîðìóë (10), (11) ñëåäóåò

s xdF x m m1

0

1� � �



� � ( ) , (19)

s x dF x m mm m m2
2

2 1

0

2 1
23 2 3 2� � � � �




� � ( ) . (20)
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Èç (19) è (20) âûòåêàåò

� �� �
2

2 1
2

2 1
2 23 3 3� � � � �s s m m . (21)

Äàëåå îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë I F2 ( )� , ðàâíûé èñõîäíîìó ôóíêöèîíàëó
I F2 ( )� . Äëÿ ýòîãî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ äîêàçàííûì óòâåðæäåíèåì 1, ãäå

g x
m u

m x
x u g x u x g x

m

x m
x( ) , ; ( ) , ; ( ) ,�

�

�
� � � � � �

�

�
� � 
0 1 �

�
� .

Äëÿ çàäà÷è 1 â ôóíêöèîíàëå (18) u m� �1 � � è � � �� �m1 . Äëÿ çàäà÷è 2 ýòè

âåëè÷èíû ïðåîáðàçóþòñÿ ê âèäó u s s� � � �1 1
3 3

�
�

�� �
, , à ôóíêöèÿ g x( ) ïðå-

îáðàçóåòñÿ ê âèäó

g x
s x

x s g x s x s( )
( )

, ; ( ) ,�
�

� � � � � � � �
� � � �� � � �

3
0

3
1

3 31

1 1 1 ;

g x
x s

x s( )
( )

, .�
�

� �
� �� �

3 31

1 (22)

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü çàäà÷ó 2, ýêâèâàëåíòíóþ çàäà÷å 1.

Çàäà÷à 2. Íàéòè ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà

I F
dF x

s x
dF x

s

s

s

2
10

3

3

3

3

1

1

1

( )
( )

( )�
� �

�

�

�

�

� �

�

�

�

�
�

� �

�

�

�

� �
� �

�

�

�
3 1

3

0
1

dF x

x s
g x dF x

s

( )
( ) ( )

�
�

�


 


� �

â êëàññå F K� �[ ]2 , ãäå

s m m s s s1 1 1 2
2

1
2 2 2

3
3� � � � � �, ; ;

�
� � �

�
� � �.

Ðåøåíèå çàäà÷è 2. Ïàðàìåòðàìè çàäà÷è 2 ÿâëÿþòñÿ ìîìåíòû s1 è s2 . Áåç

îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðè ðåøåíèè çàäà÷è áóäåì ñ÷èòàòü � � ïîñòîÿííîé âå-
ëè÷èíîé, à ïåðâûé ìîìåíò áóäåò èçìåíÿòüñÿ îòíîñèòåëüíî � � . Äëÿ óäîáñòâà
íàïèñàíèÿ îáîçíà÷èì � �� � è B B( )0 � . Ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 3. 1. Åñëè îáëàñòü ïàðàìåòðîâ s1 è � óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

0 1� � � 
� s , (23)

òî ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà I F2 ( )� äîñòèãàåòñÿ íà ô.ð. F x�1 ( ) ñ òî÷êàìè ðîñòà

x s x s1 1 2 1� � � �� �, è ñêà÷êàìè â íèõ p p1 2
1

2
� � . Ýòîò ìèíèìóì ïîñòîÿíåí

âî âñåé îáëàñòè (23) è ðàâåí

I F g x g x2 1 1 2
1

2

1

3
( ) [ ( ) ( )]� � � � . (24)

2. Åñëè îáëàñòü ïàðàìåòðîâ s1 è � óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

( )2 1 2
1
2 2� � �� �s , (25)

òî ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà I F2 ( )� äîñòèãàåòñÿ íà ô.ð. F x�2 ( ) ñ òî÷êàìè ðîñòà

x x
s

s1 2
2

1

0� �, è ñêà÷êàìè â íèõ ñîîòâåòñòâåííî p
s

p
s

s
1

2

2
2

1
2

2

� ��
, . Ýòîò ìè-

íèìóì çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ s1 è � è ðàâåí

I F g p g B p
s

s s
s s2 2 1 2

4
1
4

1 2

2
2

1
20

3
( ) ( ) ( ) ,�

�

�
�� � �

�
� � . (26)
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3. Åñëè îáëàñòü ïàðàìåòðîâ s1 è � óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

0
3

2 1
2

1
2 2� � � �

�
�s ( ) , (27)

òî èíôèìóì ôóíêöèîíàëà I F2 ( )� âû÷èñëÿåòñÿ íà ô.ð. F E�3 2�[ ] ñ òî÷êàìè

ðîñòà x x s z1 2 1 00 2 2� � � �, ( ) è ñêà÷êàìè â íèõ p
z s

z
p

s

z
1

0 1

0
2

1

0

�
�

�, . Èíôè-

ìóì ðàâåí

I F g p g z p
s z s

2 3 1 0 2

1 0 1

0
2 2 1

3

2

3
( ) ( ) ( )

( )

( )
�

� �
� � �

�
�

�
. (28)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Èññëåäóåì ôóíêöèþ g x( ) â ôîðìóëå (22) äëÿ

I F2 ( )� :

g x
s x

x s g x s x s( )
( )

, ; ( ) , ;�
�

� � � � � � � �
� � � �� � � �

3
0

3
1

3 31

1 1 1

g x
x s

x s( )
( )

,�
�

� �
� �� �

3 31

1 ;

g x
s x

x s g x s x s� �
�

� � � � � � � � �( )
( )

, ; ( ) ,
� � � �� � � �

3
0

3
0

31
2 1 1 1

3
;

g x
x s

x s x g x� �
�

�
� � � � �� �( )

( )
, ; : ( )

� �� �

3 3
0 0

1
2 1 . (29)

Äîêàæåì, ÷òî íà ô.ð. F x�1 ( ) äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà I F2 ( )� â îá-
ëàñòè (23). Ìíîãî÷ëåí U x1 ( ) , ñîîòâåòñòâóþùèé ô.ð. F x�1 ( ) , ìîæíî çàïèñàòü
äâóìÿ ðàçíûìè ôîðìóëàìè (ñì. óòâåðæäåíèå 2):

U x g x g x x x a x x1 1 1 1 1 1
2( ) ( ) ( )( ) ( ) ;� � � � � �

U x g x g x x x a x x1 2 2 2 1 2
2( ) ( ) ( )( ) ( )� � � � � � .

Äàëåå, èç (29) ñëåäóåò g x g x( ) ( ) ;1 2
1

3
� � g x g x� � � �

�
( ) ; ( )1 2

1

3

1

3� �
.

Ñ ó÷åòîì ýòèõ âû÷èñëåíèé ïðèðàâíÿåì îáå ôîðìóëû äëÿU x1 ( ) è èç ïîëó÷åííîãî
óðàâíåíèÿ íàéäåì

a1 2

1

2 3
� �

�
. (30)

Òàêèì îáðàçîì, ìíîãî÷ëåí U x1 ( ) îïðåäåëåí è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 1 òåîðåìû 2.

Äîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ òàêæå è âòîðîå óñëîâèå òåîðåìû 2, ò.å. ÷òî
U x g x1 ( ) ( )� äëÿ âñåõ x � 0. Îáîçíà÷èì 	1 1( ) ( ) ( )x g x U x� � è äîêàæåì, ÷òî

� � �x x0 01: ( )	 . Äëÿ x s� �
�

�
�

�

�
�0

3
1,

�
âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà 	 	1 1 1 1 0( ) ( )x x� � �

è íåðàâåíñòâî �� �	1 0( )x . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ x èç ðàññìàòðèâàåìîãî èí-
òåðâàëà âûïîëíÿåòñÿ òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

	1 0( )x � äëÿ âñåõ x s� �1
3

�
. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî 	1 0( )x � äëÿ âñåõ

x s s� � �
�

�
�

�

�
�1 1

3 3

� �
, . Äëÿ ýòîãî íàéäåì òî÷êó x0 ìàêñèìóìà U x1 ( ) è ïîêàæåì,

÷òî U x1 0 1( )� . Äåéñòâèòåëüíî, x s0 1� è U s1 1
3

2
1( ) � � . Òàêèì îáðàçîì, äîêàçà-
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íî, ÷òî � � �x x0 01: ( )	 . Ñîãëàñíî òåîðåìå 2 íà ô.ð. F x�1 ( ) äîñòèãàåòñÿ ìèíè-
ìóì ôóíêöèîíàëà I F2 ( )� â îáëàñòè (23).

Äàëåå äîêàæåì âòîðóþ ÷àñòü òåîðåìû 3, ò.å. ÷òî â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ s1
è � (25) ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà I F2 ( )� äîñòèãàåòñÿ íà ô.ð. F x�2 ( ). Ïîñòðîèì ìíîãî-
÷ëåí U x2 ( ) , ñîîòâåòñòâóþùèé ô.ð. F x�2 ( ). Ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðèòü,

÷òî èç s1 � � ñëåäóåò x B s2 1
3

� � �
�

. Äëÿ ìíîãî÷ëåíà U x2 ( ) íåîáõîäèìî âûïîë-

íåíèå óñëîâèé U g2 0 0( ) ( )� , U B g B2 ( ) ( )� , � � �U B g B2 ( ) ( ) , òàê êàê g x( ) äèôôå-

ðåíöèðóåìà ïðè x s� �1
3

�
(ñì. óòâåðæäåíèå 2). Ïîýòîìó U x2 ( ) ìîæíî çàïèñàòü

ïî ôîðìóëå Òåéëîðà:

U x g B g B x B a x B U x g B a x2 2
2

2 22( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (� � � � � � � � � � � � B ) . (31)

Èç óñëîâèÿ U g2 0 0( ) ( )� è ôîðìóëû (31) íàõîäèì êîýôôèöèåíò a2 :

a
s s

s
2

1
4

2
2

2
2 3

2

3
�

�( )�

�
. (32)

Èç (32) ñëåäóåò a s s2
4

2
2 2

1
20 2 2 1� � � � � �� �( ) ; a s2

2
1
20 2 1� � � � �( )�

� � 2 . Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì îáëàñòü (25), â êîòîðîé �� �U x2 0( ) . Ìíîãî÷ëåí

U x2 ( ) ïîëíîñòüþ îïðåäåëåí.

Îáîçíà÷èì 	2 2( ) ( ) ( )x g x U x� � è äîêàæåì, ÷òî � � �x x0 02: ( )	 . Ïóñòü

x s� �
�

�
�

�

�
�0

3
1,

�
. Âû÷èñëèì è îöåíèì �	2 0( ) èç ôîðìóë (31) è (32) è èñõîäÿ èç

òîãî, ÷òî â îáëàñòè (25) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ s s s s1 1
2 2

2 1
22 0� � � �� � � � :

� � � � � � � � � � �
�

	
� �

�
2 2

1
2 2

1
2

1
2

4
0 0 0

3
2

3

1
( ) ( ) ( ) ( )g U

s
g B a B

s

s

�

 
 

!

"

#
#
� �2 2a B

�
�

�
�

�

4
1
4

1
2 3 2

3
2

s

s
a B ;

� � �
�

�
�

�	
�

�

� �
2

1
2

3

2
2 4

2
3

2 1
2

2

0
2

3

2 2

3

2 2

3
0( )

( ) ( )s s

s

s s

s
.

Äëÿ èíòåðâàëà 0
3

1, s �
�

�
�

�

�
�

�
èìååì 	2 0 0( ) ,� � �	2 0 0( ) , �� �	2 0( )x , ÷òî îáåñïå-

÷èâàåò 	2 0( )x � äëÿ âñåõ x èç óêàçàííîãî èíòåðâàëà. Äëÿ � � �x s1
3

�
ñïðà-

âåäëèâî { ( ) , ( ) , ( ) } ( )	 	 	 	2 2 2 20 0 0 0B B B x� � � �� � � � .

Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî 	2 0( )x � äëÿ âñåõ x s s� � �
�

�
�

�

�
�1 1

3 3

� �
, . Ó÷èòûâàÿ (32),

à òàêæå ÷òî �� �U x2 0( ) äëÿ âñåõ x s s� � �
�

�
�

�

�
�1 1

3 3

� �
, , íàõîäèì òî÷êó x02 ìàêñèìóìà

ìíîãî÷ëåíà U x2 ( ) èç óðàâíåíèÿ g B a x B x B� � � � � �( ) ( )2 02 02 02 � �
�g B

a

( )

2 2

.

ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2019, òîì 55, ¹ 6 49



Íàéäåì çíà÷åíèå U x g B
g B

a
2 02

2

24
( ) ( )

( ( ))
� �

�
. Äëÿ ýòîãî îáëàñòü ïàðàìåòðîâ

(ñì. (25)) ðàçîáüåì íà äâå ïîäîáëàñòè: � � � � �U g B a B2 20 0 2( ) ( ) è
� � � � �U g B a B2 20 0 2( ) ( ) . Ãðàíèöó ìåæäó íèìè ìîæíî âû÷èñëèòü èç óðàâíåíèÿ

g B a B s s� � � � � �( ) 2 3 2 02 1
4 2

1
2 4� � . Çàìåíà s z

1
2 � ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

z z2 2 43 2 0� � �� � , êîòîðîå èìååò åäèíñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå:

z s�
�

� � �
3

2

17

2
0 56

2 2

1
2 2� �

�, . Òàêèì îáðàçîì, ïåðâàÿ ïîäîáëàñòü ýêâèâàëåíò-

íà ( ) ,2 1 0 562
1
2 2� � �� �s , à âòîðàÿ ïîäîáëàñòü ýêâèâàëåíòíà 0 56 2

1
2, � � �s � 2 .

Ïîñêîëüêó �� �U x2 0( ) äëÿ âñåõ x � 0 , òî â ïåðâîé ïîäîáëàñòè x02 0� è

U x U g
s

g s2 02 2

1

10 0
3 3

1( ) ( ) ( )� � � � �
�

�
  

!

"
## �

� �
, òàê êàê g x( ) âîçðàñòàåò îò g( )0

äî g s1
3

1�
�

�
  

!

"
## �

�
. Âî âòîðîé ïîäîáëàñòè 0 56 2

1
2 2, � �� �s ïðè íàèáîëüøåì çíà-

÷åíèè s1 � � ìîæíî ïîëó÷èòü òî÷íîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà

U x g B
g B

a
2 02

2

24
( ) ( )

( ( ))
� �

�
, êîòîðîå ðàâíî

3

2
1� .

Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ âî âòîðîé ïîäîáëàñòè èñïîëüçóåì íåðàâåíñòâî g B a B� �( ) 2 2 :

U x g B
g B

a

s g B B s s
2 02

2

2

1 1
2

1
2

4 3 2 3

3

2
( ) ( )

( ( )) ( )
� �

�
� �

�
�

�

� �

�

� 2

�

�

 
 

!

"

#
#

,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî U x2 02( ) óìåíüøàåòñÿ ñ óìåíüøåíèåì s1 , ò.å. îñòàåò-
ñÿ ìåíüøèì åäèíèöû.

Íàêîíåö, äîêàæåì òðåòüþ ÷àñòü òåîðåìû 3, ò.å. ÷òî â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ s1
è � (27) íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà I F2 ( )� (èíôèìóì) âû÷èñëÿåòñÿ íà

ô.ð. F x E�3 2( ) [ ]� ñ òî÷êàìè ðîñòà x x z1 2 00� �, , ãäå z s0 1 2 2� �( ) . Ïîñòðîèì

ìíîãî÷ëåí U x3 ( ) , ñîîòâåòñòâóþùèé ô.ð. F�3 . Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî èç (27),

â ÷àñòíîñòè èç s1
3

�
�

, ñëåäóåò z s0 1
3

� �
�

, ò.å. ôóíêöèÿ g x( ) äèôôåðåíöèðóå-

ìà â òî÷êå z0 . Äëÿ ìíîãî÷ëåíà U x3 ( ) íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèé
U g3 0 0( ) ( )� , U z g z3 0 0( ) ( )� , � � �U z g z3 0 0( ) ( ) . Åãî ìîæíî çàïèñàòü ïî ôîðìóëå
Òåéëîðà:U x g z g z x z3 0 0 0( ) ( ) ( )( )� � � � . Ìíîãî÷ëåí ïðåäñòàâëÿåò ïðÿìóþ, ïðîõî-
äÿùóþ ÷åðåç òî÷êè ( , ( )), ( , ( ))0 0 0 0g z g z è êàñàþùóþñÿ ôóíêöèè g x( ) â òî÷êå z0 .

Äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷êè z0 èìååì óðàâíåíèå � �
�

U z
U z U

z
3 0

3 0 3

0

0
( )

( ) ( )
, èç êîòî-

ðîãî ïîëó÷àåì z s0 1 2 2� �( ). Âûïîëíåíèå âòîðîãî óñëîâèÿ òåîðåìû 2, ò.å.

� � �x U x g x0 3: ( ) ( ) , íå âûçûâàåò ñîìíåíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî òåîðåìå 2
íà ô.ð. F x�3 ( ) âû÷èñëÿåòñÿ èíôèìóì ôóíêöèîíàëà I F2 ( )� â îáëàñòè (27). Ñëåäî-
âàòåëüíî, òðåòüÿ ÷àñòü òåîðåìû 3, à çíà÷èò, è âñÿ òåîðåìà 3, äîêàçàíà ïîëíîñòüþ.

Çàìå÷àíèå 4. Îòìåòèì îäíó îñîáåííîñòü ô.ð. F x�3 ( ) . Îíà èìååò äâå òî÷êè ðîñ-

òà: x x z1 2 00� �, è ñêà÷êè â íèõ p
z s

z
p

s

z
1

0 1

0
2

1

0

�
�

�, , êîòîðûå ñîõðàíÿþò ïåðâûé

ìîìåíò, íî íå ñîõðàíÿþò âòîðîãî. Äåéñòâèòåëüíî, z p s z p z s s0 2 1 0
2

2 0 1 2� � $; .

Ïîýòîìó ô.ð. F x E�3 2( ) � ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà E2 , ò.å. ïðèíàä-
ëåæèò [ ]E2 . Ïîñòðîèì «äîïðåäåëüíóþ» ô.ð. F xn3 ( ) , êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò ìíî-
æåñòâó E2 , ò.å. ñîõðàíÿåò ïåðâûé è âòîðîé ìîìåíòû ô.ð. è ïðè n � 
:
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F x F xn3 3( ) ( )� � è I F I Fn2 3 2 3( ) ( )� � . Îïðåäåëèì òî÷êè ðîñòà ô.ð. F xn3 ( ) ñëåäó-
þùèì îáðàçîì: x x x x nn1 2 2 30� � �, , . ×òîáû ñêà÷êè â ýòèõ òî÷êàõ ðîñòà áûëè íå-
îòðèöàòåëüíûìè, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèé 0 1 2� � �B n s x n( ) � �B n( )0 .
Ïîñêîëüêó òî÷êà x n2 íàõîäèòñÿ â êîíå÷íûõ ãðàíèöàõ, íå çàâèñÿùèõ îò n , òî è ïðå-

äåë x n2 ïðè n � 
 áóäåò êîíå÷íûì. Îáîçíà÷èì lim , ( )
n

nx x s x B n
�


� � � �2 2 1 2 0 .

Äàëåå, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (6), âû÷èñëÿåì âòîðîé ìîìåíò ô.ð. F xn3 ( ) :

s x p x p n p
x n B s

n x x
n n n n n

n

n n
2 1

2
1 2

2
2

2
3

2
2

1

2 2

0
� � � �

�

�
�

( ( ))

( )

n B x s

n x n

n

n

2
2 1

2

0( ( ) )

( )

�

�
. Ïåðåéäåì

ê ïðåäåëó lim ( ( ) )
n

ns x s B x s s
�


� � � �2 2 1 2 1 20 . Íàéäåì ìíîãî÷ëåí U xn3 ( ) , ñîîòâåò-

ñòâóþùèé ô.ð. F xn3 ( ) . Íåîáõîäèìî, ÷òîáû áûëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2:

U g U x g xn n3 3 2 20 0( ) ( ), ( ) ( ),� � U n g nn3 ( ) ( )� , � � �U x g xn3 2 2( ) ( ) . Ïîýòîìó ìíî-
ãî÷ëåí çàïèøåì ïî ôîðìóëå Òåéëîðà: U x g x g x x xn3 2 2 2( ) ( ) ( )( )� � � � �

� �a x xn3 2
2( ) . Êîýôôèöèåíò a n3 íàõîäèì èç óñëîâèÿ U n g nn3 ( ) ( )� �

� � �
�

�
�

�
�

�

�

�

 
 

!

"

#
#

a n x
n s x s

n x

x s
n3 2

2

1 2 1

2

2 1
23

1 1
( )

( )

�
. Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëå-

äóåò lim
n

na
�


�3 0. Ïîýòîìó lim ( ) ( ) ( ) ( )( )
n

nU x U x g x g x x x
�


� � � � �3 3 2 2 2 . Òî÷êó

x2 â ìíîãî÷ëåíå U x3 ( ) íàõîäèì èç óñëîâèÿ U U gn3 30 0 0( ) ( ) ( )� � , ÷òî ýêâèâà-

ëåíòíî g x
g x g

x
x s z z B� �

�
� � � � �( )

( ) ( )
( ) , ( )2

2

2
2 1 0 0

0
2 2 0 , è òî÷êà z0

óìåíüøàåòñÿ ñ óìåíüøåíèåì s1. Îòñþäà ñëåäóåò lim ( ) ( )
n

nF x F x
�


�3 3� . Îäíàêî

ñõîäèìîñòü âòîðûõ ìîìåíòîâ íàðóøàåòñÿ. Äëÿ ô.ð. F n3 âòîðîé ìîìåíò s sn2 2� ,

à äëÿ ô.ð. F�3 âòîðîé ìîìåíò z p z s
0
2

2 0 1� . Ìàññà íà áåñêîíå÷íîñòè [1], ðàâíàÿ

s s z2 1 0� , êîìïåíñèðóåò òó ÷àñòü âòîðîãî ìîìåíòà, êîòîðàÿ òåðÿåòñÿ ïðè ïðåäåëü-
íîì ïåðåõîäå.

Çàìå÷àíèå 5. Ïåðåéäåì îò ýêñòðåìàëüíûõ ô.ð. F F F� � �1 2 3, , ê ñîîòâåòñòâó-

þùèì ýêñòðåìàëüíûì ô.ð. F F F� � �1 2 3, , , äîñòàâëÿþùèõ èíôèìóì ôóíêöèîíàëó
I F2 ( )� , êîòîðûé ðàâåí èíôèìóìó ôóíêöèîíàëà I F2 ( )� (ñì. (24), (26), (28)). Ïå-
ðåõîä îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (1), (2), (8), (9) è çàìå÷àíèÿ 1:

F x
x m

x m m F x�
�

�
� � �

�

�
� �1 2

3

2 3
3 3( ) , ( , ) ; (�

� �
� � �

�
�
	


	

%
&
	

'	
) , ( , )� �

�
�



%
&
'

xp

m
x m1 0 ,

F x p
x m p

B m
x m B�2 1

2( )
( )

, ( , )� �
�

�
�

�
�



%
&
'

; F x
xp

m
x m�3

1 0( ) , ( , )� �
�
�



%
&
'

,

F x p
x m p

z m
x m z�3 1

2

0
0( )

( )
, ( , )� �

�

�
�

�
�



%
&
'

,

ãäå äëÿ F x�2 ( ) çíà÷åíèÿ p p B1 2, , òå æå, ÷òî è ó F x�2 ( ) , à äëÿ F x�3 ( ) çíà÷å-
íèÿ p p z1 2 0, , òå æå, ÷òî è ó F x�3 ( ) .

Çàìå÷àíèå 6. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ g x( ) â ôóíêöèîíàëå I F2 ( )� íåïðåðûâíà,

òî íà ãðàíèöå ìåæäó îáëàñòÿìè (23) è (25) (ò.å. ïðè óñëîâèè � � s1) ñïðàâåäëèâû
ðàâåíñòâà

F x F x I F I F� � � �1 2 2 1 2 2
1

3
( ) ( ); ( ) ( )� � � .

Íà âòîðîé ãðàíèöå ìåæäó îáëàñòÿìè (25), (27) (ò.å. ïðè óñëîâèè s
1
2 22 1� �( )� )

ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

F x F x z B I F I F
s

� � � �
�

2 3 0 2 2 2 3
10

2

3
( ) ( ), ( ), ( ) ( )� � � � .
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Íà ïîñëåäíåé (òðåòüåé) ãðàíèöå s1
3

�
�

èìååì I F2 3 2 2 1 0 8( ) ( ) ,� � � ( .

Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà I F I F2 2( ) ( )� �� âîçðàñòàåò

îò
1

3
0 577( , (ïðè s1 � �) äî 0,8 (ïðè s1

3
�

�
).

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ðåøåíèÿ ó÷åáíîé çàäà÷è, ïðèâåäåííûé â êíèãå [9]. Ïðî-

èçâîäèòñÿ ñòðåëüáà òðåìÿ íåçàâèñèìûìè âûñòðåëàìè ïî öåëè, èìåþùåé âèä ïîëîñû

(ìîñò, àâòîñòðàäà, âçëåòíî-ïîñàäî÷íàÿ ïîëîñà). Øèðèíà ïîëîñû 20 ì. Ïðèöåëèâàíèå

ïðîèçâîäèòñÿ ïî ñðåäíåé ëèíèè ïîëîñû; ñèñòåìàòè÷åñêàÿ îøèáêà îòñóòñòâóåò; ñðåä-

íåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå òî÷êè ïîïàäàíèÿ â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì

ïîëîñå, ñîñòàâëÿåò 16 ì. Íàéòè âåðîÿòíîñòü p ïîïàäàíèÿ â ïîëîñó ïðè îäíîì âû-

ñòðåëå, à òàêæå âåðîÿòíîñòè ñëåäóþùèõ ñîáûòèé ïðè òðåõ âûñòðåëàõ: A — õîòÿ áû

îäíî ïîïàäàíèå â ïîëîñó; B — íå ìåíåå äâóõ ïîïàäàíèé â ïîëîñó.

Ýòà çàäà÷à ðåøåíà â [9] ïðè óñëîâèè, ÷òî îøèáêè ïîïàäàíèÿ ñíàðÿäà ðàñïðå-

äåëåíû ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó. Ïîëó÷åíî p ( 0 468, ; P A p( ) ( )� � �1 1 3� 0 849, ;

P B p p p( ) ( ) ( ) ,� � � � � �1 1 3 1 0 4523 2 .

Äëÿ íàãëÿäíîñòè ñäåëàåì íåñêîëüêî ðàñ÷åòîâ äëÿ m �10 (ñðåäíÿÿ òî÷êà ïî-

ëîñû) ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû 3.

Ïåðâàÿ îáëàñòü ïàðàìåòðîâ â òåîðåìå 3 ïðåäñòàâëÿåò 0 01� � � � �� � �s

�
m

3
. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3 ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ

ýòîé îáëàñòè, ìèíèìàëüíàÿ âåðîÿòíîñòü ïîïàñòü â èíòåðâàë ( , )m m� �� �� � ðàâ-

íà p � (
1

3
0,57735. Ïîýòîìó ïðè m �10 èìååì îáëàñòü äëÿ � �:

0
10

3
5 7735� � (� � , , êîòîðàÿ íå âïèñûâàåòñÿ â çàäà÷ó [9] (ãäå � �=16) ââèäó

óñëîâèé m� � � è � � 0. Âîçìîæíî, èç-çà ýòèõ îãðàíè÷åíèé èìååì áîëüøóþ

âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ P A P B( ) , ; ( ) ,( (0 9245 0 615 .

Äàëåå ðàññìîòðèì òðåòüþ îáëàñòü:
�

�
2

1
2 2

3
2 1� � �s ( ) , êîòîðàÿ ýêâèâà-

ëåíòíà � � �� � �� � ) � � �m 3 0 4142 8 97 10, , . Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 3,

â ýòîì ñëó÷àå íàèìåíüøàÿ âåðîÿòíîñòü ïîïàñòü â èíòåðâàë ( , )m m� �� �� �
äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ ïðè � � � m è ðàâíà ïðèáëèçèòåëüíî 0,8.

Â ýòîì ñëó÷àå P A P B( ) , ; ( ) ,( (0 992 0 896.

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 3 äàåò âîçìîæíîñòü ðàññ÷èòàòü íàèìåíüøóþ âåðîÿò-

íîñòü ïîïàäàíèÿ â ïîëîñó ïðè íåèçâåñòíîì óíèìîäàëüíîì çàêîíå ðàñïðåäåëåíèÿ

îøèáîê, íî ïðè èçâåñòíûõ äâóõ åãî ìîìåíòàõ è ìîäå, ðàâíîé ïåðâîìó ìîìåíòó. Èç

ðàñ÷åòîâ âèäíî, ÷òî â áîëåå øèðîêîì êëàññå ô.ð., íî â áîëåå óçêîì èíòåðâàëå îøè-

áîê ìîæåò áûòü äîñòèãíóòà äîñòàòî÷íî âûñîêàÿ âåðîÿòíîñòü ïîðàæåíèÿ öåëè.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå íàéäåíû òî÷íûå íàèìåíüøèå îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïîïàäà-

íèÿ íåîòðèöàòåëüíîé óíèìîäàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû â èíòåðâàë

( , )m m� �� �� � ïðè óñëîâèè, ÷òî ìîäà ñîâïàäàåò ñ ïåðâûì ìîìåíòîì. Ýòè

îöåíêè êîëåáàëèñü â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ m è � � îò 0,57735 äî 0,8 (íå-

ðàâåíñòâî ×åáûøåâà, íàïðèìåð, äàåò íóëåâóþ îöåíêó). Êàê ïîêàçàëè íåêîòî-

ðûå ãèïîòåòè÷åñêèå ðàñ÷åòû â ðàçä. 5, óïðàâëÿÿ ïàðàìåòðàìè çàäà÷è, ìîæíî

äîñòè÷ü äîñòàòî÷íî âûñîêèõ ïîêàçàòåëåé ïîïàäàíèÿ â ýòîò èíòåðâàë.
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Ë.Ñ. Ñòîéêîâà, Ë.Â. Êîâàëü÷óê
ÒÎ×Í² ÎÖ²ÍÊÈ ÄÅßÊÈÕ Ë²Í²ÉÍÈÕ ÔÓÍÊÖ²ÎÍÀË²Â
Â²Ä ÓÍ²ÌÎÄÀËÜÍÈÕ ÔÓÍÊÖ²É ÐÎÇÏÎÄ²ËÓ ÏÐÈ ÍÅÏÎÂÍ²É ²ÍÔÎÐÌÀÖ²¯

Àíîòàö³ÿ. Çíàéäåíî òî÷í³ îö³íêè éìîâ³ðíîñòåé ïîïàäàííÿ íåâ³ä’ºìíèõ
óí³ìîäàëüíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí � â ³íòåðâàë ( , )m m� �� �� � , äå ìîäà m

çá³ãàºòüñÿ ç ô³êñîâàíèì ïåðøèì ìîìåíòîì âåëè÷èíè � , à � �
2 º äèñïåðñ³ºþ �.

Íàâåäåíî äîïîì³æí³ â³äîìîñò³ ïðî çíàõîäæåííÿ òàêèõ îö³íîê ³ç ïðèêëàäà-
ìè, òâåðäæåííÿìè, çàóâàæåííÿìè, ùî áóëè âèêîðèñòàí³ äëÿ îòðèìàííÿ
îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó. Öåé ðåçóëüòàò ìîæíà çàñòîñóâàòè äëÿ îö³íþâàííÿ
éìîâ³ðíîñò³ ïîïàäàííÿ ñíàðÿäó â ñìóãó ï³ä ÷àñ ïðèö³ëüíî¿ ñòð³ëüáè.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ë³í³éí³ ôóíêö³îíàëè â³ä óí³ìîäàëüíèõ ôóíêö³é ðîçïîä³ëó
òà ¿õ åêñòðåìàëüí³ çíà÷åííÿ, ïåðåòâîðåííÿ Äæîíñîíà–Ðîäæåðñà, òî÷í³ óçà-
ãàëüíåí³ íåð³âíîñò³ ×åáèøîâà äëÿ óí³ìîäàëüíèõ ôóíêö³é ðîçïîä³ëó.

L.S. Stoikova, L.V. Kovalchuk
EXACT ESTIMATIONS FOR SOME LINEAR FUNCTIONALS OF UNIMODAL DISTRIBUTION
FUNCTIONS UNDER INCOMPLETE INFORMATION

Abstract. Exact estimations are found for the probability that a non-negative
unimodal random variable � gets in the interval ( , )m m� �� �� � where the

mode m coincides with fixed first moment and � �
2 is fixed variance of random

variable �. Also, a brief important auxiliary information is given with examples,
statements, and author’s notations, which simplify obtaining the main result. The
results of this study may be useful in evaluating the probability of hitting the
projectile zone when aimed shooting.

Keywords: linear functionals of unimodal distribution functions and their extremal
values, transformation of Johnson–Rogers, exact generalized Chebyshoff
inequalities for unimodal distribution functions.
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