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ÄÈÑÊÐÅÒÍÛÉ ÑÏÅÊÒÐ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ ËÀÏËÀÑÀ Ñ ÐÀÇÍÛÌÈ
ÓÑËÎÂÈßÌÈ ÍÀ ÃÐÀÍÈÖÅ ÏÐÎÈÇÂÎËÜÍÎÃÎ ÒÐÅÓÃÎËÜÍÈÊÀ

Àííîòàöèÿ. Íàéäåíû â ÿâíîì âèäå ôîðìóëû äëÿ ìíîæåñòâà ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé è ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà Ëàïëàñà ñ ðàçíûìè êðàåâûìè óñëî-
âèÿìè íà ñòîðîíàõ ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà. Ïîëó÷åíû íîâûå ðåçóëüòàòû
â ñïåêòðàëüíîé òåîðèè, êîòîðûå èìåþò ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðè èçó÷åíèè
÷àñòîò è ôîðì âèáðàöèè òðåóãîëüíûõ ìåìáðàí ïðîèçâîëüíîé ôîðìû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñïåêòð, îïåðàòîð Ëàïëàñà, òðåóãîëüíèê, êðàåâûå óñëîâèÿ
Äèðèõëå è Íåéìàíà.

Â ðàáîòàõ [1, 2] ïîëó÷åíû ôîðìóëû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé (ñ.ô.) è ñîáñòâåí-

íûõ ÷èñåë (ñ.÷.) îïåðàòîðà Ëàïëàñà, êîãäà òðåóãîëüíèêè ðàâíîñòîðîííèå èëè

ðàâíîáåäðåííûå. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïîëó÷åíû ñ.ô. è ñ.÷., êîãäà íà ñòîðîíàõ

ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà çàäàíû è óñëîâèÿ Äèðèõëå, è óñëîâèÿ Íåéìàíà.

Ïîêàçàíî, ÷òî ðåçóëüòàòû íå çàâèñÿò îò ðàçëè÷íûõ ñèñòåì êîîðäèíàò.

1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:
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Îòñþäà ñëåäóåò � � 0. Â ýòîì ñëó÷àå F1 íå ÿâëÿåòñÿ ñ.ô., òàê êàê F1 0� � y x, .

Àíàëîãè÷íûé âûâîä ñëåäóåò ïðè èñïîëüçîâàíèè ñòîðîíû (5).

3. Äàëåå ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) íàõîäèì â âèäå äâóõ ñëàãàåìûõ:

F x y r

i

i i2

1

2

� 	 �
�
�sin sin ( )� � .

Ñíîâà èñïîëüçóåì (6) è áîêîâóþ ñòîðîíó (4) òðåóãîëüíèêà. Òîãäà ïîëó÷èì
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Ïðè îáðàùåíèè â íóëü F2 äëÿ âñåõ y òðåáóåì óñëîâèÿ
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ñòîðîíû (5).

4. Íàêîíåö, ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) èùåì â âèäå òðåõ ñëàãàåìûõ
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Àíàëîãè÷íî äëÿ A B2 1, è A B3 2, ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷èì
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Ðåøàÿ ñîâìåñòíî ñèñòåìû (10)–(12) è (15)–(17), ïîëó÷àåì
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5. Åñëè òðåóãîëüíèê ðàâíîñòîðîííèé, òî
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Ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) ïðåäñòàâèì â âèäå òðåõ ñëàãàåìûõ:
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� � � � � � � �cos( ) cos( ) cos( ) cos(� � � � � � � �2 2 1 1 3 3 2 2x y x y x y x y) �

�

� �
�

�
�

�

�
�� � � �

�

sin

( ) ( )

sin

( )� � � � � �1 3 1 3 1 3 1 11

2

1d
y

h
y d

y

h�
�

�

�
�� �

�

( )� �3 1

2

y

�

� �
�

�
�

�

�
�� � � �

�

sin

( ) ( )

sin

( )� � � � � �2 1 1 1 2 1 2 11

2

1d
y

h
y d

y

h�
�

�

�
�� �

�

( )� �1 2

2

y

�

� �
�

�
�

�

�
�� � � �

�

sin

( ) ( )

sin

( )� � � � � �3 2 1 2 3 2 3 11

2

1d
y

h
y d

y

h�
�

�

�
�� �

�

( )� �2 3

2
0

y

.

Äëÿ îáðàùåíèÿ â íóëü ïðè � �y h[ , ]0 ïåðâûõ ìíîæèòåëåé âî âñåõ ñëàãàåìûõ

ïîòðåáóåì óñëîâèÿ

( )� � � �1 3
1

3 1 0� � � �
d

h
,

( )� � � �2 1
1

1 2 0� � � �
d

h
, (23)

( )� � � �3 1
1

2 3 0� � � �
d

h
.

Òîãäà èç ïåðâûõ ìíîæèòåëåé ñëåäóåò

� � �( )� � �1 3 1 22d l , � � �( )� � �2 1 1 32d l , � � �( )� � �3 2 1 12d l ,

li ��, li � 0. (24)

Èç (23) è (24) èìååì

� � � � � � � � �3 1 2 1 2 3 2 3 1
2 2 2

� � � � � �
h

l
h

l
h

l, , . (25)

Èñïîëüçóÿ (6) è (7) äëÿ (22), ïîëó÷àåì

sin sin ( )� �i i

i

d
y

h
y2

1

3

1�
�

�
�

�

�
�

�

�
��

�

�
�� �

�
�

�

� �
�

�
�

�

�
�� � � �

�

sin

( ) ( )

sin

( )� � � � � �1 3 2 3 1 3 1 21

2

1d
y

h
y d

y

h�
�

�

�
�� �

�

( )� �3 1

2

y
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�

� �
�

�
�

�

�
�� � � �

�

sin

( ) ( )

sin

( )� � � � � �2 1 2 1 2 1 2 21

2

1d
y

h
y d

y

h�
�

�

�
�� �

�

( )� �1 2

2

y

�

� �
�

�
�

�

�
�� � � �

�

sin

( ) ( )

sin

( )� � � � � �3 2 2 2 3 2 3 21

2

1d
y

h
y d

y

h�
�

�

�
�� �

�

( )� �2 3

2
0

y

.

Äëÿ îáðàùåíèÿ â íóëü � �y h[ , ]0 âòîðûõ ìíîæèòåëåé âî âñåõ ñëàãàåìûõ ïî-

òðåáóåì óñëîâèÿ

� � � �3 1 3 1
2 0� � � �( )

d

h
,

� � � �1 2 1 2
2 0� � � �( )

d

h
,

(26)
� � � �2 3 2 3

2 0� � � �( )
d

h
.

Òîãäà èç âòîðûõ ìíîæèòåëåé ñëåäóåò

( )� � �3 1 2 22� �d m , ( )� � �1 2 2 32� �d m , ( )� � �2 3 2 12� �d m ,

mi ��, mi � 0. (27)

Èç (26) è (27) èìååì

� � � � � � � � �3 1 2 1 2 3 2 3 1
2 2 2

� � � � � �
h

m
h

m
h

m, , . (28)

Ðåøàÿ ñèñòåìû (24) è (27), à òàêæå (25) è 28, ñîîòâåòñòâåííî íàõîäèì

� � � � � �3
3

2

3

1
2

2

2

2

1
1

1� �
�

�
��

�

�
�� � �

�

�
��

�

�
�� �

m

d

l

d

m

d

l

d

m
, ,

d

l

d2

1

1

�
�

�
��

�

�
�� ,

�
�

�
�

�
�

3 3 3 2 2 2 1 1 1� � � � � �
h

m l
h

m l
h

m l( ), ( ), ( ).
(29)

Ñóììèðóÿ (23) è (26), à òàêæå (25) è (28), ïîëó÷àåì îãðàíè÷åíèÿ íà öåëûå

÷èñëà:

� �i

i

i

i

i

i

i

i

i il m m l

� � � �
� � � �� � � � �

1

3

1

3

1

3

1

3

0 0 0 0 0, , , , . (30)

Òàêèì îáðàçîì, ñ.ô. èìåþò âèä

F x y
m

d

l

d
x

h
m li i

i i( , ) sin sin ( )� �
�

�
��

�

�
��

�

�
�
�

�

�
�
� �

�
�

�

2 1 �
�

�

�
�

�
�
i 1

3

, (31)

à ñ.÷. îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé

� �ml
i i i i

i

m

d

l

d

m l

h
� �

�

�
��

�

�
�� �

��

�
�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�
�

�

2

2 1

2 2

1

3

� . (32)

×òîáû èñêëþ÷èòü íóëåâûå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2), íåîáõîäèìû óñëîâèÿ

m

d

l

d
m li i

i i

i 2 11

3

0�
�

�
��

�

�
�� � �

�
� ( ) . (33)

Â ðåçóëüòàòå âûáîð öåëûõ ÷èñåë m li i, îãðàíè÷åí óñëîâèÿìè (30) è (33). Çàìå-

òèì, ÷òî ôîðìóëû (18) è (29) ñîâïàäàþò, òàê êàê

r h r d h ii i i� � � �( )sin , , ,� �tg 1 2.
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Åñëè òðåóãîëüíèê ðàâíîñòîðîííèé ñ äëèíîé ñòîðîíû, ðàâíîé d, òî

d d
d

1 2
2

� � , h d�
3

2
.

Â ýòîì ñëó÷àå âñå ñ.÷. èìåþò âèä

�
�

ml i i i i

id
m m l l�

�

�
�

�

�
� � �

�
�

1

3

4
2

2 2

1

3

( ), m li i
2 2� , m li i � 0, m li i, ��. (34)

Ýòà ôîðìóëà ñîâïàäàåò ñ (20), òàê êàê r d2 2 12� / .

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò ïðèâîäÿò ê îäèíàêîâûì ðåçóëü-

òàòàì è ïîäòâåðæäàþò ïðàâèëüíîñòü ñîáñòâåííûõ ðåøåíèé.

8. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

�

�
�
�

�
� �

2

2

2

2
0

F

x

F

y
F� , ( , )x y ��;

F � 0, ( , )x y ��1;

(35)�

�
�

F

n
0, ( , )x y ��2 .

Çäåñü � — ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê, �1 — îñíîâàíèå T T1 2 òðåóãîëüíèêà, �2 —

áîêîâûå ñòîðîíû T T2 3 è T T3 1 òðåóãîëüíèêà. Ðåøåíèå ñíîâà èùåì â âèäå

F x y x yi i

i

( , ) sin sin� 	
�
� � �

1

3

. (36)

Òàê êàê äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà óñëîâèÿ Íåéìàíà ïðèâîäèò ê íåëèíåéíîé

ñèñòåìå óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî � i , � i , òî èñïîëüçóåì èíòåãðàëüíóþ ôîðìó.

Óñëîâèå äëÿ ñòîðîíû T T2 3 çàïèøåì â âèäå

�

�
�

�

�
�

�

�� �
F

n
ds

F

x
dx

F

y
dy

T T

ñ

2 3

2

2

2 0

2

2 0

sin

cos

cos

sin

�

�

�

�

h

� �

� 	 � 	
�
�tg ctg� � � � � �2 2

1

3

2sin ( ) sin ( ) sin ( ) sin (i i

i

i id y x h)

i�
� �

1

3

0.

Ýòî ñîîòíîøåíèå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ Äèðèõëå â òî÷êå x d� 2 ,

y � 0, ïîýòîìó

sin ( ) sin ( )� �i i

i

d y2

1

3

0	 �
�
� . (36*)

Àíàëîãè÷íî óñëîâèå äëÿ ñòîðîíû T T3 1 èìååò âèä

�

�
� 	 �� �

�

F

n
ds d y

T T

i i

i
3 1

1 1

1

3

1tg ctg� � � � �sin ( ) sin ( ) sin ( i i

i

x h) sin ( )	 �
�
� �

1

3

0.

Óñëîâèå Äèðèõëå â òî÷êå x d� � 1, y � 0 äàåò

sin ( ) sin ( )� �i i

i

d y1

1

3

0	 �
�
� . (37)

Èñïîëüçóÿ (6) äëÿ (36*) è (37), ïîëó÷àåì

cos( ) cos( ) cos( ) cos(� � � � � � �1 2 1 3 1 3 2 2 2 1 1d h d h d h d� � � � � � � ��1h)

� � � � � � �cos( ) cos( ) cos( ) cos(� � � � � � �3 2 3 2 1 2 3 1 3 1d h d h d h d2 1� �� h) (38)

� � � � � � �cos( ) cos( ) cos( ) cos(� � � � � � �1 1 1 2 2 2 2 1 2 3d h d h d h d2 3 0� �� h) .
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Èñïîëüçóÿ (7) â (38), íàõîäèì

sin
( )

sin
( )� � � � � � � �1 2 3 1 3 1 3 1 1 2 3 1

2 2

d d h d d h� � � � � �
�

�
� � � � � �

�sin
( )

sin
( )� � � � � � � �2 2 1 1 1 2 1 1 2 2 1 2

2 2

d d h d d h

�
� � � � � �

�sin
( )

sin
( )� � � � � � � �3 2 2 1 2 3 2 1 3 2 2 3

2 2

d d h d d h

(39)

�
� � � � � �

�sin
( )

sin
( )� � � � � � � �3 1 1 2 1 3 1 2 3 1 1 3

2 2

d d h d d h

�
� � � � � �

�sin
( )

sin
( )� � � � � � � �1 1 2 2 2 1 2 2 1 1 2 2

2 2

d d h d d h

�
� � � � � �

�sin
( )

sin
( )� � � � � � � �2 1 3 2 3 2 3 2 2 1 3 2

2 2
0

d d h d d h
.

Äëÿ îáðàùåíèÿ (39) â íóëü èñïîëüçóåì ïåðâûå ìíîæèòåëè â ïåðâûõ òðåõ ñëà-

ãàåìûõ è âòîðûå ìíîæèòåëè â ñëåäóþùèõ òðåõ ñëàãàåìûõ. Äëÿ ýòîãî ïîòðåáó-

åì ñîîòâåòñòâåííî âûïîëíåíèÿ ñîîòíîøåíèé

� � � � �1 2 3 1 3 1 22d d h l� � � �( ) , (40)

� � � � �2 2 1 1 1 2 32d d h l� � � �( ) , (41)

� � � � �3 2 2 1 2 3 12d d h l� � � �( ) , 0� �li � , (42)

� � � � �1 2 3 1 1 3 22d d h m� � � �( ) , (43)

� � � � �2 2 1 1 2 1 32d d h m� � � �( ) , (44)

� � � � �3 2 2 1 3 2 12d d h m� � � �( ) , 0� �mi � . (45)

Ñóììèðóÿ (40)–(42), ïîëó÷àåì

( )d d li

i

i

i

2 1

1

3

1

3

2� �
� �
� �� � . (46)

Ïîñëå ñëîæåíèÿ (43)–(45) èìååì

( )d d h mi

i

i

i

i

i

2 1

1

3

1

3

1

3

2 2� � �
� � �
� � �� � � . (47)

Ñóììû (40) è (43); (41) è (44); (42) è (45) ñîîòâåòñòâåííî äàþò

� � �1 2 3 2 2d h l m� � �( ), (48)

� � �2 2 1 3 3d h l m� � �( ), (49)

� � �3 2 2 1 1d h l m� � �( ). (50)

Ðàçíîñòè (42) è (45); (40) è (43); (41) è (44) ñîîòâåòñòâåííî äàþò

� � �2 1 3 1 1d h l m� � �( ), (51)

� � �3 1 1 2 2d h l m� � �( ), (52)

� � �1 1 2 3 3d h l m� � �( ). (53)

68 ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2019, òîì 55, ¹ 4



Ñóììû (49) è (52); (50) è (53); (48) è (51) ñîîòâåòñòâåííî ïðèâîäÿò ê ñëåäóþ-

ùåé ñèñòåìå îòíîñèòåëüíî � i ñ îïðåäåëèòåëåì � � �d d
1
3

2
3 :

0 1 2 2 1 3 1	 � � �� � �d d f ,

d d f1 1 2 2 3 20� � �� 	 � � , (54)

d d f2 1 1 2 3 30� � �� � 	 � .

Çäåñü f l m l m1 3 3 2 2� � � ��( ), f l m l m2 1 1 3 3� � � ��( ), f l m l m3 2 2 1 1� � � ��( ).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

d d
1
2

2
2

1� � 	 , d d d
2
2

1 2 2� � 	 , d d d
1
2

1 2 3� � 	 ,

d d
1
2

2
2

1� � 
 , d d d
2
2

1 2 2� � 
 , � � �( )d d d
1
2

1 2 3
 .

Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (54) èìååì

� 	 � � � � � � � � �� � 	 	 	 
 
1 1 2 1 1
2

2 2
2

3 1 1 2 2 3 3 1 1 2d d f d f d f l l l m m( 2 3 3� 
 m ),

� 	 � � � � � � � �� � 	 	 	 
 
2 2
2

1 1 2 2 1
2

3 3 1 1 2 2 3 3 1 1 2d f d d f d f l l l m m( � 
2 3m ), (55)

� 	 � � � � � � � �� � 	 	 	 
 
3 1
2

1 2
2

2 1 2 3 2 1 3 2 1 3 2 1 3 2d f d f d d f l l l m m( � 
1 3m ).

Äëÿ êîíòðîëÿ ïîñëå ñóììèðîâàíèÿ (55) ïîëó÷èì ñíîâà (46).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

d d d d1 2
2

1
2

2 1� � � , � � �( )d d d
2
3

1
2

2 2� , d d d
1
3

1 2
2

3� � � ,

d d d d d d d1 2
2

1
2

2 1 2
3

1
2

2 2� � � �� �, , d d d
1
3

1 2
2

3� � � .

Ñ ó÷åòîì (55) äëÿ � i èç (48)–(50) ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ � i :

� 	 � � � � � �h l l l m m m� � � � � � � �1 1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3( ),

� 	 � � � � � �h l l l m m m� � � � � � � �
2 3 1 1 2 2 3 3 1 2 2 3( ), (56)

� 	 � � � � � �h l l l m m m� � � � � � � �3 2 1 3 2 1 3 2 1 3 2 1 3( ).

Äëÿ êîíòðîëÿ ïîñëå ñóììèðîâàíèÿ (56) èìååì

� �	 � � � � �



� � �
� � �h d d d d d d l mi

i

i

i

i

i

� �
1

3

1 2 1
2

1 2 2
2

1

3

1

3

( )( )

�
�




�
� .

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (46), ñíîâà ïîëó÷èì (47).

Åñëè òðåóãîëüíèê ðàâíîáåäðåííûé ïðè d d d1 2 2� � / , òî

�
�

�
�

1 2 3 1 1 3 2 1
2

� � � � � �
d

m m l
h

l l m( ), ( ),

�
�

�
�

2 3 1 2 2 1 3 2
2

� � � � � �
d

m m l
h

l l m( ), ( ), (57)

�
�

�
�

3 1 2 3 3 2 1 3
2

� � � � � �
d

m m l
h

l l m( ), ( ).

Îòñþäà ñëåäóåò

�
�

i

i

i

id
l

� �
� ��

1

3

1

32
, �

�
i

i

i

ih
m

� �
� ��

1

3

1

3

.
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Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ íóëåâûõ ðåøåíèé çàäà÷ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ � �i i � 0. Ïî-

ýòîìó ìèíèìàëüíûå ñ.÷. â ôîðìóëàõ (57) âû÷èñëÿþòñÿ ïðè

�
�

�
�

i i
d h

�  �  
2

, .

Äëÿ ðàâíîáåäðåííîãî è ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêîâ ñîîòâåòñòâåííî

èìååì

� �min � �
�

�
��

�

�
��3

4 12

2 2d h
, �

�
min �

�

�
�

�

�
�

4
2

d
.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè â (39) îáðàùàòü â íóëü âòîðûå ìíîæèòåëè â ïåðâûõ òðåõ

ñëàãàåìûõ, òî ïîëó÷èì òå æå ôîðìóëû äëÿ � �i i, .

Òàêèì îáðàçîì, ñ.ô. çàäà÷è (35) èìåþò âèä (36), ãäå � i è � i èìåþò ñîîò-

âåòñòâåííî ôîðìóëû (55) è (56), à ñ.÷. âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

� � �lm i i
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�
� ( )2 2
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.

Ïîëó÷åíû è îáîñíîâàíû ÿâíûå àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ñîáñòâåííûõ

ôóíêöèé è ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Ýòè ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëÿþò

ñîáîé ôîðìû è ÷àñòîòû êîëåáàíèé ïðîèçâîëüíûõ òðåóãîëüíûõ ìåìáðàí.
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Â.Ã. Ïðèêàç÷èêîâ
ÄÈÑÊÐÅÒÍÈÉ ÑÏÅÊÒÐ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ ËÀÏËÀÑÀ Ç Ð²ÇÍÈÌÈ ÓÌÎÂÀÌÈ ÍÀ ÌÅÆ²
ÄÎÂ²ËÜÍÎÃÎ ÒÐÈÊÓÒÍÈÊÀ

Àíîòàö³ÿ. Çíàéäåíî â ÿâíîìó âèãëÿä³ ôîðìóëè äëÿ ìíîæèí âëàñíèõ
ôóíêö³é òà âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà Ëàïëàñà ç ð³çíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè
íà ñòîðîíàõ äîâ³ëüíîãî òðèêóòíèêà. Îòðèìàíî íîâ³ ðåçóëüòàòè â ñïåêòðàëüí³é
òåîð³¿, ÿê³ ñòàíîâëÿòü ïðàêòè÷íèé ³íòåðåñ ó âèâ÷åíí³ ÷àñòîò ³ ôîðì â³áðàö³¿
òðèêóòíèõ ìåìáðàí äîâ³ëüíî¿ ôîðìè.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ñïåêòð, îïåðàòîð Ëàïëàñà, òðèêóòíèê, êðàéîâ³ óìîâè Ä³ð³õëå
òà Íåéìàíà.

V.G. Prikazchikov
DISCRETE SPECTRUM OF THE LAPLACE OPERATOR FOR
AN ARBITRARY TRIANGLE WITH DIFFERENT BOUNDARY-VALUE CONDITIONS

Abstract. In the paper, we obtain the explicit formulas for a set of eigenvalues
and eigenfunctions of the Laplace operator in an arbitrary triangle with different
boundary conditions. The paper presents new results in the spectral theory,
which are of practical interest in the analysis of the vibrations of triangular
membranes.

Keywords: spectrum, Laplace operator, triangle, Dirichlet’s and Neumann’s
boundary conditions.
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