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Введение 

В настоящее время в связи с интенсивным развитием таких направлений 

науки и техники, как аэронавтика, самолетостроение, теплотехника и т.д. возник-

ла потребность не только вычисления приближенных решений различного рода 

задач, но и гарантированных оценок их близости к точным решениям. И тут на по-

мощь приходят так называемые полные асимптотические разложения [1] верхних 

граней отклонений некоторых классов функций (отвечают реальным процессам) от 

определенного рода операторов (соответственно отвечают математическим моде-

лям реальных процессов). Очень веской характеристикой этих полных асимптоти-

ческих разложений как раз и есть так называемые константы Колмогорова–Ни-

кольского [2]. Зная их точные значения при определенных степенях малости [3], 

можно оценить погрешность отклонения смоделированного процесса от реального.  

И чем больше значений этих констант при определенных степенях малости будем 

знать, тем точнее сможем оценить степень погрешности. 

С другой стороны, при выборе множества приближения (математическая 

модель реального процесса), кроме безоговорочного требования получить необхо-

димую точность, руководствуются еще и желанием иметь дело с простыми и удоб-

ными для исследований и вычислений функциями  . Оказывается, что наиболее 

эффективными в этом плане как с точки зрения игровых задач динамики [4–8], 

так и с точки зрения получения необходимой точности приближения, являются 

операторы, которые задаются с помощью совокупности )}({    непрерывных 

на ),0[   функций, зависящих от действительного параметра .  Конкретные при-

меры таких операторов — так называемые обобщенные операторы Пуассона [9], 

которые, в свою очередь, являются решениями дифференциальных уравнений 

в частных производных и напрямую связаны с методами решений интеграль-

ных, дифференциально-разностных и интегро-дифференциальных игр.  

Данная статья как раз и посвящена нахождению констант Колмогорова–

Никольского в полных асимптотических разложениях по степеням малости 

01,1  , верхних граней уклонений сопряженных дифференцируемых 

функций от их обобщенных интегралов Пуассона. 

Постановка задачи 

Пусть )(xf  — 2 -периодическая суммируемая функция и  
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— ее ряд Фурье, где )(),()(0 fbfafa kk  — соответственно ее коэффициенты Фурье. 

Пусть )}({ k  (см., например, [10]) — множество функций натурального ар-

гумента, зависящих от действительного параметра  , ,10   1)0(  . C помо-

щью множества )}({ k  каждой функции )(xf  поставим в соответствие ряд  
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Предположим, что он при каждом ,10),(  k  является рядом Фурье не-

которой непрерывной функции, которую обозначим .);;( xfU   При условии, 

что последовательность 
 ...,,0
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k  такова, что ряд  

 



 

1

cos)(
2

1
);(

k

ktktK  (2) 

— это ряд Фурье некоторой суммируемой функции, аналогично [11, с. 46] можно 

показать справедливость равенства 

 .);()(
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В этом случае также говорят, что множество )(k  определяет конкретный 

метод (  -метод) суммирования рядов Фурье. Понятно, что при каждом фиксиро-

ванном   оператор );;( xfU   линейный. Поэтому  -методы называют линей-

ными методами [11, с. 46] (процессами) суммирования рядов Фурье.  

Приведем примеры некоторых конкретных  -методов суммирования рядов 

Фурье. Если в (2) положить ...,,2,1,0,)(  kk k  то функцию в правой час-

ти (3) будем обозначать );;( xfA   и называть интегралом Абеля–Пуассона [12, 13]. 

В случае kk
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2
1)( 2  функцию в правой части (3) обозначим 

);;( xfB   и назовем бигармоническим интегралом Пуассона [14–16]. Если же в (2) 

,)(
2kk   то в правой части (3) будем иметь так называемый интеграл Вей-

ерштрасса );;( xfW   [17, 18].  

Задачу об отыскании асимптотических равенств для величины  
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где X  — нормированное пространство, XR  — заданный класс функций, 

);;( xfU   — операторы, порождаемые конкретным методом );;( xfU   

суммирования рядов Фурье, следуя А. И. Степанцу [ 11, с. 9], будем называть 

задачей Колмогорова–Никольского. И если в явном виде найдена функция 

))(;()(  UR  такая, что при 01  

 
))((0)())(;(  XUR ,  

то говорят, что решена задача Колмогорова–Никольского для класса R  и метода 

)(pU  в метрике пространства .X  
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Следует отметить ряд работ [19–26], посвященных решению задачи Колмо-

горова–Никольского для вышеупомянутых линейных методов: интеграла Абеля–

Пуассона, бигармонического интеграла, интеграла Вейерштрасса. 

Далее, если в правой части (2) положить  
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2

1
0,))1)(1(1()(  qsskk kq  (4) 

то согласно (3) получим линейный метод так называемого обобщенного интеграла 

Пуассона, который согласно [9] принято обозначать ).,,(, xfP qs   

Известный интерес как с точки зрения прикладной математики, так и с точки 

зрения задач Колмогорова–Никольского вызывают так называемые классы сопря-

женных дифференцируемых функций NrW r ,  [11, с. 22]. Именно поэтому воз-

никает естественный вопрос о решении задачи Колмогорова–Никольского для обоб-

щенных интегралов Пуассона ),,(, xfP qs   на классах сопряженных дифферен-

цируемых функций ,rW  в метрике пространства Ñ -непрерывных 2 -

периодических функций, т.е. 
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Вычисление констант Колмогорова–Никольского в полных  

асимптотических разложениях верхних граней уклонений сопряженных 

дифференцируемых функций от их обобщенных интегралов Пуассона 

Формальный ряд )1(   будем называть полным асимптотическим разложением 

или же полной асимптотикой функции )(f  при 01  (см., например, [1]), если 

для всех ))1((0)1(1   nn ggNn  и при каждом Nn  
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кратко запишем так: 
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Таким образом, основная задача, которая стоит перед нами, — не только ре-

шение задачи Колмогорова–Никольского (5) для обобщенного интеграла Пуассо-

на, но и нахождение констант Колмогорова–Никольского при соответствующих 

степенях малости ,01,1   в полных асимптотических разложениях правой 

части величины (5). 

Теорема. При 01  имеют место следующие асимптотические разложения: 
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Здесь коэффициенты r
k  и r

k  заданы соответственно формулами (10) и (11) из [27]: 
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где коэффициенты r
k  заданы формулами (20) из [27], а  
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известные константы Ахизера–Крейна–Фавара. 

Доказательство. Прежде чем перейти к непосредственному доказательству 

теоремы, остановимся на свойствах сопряженных дифференцируемых функций. 

Итак, пусть ,, NrW r   — множество 2 -периодических функций, имеющих аб-

солютно непрерывные производные до )1( r -го порядка включительно и почти 

всюду .1)()( tf r  Тогда  
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— множество функций, сопряженных с функциями из множества .rW  Причем 

интеграл в правой части (9) аналогично [28] будем подразумевать в смысле его 

главного значения т.е. 
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Для получения интегрального представления величины ),,()( , xfPxf qs   

подставим (4) в (3). В результате получим  
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Далее, следуя формулам (5) и (6) из [13], запишем 
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Принимая во внимание вышесказанное, получаем, что  
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Используя последнее соотношение, перейдем к доказательству асимптотиче-

ской формулы (6). А именно, после применения двукратного интегрирования ко-

эффициентов Фурье функции f  частями получим 
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Поскольку ,2Wf   ),(2 tV   нечетная, то 
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С другой стороны, если ),0(,0),(2  ttV , то функция f  такова, что 
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непрерывно и периодически продолжается на R  и принадлежит классу 2W  

[29, с. 104–106], а значит,  
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Покажем, что  

 







1
22

])1)(1(1[1
:,0sin),(

k

kq

kk
k

ks
cktctV  

при ),0( t  и .10   Для этого исследуем последовательность коэффициен-

тов kñ разложения этого ядра. Поскольку 

)(:
1

)1)(1(
)1()1(

11 1

2

1

2221 



































 k

kk
q

kk

kkk
kk

s
kkkk

ccc   

и ,0)1(,0)0(  kk  

 












 























 





1

1
1

1

)1()1(
1

)1(
)( q

kk
qkk

kk

k q
kk

s
k

k
s

kk
 

...,,2,1,10,0)1(
11

)1(
1

2 1
21

1 




































 


 kq

kk
s

k

k
s q

kk
qkk

 

то 0 kc  для произвольных Nk   и .10    
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Далее из того, что 
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следует, что 02 
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Отсюда, используя обозначения леммы 1 из [31], а именно 
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Согласно этой же лемме 1 из работы [31]  
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Учитывая сказанное выше, получаем справедливость формулы (6).  

Асимптотическое равенство (7) доказывается по схеме доказательства со-

отношения (6). Для доказательства асимптотического равенства (8) можно ис-

пользовать ту же схему, что и при доказательстве равенства (6), но уже с учетом 

соотношения  
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и леммы 2 из работы [31], согласно которой  
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Теорема доказана. 

Заключение 

В данной работе рассмотрены аппроксимативные свойства обобщенных ин-

тегралов Пуассона на классах сопряженных дифференцируемых функций. В ре-

зультате исследований получены полные асимптотические равенства, которые 

позволяют выписывать все константы Колмогорова–Никольского при соответ-

ствующих степенях малости 01,1  . Из полученной выше теоремы в 

частных случаях, а именно при 0s , имеем ранее известный результат для инте-

грала Абеля–Пуассона, но уже в более удобной для компьютерной обработки 

форме, и при 1,
2

1
 qs  — соответственно результат для бигармонического ин-

теграла Пуассона. В настоящей работе рассмотрен более общий случай одного из 

линейных методов суммирования рядов Фурье, так называемого обобщенного ин-

теграла Пуассона, изучение аппроксимативных свойств которого позволяет более 

эффективно использовать задачи теории приближений в различных областях при-

кладной математики.  
 

К.М. Жигалло  

АЛГОРИТМІЗАЦІЯ ОБЧИСЛЕНЬ  
КОНСТАНТ КОЛМОГОРОВА–НІКОЛЬСЬКОГО 
ВЕЛИЧИН НАБЛИЖЕННЯ СПРЯЖЕНИХ 
ДИФЕРЕНЦІЙОВНИХ ФУНКЦІЙ  
УЗАГАЛЬНЕНИМИ ІНТЕГРАЛАМИ ПУАССОНА 

У прикладній математиці при розв’язуванні низки задач доцільно використову-
вати методи і підходи теорії наближення функцій. Одним із найважливіших ти-
пів задач як теорії наближення функцій, так і прикладної математики є так звані 
екстремальні задачі Колмогорова–Нікольського. Суть задачі Колмогорова–Ні-
кольського в прикладній математиці полягає в наближенні одних математичних 
об’єктів іншим, як правило, більш простої природи, властивості яких вже відо-
мі, а необхідні характеристики обчислюються тим чи іншим способом. При 
цьому важливу роль відіграє оцінка похибки отриманого наближення, яка на-
пряму залежить від точності розв’язку задачі Колмогорова–Нікольського. Ця 
точність, у свою чергу, буде залежати від кількості доданків у повних асимпто-

тичних розкладах (за степенями 01),1(  , у даній статті). Сталі, які 

стоять перед відповідними степенями 01),1(  , у повних асимптотич-

них розкладах у прикладній математиці прийнято називати константами Кол-
могорова–Нікольського. Очевидно, що чим більше відомо цих констант, тим 
точніше можна отримати степінь похибки при наближенні одних математичних 
об’єктів іншими. Розроблений алгоритм обчислень констант Колмогорова–Ні-
кольського будь-якого високого порядку малості при наближенні спряже-
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них диференційовних функцій є їх узагальненими інтегралами Пуассона. 
Отриманий результат дозволить значно розширити межі застосування задач те-
орії наближення в прикладній математиці, а саме, при побудові чисельних ал-
горитмів, при розгляді задач оптимального керування, у математичному моде-
люванні складних технічних і екологічних систем та ін. 

Ключові слова: оцінка похибки, класи спряжених функцій, чисельні алгорит-

ми, математичне моделювання, оптимальне управління, ігрові задачі динаміки, 

оператори, необхідна точність наближення. 

K.N. Zhyhallo 

ALGORITHMIZATION OF CALCULATIONS  
OF THE KOLMOGOROV–NIKOL’SKII CONSTANTS 
FOR VALUES OF APPROXIMATIONS  
OF CONJUGATED DIFFERENTIABLE FUNCTIONS 
BY GENERALIZED POISSON INTEGRALS 

In applied mathematics in solving a number of problems, it is advisable to use the 
methods and approaches of approximation theory. One of the most important types of 
problems, of both the theory of approximation of functions and applied mathematics, 
is the so-called extremal problems of Kolmogorov–Nikolʼskii. The essence of the 
Kolmogorov–Nikolʼskii problem in applied mathematics is the approximation of 
some mathematical objects by others, usually of a simpler nature, whose properties 
are already known, and the necessary characteristics are calculated in one way or an-
other. In this case, an important role is played by the error estimate of the obtained 
approximation, which will directly depend on the accuracy of solving the Kolmogo-
rov–Nikolʼskii problem. And this accuracy will directly depend on the number of 

terms in complete asymptotic expansions (by powers 01),1(  , in this arti-

cle). The constants that face the corresponding degrees 01),1(   in com-

plete asymptotic expansions in applied mathematics are called the Kolmogorov–Ni-
kolʼskii constants. Obviously, the more we know these Kolmogorov–Nikolʼskii con-
stants, the more accurately we can get the degree of error when some mathematical 
objects are approximated by others. An algorithm has been developed for computing 
the Kolmogorov–Nikolʼskii constants of arbitrarily high order of smallness when ap-
proximating conjugate differentiable functions by their generalized Poisson integrals. 
The result obtained in this paper will allow us to expand significantly the boundaries 
of the application of problems of the theory of approximation in applied mathemat-
ics, namely, when constructing numerical algorithms, when considering optimal con-
trol problems, in mathematical modeling of complex technical and ecological sys-
tems, etc. 

Keywords: error estimate, classes of conjugate functions, numerical algorithms, 

math modeling, optimal control, game tasks of dynamics, operators, required accura-

cy of approximation. 
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