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УДК 517.9: 517.87 

А.Г. Наконечный, П.Н. Зинько, Ю.М. Шевчук 

ГАРАНТИРОВАННЫЕ ОЦЕНКИ  

НЕСТАЦИОНАРНЫХ ПАРАМЕТРОВ  

РАЗНОСТНЫХ УРАВНЕНИЙ В УСЛОВИЯХ 

НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ 

Введение 

Исследование математических моделей в условиях неопределенности прово-

дилось в работах [1–3]. Обзор литературы, в которой рассматривается проблема 

построения оценок в условиях неопределенности, освещен, например, в [4, 5]. 

Анализ алгоритмов, которые дают решение задачи построения оценок параметров 

дифференциальных уравнений, проводился в работах [6–8]; постановка подобной 

задачи для разностных уравнений описана в [9]. 

Постановка задачи 

Пусть наблюдаются векторы 1,1,1,)(  nNkRkx n , при неизвестных па-

раметрах 1,,1,  mNkRa m
k , — решениях разностных уравнений: 

 
,,1,))(,())(,()1( Nkkxkgakxkfkx kk 
 

где Nkkxkf ,1)),(,(  , — заданные матрицы размерности mn , ,))(,( nRkxkg   

Nk ,1 , — известные векторы, NkRn
k ,1,  , — неизвестные векторы помех. 

Известно, что ,m
kk RUa   1,1  Nk , где ,1 kkk aaa    1,1  Nk . 

Предполагается, что ,n
kk RV   Nk ,1 .  

Апостериорное множество имеет вид 

},1,1,,,1,)))(,())(,()1((:{   NjUaNkVkxkgakxkfkxaG jjkka  

где )...,,( 1 Naaa  . 

Определение 1. Матрицу aN Gaaa  )...,,( 1  назовем апостериорной оценкой 

матрицы .a  Пусть 

aG  и 


aG  — множества, для которых выполняются условия 

  aaa GGG . 

Определение 2. Матрицы 
  aN Gaaa )...,,( 1  и 

  aN Gaaa )...,,( 1  

называются нижними и верхними апостериорными оценками матрицы a  со-

ответственно. 
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Предполагается, что множества 1,1,  NjU j , и NkVk ,1,  , ограничены. 

Тогда существуют последовательности положительных скалярных величин ,01 
jq  

NkqqNjq kkj ,1,0,0,1,1,0 221   , и положительные числа ,0)(1 N  

0)(2 N  такие, что 

 ,)()(: 1
1

1
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где .,1)),(,()),(,()1()( Nkkxkffkxkgkxky k   

Для множеств 

aG  и 

aG  также справедливы представления 

 ,,1,,...
1

NkRGaGGG m
akaaa kN

 
 

 .,1,,...
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NkRGaGGG m
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Введем функции 
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Лемма 1. Имеют место представления 

 )},()()),((:{ 1
  aNaaaaAaGa  

 )},()()),((:{ 2
  aNaaaaAaGa  

где матрицы 
Njiij

AA
,1,

)(


   и 
Njiij

AA
,1,

)(


   трехдиагональные, причем 

 ,,,, 111211211111111211211111
  qAffqqAqAffqqA TT  

 ,1,2,,, 11,211,11,11,  









 NkqAffqqqAqA kkkk

T
kkkkkkkkk  

 ,1,2,,, 11,211,11,11,  









 NkqAffqqqAqA kkkk

T
kkkkkkkkk  

 ,, 21,11,11, N
T
NNNNNNNN ffqqAqA 







   

 ., 21,11,11, N
T
NNNNNNNN ffqqAqA 







   

Доказательство. Сначала покажем справедливость представления для мно-

жества 

aG . Поскольку a  — верхняя гарантированная оценка, то .0)()(   a  

Разложив функцию )(a  в ряд Тейлора, получим 

 ),),)(()((
2

1
)()(   aaaaaaa  

здесь )()(   a  — матрица вторых производных, которая равняется A2 . По-

этому для множества 

aG  справедливо представление 

 )},()()),((:{ 2
  aNaaaaAaGa  

что и нужно было показать. Для множества 

aG  доказательство проводится 

аналогично. 
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Определение 3. Верхние и нижние гарантированные оценки 
ka  и 

ka  векто-

ров Nkak ,1,  , определяются из условий: 

 ,,1,maxminmax Nkaaaa kkk
GaGa

kk
Ga

kakkakkak

 





 
 

 ,,1,maxminmax Nkaaaa kkk
GaGa

kk
Ga

kakkakkak

 





 
 

а величины k  и Nkk ,1,  , называются верхними и нижними погрешностями 

оценивания (здесь ).}{ 2/1TSpAAA   

Теорема 1. Справедливы следующие равенства: 

 ,,1,))()()()(( 2/1
1

T12/1
max NkaNHAH kkk    

 ,,1,))()()()(( 2/1
2

T12/1
max NkaNHAH kkk    

где NkHAH kk ,1),)(( T1
max   , — максимальные собственные числа матриц 

,)( T1
kk HAH 

 Nk ,1  ( T  — символ транспонирования), а NkHk ,1,  , — опера-

торы проектирования, для которых выполняются условия 

 .,1, NkaaH kk   

Доказательство. Поскольку алгоритмы нахождения верхних и нижних по-

грешностей оценок для таких множеств подобны, приведем доказательство лишь 

для выражений Nkk ,1,  . 

Имеет место представление 

 .,1,)(maxmax NkaaHaa kk
Ga

kk
Ga

k
akak

 










 

Тогда справедливы преобразования 
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1
))()((),)((max aNppHAH T

kk
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 ,,1,))()()()(( 2/1
2

12/1
max NkaNHAH T

kk  
 

где p  — матрица размерности Nm , 1p . 

При ограниченных множествах 1,1,  NjU j  и NkVk ,1,  , множество aG  

можно представить в виде 








 



 
,))(,())(,()1(:

21

1 11

2

1 2
N

k kkk
N

k kka aaqkxkgakxkfkxqaG (1) 

где 1,1,1  Njq k  и Nkq k ,1,2  ;   — известные скалярные величины. 

Для множества aG  также справедливо представление 

 .,1,,...
1

NkRGaGGG m
akaaa kN
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Введем функцию вида 

 .)()(
1

21

1 11
2

2 



  
N

k

N

k kkkkkk aaqafkyqa  (2) 

Определение 4. Матрицу )ˆ...,,ˆ(ˆ 1 Naaa  , которая находится из условия 

)(minArgˆ aa
aGa



, назовем оптимальной оценкой по функции )(a . 

Определение 5. Назовем гарантированной оценкой параметров Nkak ,1,  , 

матрицу )~...,,~(~
1 Naaa  , которая находится из условия 

 ,maxmin~max 


aaaa
aaa GaGaGa

 

а   назовем погрешностью гарантированной оценки a~ . 

Пусть векторы ,1,1,1   Njaau jjj  
11 aGa  , а 1G  — множество: 

 ,)(:),(
21

1 1

2

1 211








 




N

k kk
N

k kkk uqafkyqauG  

где )...,,( 11  Nuuu .  

Множество 1G  также можно представить в виде 

 .1,1,,... )()1()1(1 1
  NiRUuGUUG m

iiaN  

Задача нахождения оптимальной по функции )(a  оценки â  эквивалентна 

задаче нахождения ),(minArg)ˆ,ˆ( 1
),(

1
11

auIau
Gau 

 , где  

 .)(),(
1

1

2
11

2
21 






N

k kk
N

k kkk uqafkyqauI   (3) 

Гарантированные оценки 

Сначала найдем оптимальную по функции )(a  оценку â . 

Теорема 2. Оптимальная по функции )(a  оценка â  находится по формуле 

 ,ˆ 1bAa    (4) 

где A  трехдиагональные, причем 

 ,, 11121
T

1211111 qAffqqA   

 ,1,2,,, 11,
T

211,11,11,   NkqAffqqqAqA kkkkkkkkkkkkk  

 ,, T
21,11,11, NNNNNNNNN ffqqAqA    

 ,)......( TT
2

T
21

T
121 NNNkkk yfqyfqyfqb   

1A  — матрица, обратная матрице A =(Aij)i, j = .,1 N  

Доказательство. Найдем )(minArgˆ aa
aGa



 из условия ,0)(

2

1
0


 
va

d

d
 

NmRv  , которое эквивалентно системе линейных алгебраических уравнений 

(СЛАУ): 
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  (5) 
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СЛАУ (5) можно представить в матричном виде: 

 .ˆ baA    (6) 

Решение системы уравнений (6) запишем ,ˆ 1bAa   что и нужно было доказать. 

Лемма 2. Множество aG  также можно записать в виде 

 
)}.ˆ()ˆ),ˆ((:{ aaaaaAaGa 

 

Доказательство. Поскольку â  — точка минимума функции )(a , то 

0)ˆ(  a . Разложив (2) в ряд Тейлора: 

 )ˆ),ˆ)(ˆ((
2

1
)ˆ()( aaaaaaa   

(здесь )ˆ(a  — матрица вторых производных, равная A2 ), получим, что для 

множества aG  справедливо представление 

 )},ˆ()ˆ),ˆ((:{ aaaaaAaGa   

что и нужно было доказать. 

Теорема 3. Оптимальная по функции )(a  оценка â  — гарантированная 

оценка матрицы a , при этом для погрешности гарантированной оценки   спра-

ведливо равенство ,))ˆ()(( 2/112/1
max aA    где )( 1

max
 A  — наибольшее 

собственное число матрицы 1A . 

Доказательство. Имеет место неравенство 

   ,),(),(maxminmaxmaxmin
2

1
alalaa

aaaa GaGalGaGa



 

где l  — матрица размерности Nm , норма которой 1l . 

Вычислим 2)),(),((max alal
aGa




. Введя обозначение aaa  ˆ , получим 

соотношения 




2)),(),((max alal
aGa













2
2 )ˆ,(),(),(max))ˆ,(),((max alalalaalal

aa GaGa
 

   ,)ˆ(),(max),max(
2/12

1),(

2 aalal
aaAGa a




  (7) 

где   )}ˆ(,:{ aaaAaGa  . 

При aa ˆ  (7) превращается в равенство, и тогда справедливы выражения 

 


2/12

1),(1

2

1
))ˆ((),(maxminmax)),(),((maxminmax aalalal

aaAGalGaGal aaa

 

 .))ˆ((max 2/1

1),(
aa

aaA



 

Для a
aaA 1),(

max


 справедливы равенства 

 ),,(maxmax),(maxmaxmax
1),(111),(1),(

apapa
aaAppaaAaaA 

  

где p  — матрица размерности Nm , 1p . 
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Из обобщенного неравенства Коши–Буняковского следует 

   .),(),(,),( 2/112/112/1
ppAppAaaAap    

Тогда  

 ).(),(maxmax 12/1
max

2/11

11),(




 AppAa

paaA
  (8) 

Из (8) получаем представление для погрешности гарантированной оценки 

матрицы a : 

 ,))ˆ()((~maxmaxmin 2/112/1
max aAaaaa

aaa GaGaGa
 


 

что и нужно было доказать. 

Интерполяция параметров разностных уравнений  

Задачу нахождения гарантированной оценки â  на основании наблюдений 

1,1),(  Nkkx , решим с помощью функций Беллмана. 

Теорема 4. Оптимальная по функции )(a  оценка â  находится по формулам: 

 ;1,1,ˆˆˆ 1  Njuaa jjj   (9) 
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T
3

T
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T
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T
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 ;1,1),ˆ(ˆ 111   NkaADu kkkkk  

 ;1,1,2)(2 1
T
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T
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T

1
T

11
T

2   NkSQASQDAqkyfq kkkkkkkkkkkk  

 ;1,1,11
T

111
T

1
T

11
T

2   NkSPSADDAqffqP kkkkkkkkkkkk  

 ,T
2 NNNN ffqP   );(2 T

2 Nyfq NNN   

 ;1,1,1
T

11   NkPPA kkk  ;1,1,)2( 1
111  
 NkAEqD kkk  

 ;1,1,111   NkADES kkk  ;1,1,111   NkDQ kkk  

 ;1,2,1,3,)(  
NiNkADEW

k

ij jjki  

 ,1,3),( 11
3

11111    NkDWADADZ jjkj kjkkkkkkk   

где E  — единична матрица размерности mm . 

Доказательство. Функции Беллмана для задачи (3) имеют вид 
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1
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2
...)...,,(
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k uqzfkyqzB
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kl lllll afNyquqaflyq  ;1,1,  Nkaz k  

 ;,)()( 1
2

121 NNNN azzfNyqzB   

и удовлетворяет уравнениям Беллмана: 

 .1,1)},~(~)({min)( 1
2

1
2

2~
)(

 


NkvzBvqafkyqzB kkkkk
Uv

k
k

 

Ищем функции Беллмана в виде квадратичной формы 

 ,1,1,),(),()(  NkdzzzPzB kkkk   (10) 

и получаем 

 ,T
2 NNNN ffqP   ),(2 T

2 Nyfq NNN   .)(
2

2 Nyqd NN   

Уравнения Беллмана примут вид 

 ),(),(),( *
kkkkk vHdzzzP   

где  

 
2

1
2

2 )()( kkkkkk vqzfkyqvH  

 ,1,1,))(,())(),(( 111   NkdvzvzvzP kkkkkk  

 .1,1),(minArg
)(

* 


NkvHv kk
Uv

k
kk

 

Найдем точки экстремума 1,1),(  NkvH kk : 

 
  0

)( pvH
d

d
k  

 .1,1,,0)),)(((),(),(2 1
T

111   NkRppvzPPppvq m
kkkk   (11) 

Из (11) получаем равенства 

 ,1,1,0))((2 *
1

T
11

*
1   NkvzPPvq kkkkkk  

 .1,1,)2( 11
*

11   NkzAvAEq kkkkk  

Справедливы следующие преобразования: 

  


 )()2( 11
1

11
* zAAEqv kkkkk  

 .1,1,)( 1111111   NkzADDzAD kkkkkkk  

Подставим полученные точки экстремума в (10): 

  
2

11111
2

2 )(),(),( zADDqzfkyqdzzzP kkkkkkkkkk  

   )),(( 111111111 zADDzzADDzP kkkkkkkkk  

 .1,1,))(,( 111111   NkdzADDz kkkkkk  

После группировки в скалярных произведениях векторов при z  получим 

  
2

11111
2

2 )(),(),( zADDqzfkyqdzzzP kkkkkkkkkk  

   ))(),)((( 111111111 zADEDzADEDP kkkkkkkkk  
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2

2111111 )())(,( zfkyqdzADED kkkkkkkk  

   )),(( 11111
2

1111 zSQzSQPzADQq kkkkkkkkk  

 .1,1,),( 1111   NkdzSQ kkkk  

Последнее выражение можно представить в виде 

  ),()),((2)(),(),( T
2

T
2

2
2 zzffqzkyfqkyqdzzzP kkkkkkkkk  

   ),(),(2 11
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1
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1
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   ),(),(),( 11
T
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T

1111 zzSPSzQASQQP kkkkkkkkk  

 .1,1,),(),( 11
T

111   NkdzSQ kkkkk   

Отсюда получаем формулы для матриц kP , векторов k  и скалярных величин kd : 

 ,1,1,1
T

1
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1
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 ,1,1,2)(2 1
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.1,1,),(),()( 111111
2

11
2

2   NkdQQQPQqkyqd kkkkkkkkkk  

Тогда векторы kû  находятся по формулам  

 .1,1),ˆ(ˆ 111   NkaADu kkkkk   (12) 

Найдем ),ˆ(minArgˆ 11
11

auIa
aGa 

 . Из (12) получаем представление для Nkak ,2,ˆ  , 

и 1,1,ˆ  Nkuk : 

 ,,3,ˆ 1211
3

NkaWDWDa kjjkj kjkkk    

 ,)(ˆ 122222 aADEDa   

 ,1,3,ˆ 12111   NkaWADZu kkkkk  

 .)(ˆ,ˆ 122332233332122221 aADEADDADDuaADDu   

Функцию (3) также можно представить в виде 
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Вектор 1â  найдем из условия 
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T
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2

T
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T
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T
3

T
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Отсюда получаем равенства: 
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Их можно представить в виде системы линейных алгебраических уравнений: 
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Тогда из (13) вектор 1â  находится по формуле 
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что и нужно было доказать. 

Минимаксные оценки параметров разностных уравнений 

Задачу нахождения гарантированной оценки â  на основании наблюдений 

1,1),(  Nkkx , решим с помощью реализации следующей многошаговой проце-

дуры. На j -м шаге ( 1,1  Nj ) ищется оценка 1ˆ ja на основании оценки jâ  и 

наблюдений )( jx  и )1( jx  с использованием фильтра Калмана–Бюси.  
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где )1(
11 ;0,1,1, 

  Nm
kkk RvaNkvaa . 

Определим операторы   и  : 
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Тогда выражение (14) примет вид: 
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Из последнего равенства получаем 
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Минимизируя функцию (17), получаем систему: 
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Теорема 5. Оптимальная по функции )(a  оценка â  находится по формулам 
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Доказательство. Согласно теореме двойственности [10] задача нахождения 

оценки â  для системы (16) эквивалентна задаче нахождения ,kw  Nk ,1 , для 
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Из (16) получаем формулы 

 
.,1,ˆˆ)( T

2
T

2 Nkaffqpkyfq kkkkkkk     (26) 

Тогда с учетом (26) для (25) справедливы следующие преобразования: 
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Пользуясь (19), из (27) получаем равенство 
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Согласно [10] оптимальная по функции )(a  оценка â  находится по 

формулам 
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что и нужно было доказать. 

Погрешность алгоритма вычисляется как 
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Результаты численных экспериментов 

В качестве примера приведем результаты оценивания неопределенных пара-

метров для системы дифференциальных уравнений, которая используется в зада-

чах распространения информации в социуме при 1n  [11–14]. 

В социуме численностью L  человек распространяется информационное со-

общение из одного источника. Наблюдение за количеством людей, которые уже 

приняли распространяемую информацию к моменту 1,1),,0(  NkTtk , 

обозначим 
1)( Rkx  . Эти величины удовлетворяют разностным уравнениям: 

 ,,1,))())((()()1( NkkxLkxbatkxkx kkkk    (28) 

где Nkttt kkk ,1,1   ; NkRk ,1,1  , — неизвестные помехи, ,1Rbk   

Nk ,1 , — известные параметры интенсивности межличностного общения,  

а NkRak ,1,1  , — неизвестные параметры внешнего влияния (например, 

действие средств массовой информации), которые нужно оценить.  

Положим 100L , 10T , 100N , 1,0 kt , 003,0kb , 1,01 kq , 12 kq , 

100,1k , 059,0 . При таких значениях параметров модель (28) имеет вид 

 .100,1,))(100))((003,0(1,0)()1(  kkxkxakxkx kk  (29) 

 

На рис.1 показана гарантированная 

оценка параметров внешнего влияния 

математической модели (29), полученная 

на основании (3), где пунктирной лини-

ей показано 100,1, kak , сплошной — 

100,1,ˆ kak , отметками '' .– коридор 

погрешности гарантированной оценки 

100,1,ˆ kak , и погрешности для них. 
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Рис. 1 
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Результаты построения оценок 100,1,ˆ kak , для математической модели (29), 

полученные на основании алгоритмов, сформулированных в теореме 4 и теореме 5, 

показаны на рис. 2 (на основании (8)) и рис. 3 (на основании (21)) соответственно. 
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Рис. 3 
 

Заключение 

Предложены алгоритмы нахождения оптимальных и гарантированных 

оценок нестационарных параметров нелинейных разностных уравнений, 

включающих помехи. Также представлены примеры нахождения оптимальных 

и гарантированных оценок. Преведены результаты численных экспериментов, 

в которых решалась задача оценки параметров математической модели рас-

пространения одного вида информации в социуме, что позволяет сделать вы-

воды о практической ценности данного подхода. На основании этого можно 

утверждать целесообразность использования предложенных алгоритмов для 

задач прогнозирования поведения динамических процессов, которые описы-

ваются системами нелинейных разностных уравнений с неизвестными пара-

метрами. 

 

О.Г. Наконечний, П.М. Зінько, Ю.М. Шевчук 

ГАРАНТОВАНІ ОЦІНКИ НЕСТАЦІОНАРНИХ 

ПАРАМЕТРІВ РІЗНИЦЕВИХ РІВНЯНЬ  

В УМОВАХ НЕВИЗНАЧЕНОСТІ 

Наведено алгоритми знаходження оптимальних та гарантованих оцінок не-

стаціонарних параметрів нелінійних різницевих рівнянь з адитивними зава-

дами. Запропоновано підходи для побудови оптимальних оцінок на основі 

функцій Беллмана та фільтра Калмана–Бюсі. Як приклад представлено ре-

зультати знаходження оптимальних та гарантованих оцінок параметрів для 

математичної моделі поширення одного виду інформації в соціумі. 

A.G. Nakonechnyi, P.N. Zinko, Yu.M. Shevchuk 

GUARANTEED ESTIMATION OF NON- 

STATIONARY PARAMETERS OF DIFFERENCE 

EQUATIONS UNDER UNCERTAINTY 

The algorithms of building optimal and guaranteed estimations of nonstationary 

parameters of difference nonlinear equations with additive noise are offered. The 

 

kk aa ˆ,
 

0,1 

0 

– 0,05 

– 0,1 

– 0,15 

8 6 2 4 

0,05 

t 

 
Рис. 2 
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approaches to construct optimal estimations based on Bellman functions and 

Kalman–Bussi filter are presented. The results of numerical experiments for the 

problem of building guaranteed and optimal estimates for mathematical model of 

spreading one type of information are considered. The offered approach except 

theoretical interest has an important practical meaning. 
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