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Введение 

Теория принятия решений (ТПР) является одной из наиболее интенсивно 

развивающихся отраслей знаний. Возрастающий интерес к исследованию задач 

принятия решений объясняется как теоретическими потребностями, так и важны-

ми практическими приложениями в технике, экономике, экологии и др. Бурное 

развитие моделей и методов ТПР началось с середины  века и привело к обра-

зованию такой самостоятельной математической дисциплины, как теория диффе-

ренциальных игр (Р. Айзекс, Н.Н. Красовский, Л.С. Понтрягин, Б.Н. Пшеничный, 

А.А.Чикрий, С.Д. Эйдельман и др.). 

В ТПР процесс принятия решения рассматривается как процесс преобразова-

ния информации, включающий этапы содержательной постановки задачи. Часто 

принятие решений осуществляется в условиях неполной информации, когда фор-

мулируется некоторая экстремальная задача с ограничениями. Вопросы перера-

ботки и использования информации для принятия решений в условиях неопреде-

ленности, связанной с неполнотой исходной информации или ее искажением при 

передаче, являются одной из важнейших проблем информатики. Здесь на помощь 

придут идеи и методы теории аппроксимации, которые применяются в различных 

разделах математической науки, особенно прикладных направлений, так как зада-

чи, связанные с необходимостью заменить один объект другим, близким в том 

или ином смысле к первому, но более простым для изучения, возникают очень ча-

сто. В работе рассматриваются методы решения возникающих экстремальных за-

дач на основе модели задачи Колмогорова–Никольского. Существенный вклад в 

решение данной проблематики в свое время осуществили С.Н. Бернштейн, 

М.Г. Крейн, Н.И. Ахиезер, В.К. Дзядык, Н.П. Корнейчук, А.И. Степанец, А.Ф. Тиман, 

М.Ф. Тиман, В.П. Моторный и др.  

В данной статье решена задача Колмогорова–Никольского для тригармони-

ческих интегралов Пуассона на классах Гельдера в равномерной метрике с изуче-

нием ее особенностей. 

1. Постановка задачи 

Пусть L  — пространство 2 -периодических суммируемых на периоде 

функций f  с нормой ;)( dttff
L 





 C  — пространство 2 -периодических 
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непрерывных функций ,f  в котором норма определяется равенством 

;)(max tff
tC

 L  — пространство 2 -периодических существенно ограни-

ченных функций f  с нормой )(esssup tff
t




. 

Пусть )}({ k  — множество функций натурального аргумента, завися-

щих от параметра  , изменяющегося на некотором множестве RE  , содер-

жащем по крайней мере одну предельную точку. Пусть 1)0(  ,  E . С по-

мощью множества   каждой функции Lf   поставим в соответствие ряд  
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Пусть множество   таково, что ряд (1) при каждом  E  является рядом 

Фурье некоторой непрерывной функции, которую обозначим );;(  xfU .  

В этом случае говорят, что множество   определяет конкретный метод ( -метод) 

суммирования рядов Фурье [1, с. 36].  

Если множество )}({ k  таково, что  
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Из принятой терминологии такую функцию называют полигармоническим 

интегралом Пуассона функции f  [2, с. 248]. 

Изучение свойств полигармонических функций имеет широкое применение в 

задачах механики. Так в [3] дается метод сведения краевых задач для полигармониче-

ских функций к системе интегральных уравнений на границе двумерной области и 

предлагается численный алгоритм компьютерного моделирования решений этой си-

стемы. Особое внимание уделено численному решению основной задачи, когда заданы 

значения функции и ее производных. Отметим, что в [4, 5] для изучения динамиче-

ских систем, включающих, в частности, процессы с дробными производными раз-

личных типов, в качестве математической основы используются идеи метода раз-

решающих функций. 

При 3,2,1n  из формулы (2) имеем  
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где  
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Тогда функции );(,1 xfP  , );(,2 xfP  , );(,3 xfP   называют соответственно 

интегралом Пуассона [6], бигармоническим интегралом Пуассона [7] и тригармо-

ническим интегралом Пуассона функции .f  

Далее рассмотрим класс Гельдера (или Липшица) (см. [1, с. 120]) функ-

ций ,Ñf   которые удовлетворяют условию  

 .,20,1<0,||)()( Rxhhxfhxf    

В данной работе изучается асимптотическое поведение величин при   

 .);()(sup);( ,3,3 Ñ
Hf

C fPxfPH  







  

Если в явном виде найдена функция ),;()(  H  такая, что при 

 )),(()();( ,3 
 oPH C  то, следуя из [1, с. 198], будем го-

ворить, что решена задача Колмогорова–Никольского для класса Гельдера H  и 

тригармонического интеграла Пуассона в равномерной метрике.  

2. Приближение функций класса Гельдера  

тригармоническими интегралами Пуассона 

В работе [8] положено начало исследованиям по решению задачи Колмогоро-

ва–Никольского для интегралов Пуассона на классах периодических функций. 

Позже эти исследования были продолжены в работах [9–12]. Решению аналогичной 

задачи для бигармонических интегралов Пуассона посвящены работы [13–17]. 

Заметим также, что исследование аппроксимативных свойств интегралов 

Пуассона на различных функциональных классах в определенных функциональ-

ных пространствах осуществлялось в работах [18–20]. Изучению аппроксиматив-

ных свойств бигармонических интегралов Пуассона посвящены работы [21–24]. 

Что же касается изучения аппроксимативных свойств тригармонических инте-

гралов Пуассона на классах периодических функций с точки зрения задачи Колмого-

рова–Никольского, то здесь, пожалуй, известны только результаты из [25, 26]. 

Решение же аналогичной задачи на классах Гельдера H  для произвольных ,  

,10   пока не найдено. Именно поэтому исследование данного вопроса явля-

ется актуальным. 

Имеет место следующее утверждение. 

Теорема. Если ,10   то при   имеет место асимптотическое равенство  
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Доказательство. Для тригармонического интеграла Пуассона аналогично 

формуле (6) из [27] определим функцию 
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Далее, как и при доказательстве сходимости интеграла (7) из [28], покажем, что 

преобразование Фурье функции )(u  для тригармонического интеграла Пуассона, 

а именно ,
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Согласно теореме 2 из [29], если интегралы  
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Докажем сходимость интегралов (4). Так как в силу определения функции )(u  

справедливо равенство 
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Далее, применяя неравенство (31) из [25], следуя которому  )122(  

,8)4( 2  uu  приходим к оценке 
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Оценим следующих два интеграла из (4). Отметим, что  
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Повторяя рассуждения, примененные при исследовании интеграла (23) из [30], 

получаем  
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Неравенства (8)–(10) доказывают сходимость интегралов (4) . 

Докажем сходимость интеграла (5), т.е. 
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С помощью формул 3.893.2 и 3.944.6 из [31] находим, что  
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Для оценки третьего интеграла из правой части равенства (11) применим по-

следовательно формулы 3.944.6, 1.624.8, 1.626.2 и 1.624.4 из [31]. Следовательно, 
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Далее, применяя формулы 3.241.2 и 3.241.5 из [31], получаем равенства 
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Учитывая последовательно формулы 3.241.4, 8.331 и 8.334.3 из [31], получаем 
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Из (11)–(17) следует оценка 
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Таким образом, доказана сходимость интеграла (5) и соответственно спра-

ведливость равенства (6). 

Перейдем теперь к оценке интеграла (7). В силу представления )(u  и фор-

мул (12)–(14) вытекает, что 




















 













 dtutdueueueeta u cos)1(

8
)1)(3(

4
12),( 22

2222

0

2

 

 .
)1(

62
)1(

8)1(

1
)1)(3(

41

1
2

32

2
2

22

22

222

2

2

dt
t

t
e

t

t
ee

t
t 






























 













   (19) 

Так как 
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из (19) получаем, что 
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Из равенства (6) и оценок (18) и (20) следует справедливость (3).  

Теорема доказана. 

Заключение 

Исходная информация для планирования, проектирования и управления в эко-

номике, технике и военном деле, как правило, недостаточно полна или достоверна. 

В этом случае задача приближения может рассматриваться как вспомогательная 

в процедуре принятия решений, поскольку ее решение связано с обработкой и 

аппроксимацией накопленной статистической информации. В работе проведено 

исследование вопросов о приближении функций классов Гельдера ,H ,10   

с помощью тригармонических интегралов Пуассона ,3P  в равномерной метрике.  

 

У.З. Грабова  

АПРОКСИМАТИВНІ ВЛАСТИВОСТІ 

ТРИГАРМОНІЙНИХ ІНТЕГРАЛІВ  

ПУАССОНА НА КЛАСАХ ГЕЛЬДЕРА 

Знайдено розв’язок задачі Колмогорова–Нікольського для тригармонійних ін-

тегралів Пуассона на классах Гельдера H  для )1,0(  в рівномірній мет-

риці. Нові постановки задачі апроксимації як допоміжної задачі прийняття 

рішень дозволяють одержувати більш адекватні знання розвитку ситуації, для 

описування якої використано дану математичну модель. Запропонований підхід 

дозволить будувати реальні моделі функціонування різноманітних систем (еко-

номічних, екологічних, соціальних) в умовах обмеженої і неповної інформації, 

а відповідно, приймати ефективні рішення на основі існуючої статистичної ін-

формації. 

U.Z. Hrabova  

APPROXIMATIVE PROPERTIES OF THE 

THREEHARMONIC POISSON INTEGRALS  

ON THE HÖLDER CLASSES 

A solution of the Kolmogorov–Nikolsky problem for the threeharmonic Poisson in-

tegrals on the Hölder classes H  for )1,0(  in uniform metric is found. New 

statements of the approximation problem, as an auxiliary problem of decision mak-

ing, allow to obtain more adequate knowledge about the development of the situa-

tion, for the description of which this mathematical model was used. The proposed 

approach will allow building real models of the functioning of various systems (eco-

nomic, ecological, social) in the conditions of limited and incomplete information, 

and consequently, make effective decisions based on available statistical information 
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