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Введение 

Научно-технический прогресс и потребность новых методов детекции обуслав-

ливают возрастающий интересс к биосенсорам в науке и промышленности. Биосен-

соры — альтернатива общеиспользуемым методам измерения, которые характеризу-

ются плохой выборочностью, высокой стоимостью, плохой устойчивостью лишь  

высококвалифицированный персонал и может их выполнять и использовать. Биосен-

соры — новая генерация сенсоров, использующих биологические материалы, кото-

рые предоставляют высокую селективность, точность, дают возможность осуществ-

лять быстрые и простые измерения [1]. Биосенсоры характеризуются высокой эффек-

тивностью и широко используются в пищевой промышленности [2], для защиты 

окружающей среды [3], в оборонной промышленности [4], но чаще всего в меди-

цине [5] — в диагностировании. В целом семейство биосенсоров делится на две ча-

сти. Первая связана со слоем рецептора к биологическому материалу, используемому 

для его построения. В качестве рецепторов могут быть энзим, протеин, порферин, ан-

тиген или антитело. Вторая часть биосенсоров есть слоем проводника, где биологиче-

ский эффект превращается в измерительный сигнал, который может быть электрохи-

мическим, импедансным, амперометрическим, оптическим и др. 

Среди большого семейства биосенсоров иммуносенсоры являются типичны-

ми сенсорами, которые содержат слой чувствительного и селективного рецептора, 

включая иммобилизированный биологический элемент, например антитело, анти-

ген или хаптен, которые являются иммунологическими рецепторами для исследу-

емых молекул. В иммунсоре (иммуносенсоре) происходит реакция, которая осно-

вывается на взаимодействии антитела и антигена или маленьких молекул хапте-

нов. Антитела часто называются иммуноглобулинами, поскольку являются 

протеинами, связанными с иммунной системой. 

Иммуноглобулины используются иммунной системой для идентификации и 

нейтрализации инородных объектов с помощью свойства связывания антигенов. 

Антигены и антитела могут использоваться в слое рецептора в биосенсорах. 

Уменьшение свойств, связанных с антителами во время процесса иммобилизации 

антигена, используется в конструкции слоя рецептора, где антитела играют функ-

цию аналитов (молекул предметного детектирования) [6].  

Молекулы, связанные с детекцией, обеспечивают взаимодействие антител с 

антигенами, образовывая сложные конструкции. При этом между антигенами и 

антителами образуются очень сильные связи [7]. 

Цель работы — построение математической модели иммуносенсора в классе 

решетчатых дифференциальных уравнений с запаздыванием и получение условий 

устойчивости ее эндемического состояния равновесия. 

1. Решетчатая модель взаимодействия антиген–антитело  

для двумерного массива биопикселов 

Пусть )(, tV ji  — концентрация антигенов, )(, tF ji  — концентрация антител в 

биопикселе );,( ji  .,1, Nji   
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Модель основывается на таких биологических предположениях для произ-

вольного биопиксела ).,( ji  

1. Имеется некоторая константа рождаемости 0  для популяции ан- 

тигенов. 

2. Антигены нейтрализируются антителами с некоторой вероятностной ско-

ростью .0  

3. Популяция антигенов стремится к некоторому пределу насыщения со ско-

ростью .0  

4. Имеется некоторая диффузия антигенов с четырех соседних пикселов 

),,1( ji   ),,1( ji   ),1,( ji  )1,( ji  (рисунок: линейная решетка, которая 

связывает четыре соседних пиксела в моделе 0( n  — постоянная дисбалан-

са)) со скоростью диффузии ,2D  где 0D  и 0  — расстояния между 

пикселами. 

5. Имеется некоторая постояннуя смертности антител .0 f  

6. В результате иммунного ответа увеличивается плотность антител с вероят-

ностной скоростью  .  
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7. Популяция антител стремится к некоторому уровню насыщения со скоро-

стью .0 f  

8. Иммунный ответ сопряжен с некоторой постоянной задержкой во вре-

мени .0  

На основе этого рассмотрим очень простую конструкцию модели антиген–

антитело с запаздыванием для двухмерного массива биопикселов, которая осно-

вывается на хорошо известной модели Марчука [11–13] и использует простран-

ственный оператор ,Ŝ  предложенный в [14]: 
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Модель (1) задана начальными функциями: 
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Для квадратного массива NN   используем такой вид пространственного 

оператора, описывающего диффузию антигенов:  
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Каждая колония поддается влиянию антигенов, произведенных в четырех сосед-

них колониях: две по каждому направлению, разделенных равными расстояниями  . 

Используем граничное условие 0, jiV  для ребер массива .1,0,  Nji  

В дальнейшем постоянную обозначим 
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Формула (4) будет использоваться в преобразованиях с пространственным 

оператором (3). 

Результаты численного моделирования (1) показали, что качественное пове-

дение системы определяется главным образом временем иммунного ответа   

(или временем запаздывания), скоростью диффузии 
2D  и постоянной .n  

2. Задача устойчивости в иммуносенсорах 

В контексте биосенсоров различают два вида устойчивости: самоустойчи-

вость и операционную устойчивость. 

Самоустойчивость определяется как улучшение активности энзима, протеи-

на, когда он поддерживается в определенных условиях.  

Операционная устойчивость — это поддержка деятельности устройства во время 

работы. Устойчивость чувствительного элемента, который размещается на слое ре-

цептора биосенсора, и устойчивость, которая связана с деятельностью компонент 

матрицы биосенсора во время использования, определяют полезность устройства. 

Качественные результаты, полученные в работе, могут применяться для обо-

их типов устойчивости, а именно, моделирование разных типов задач устойчиво-

сти может быть реализовано при разных начальных условиях пикселов (особенно 

для граничных). 
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2.1. Постоянные состояния. Постоянные состояния модели (1) находятся на 

пересечении нольклинов 0/)(, dttdV ji  и .,1,,0/)(, NjidttdF ji   

Рассмотрим постоянные состояния, свободные от антигенов. Если ,0)(, tV ji  то 

равновесие, свободное от антигенов, имеет место в точке ),0,0(0
,  ji  ,,1, Nji   или 

.,1,,,00
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  Последнее решение не имеет биологического смысла и 

не может быть достигнуто для неотрицательных начальных условий (2). 

Рассматривая эндемическое постоянное состояние ),,( *
,

*
,

*
, jijiji FV  ,,1, Nji   

для (1), получаем систему алгебраических уравнений: 
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Таким образом, различаем два случая. 

 Идентичное эндемическое состояние для всех пикселов. Предположим, 

что существует решение (5) .0}{ˆ,,1,,, *
,
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,
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,  jijiji VSNjiFFVV  Тогда 
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,

*
, jijiji FV ,,1, Nji   может быть вычислено как 
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при условии, что .02  f  

 Неидентичные эндемические состояния для пикселов. В общем случае име-

ем эндемическое постоянное состояние, которое отличается от (6). Численно по-

казано, что оно появляется в результате диффузии между пикселами. 

При отсутствии диффузии, т.е. ,0D  имеем только идентичное эндемиче-

ское состояние для пикселов внутреннего слоя. В случае наличия диффузии, т.е. 

,0D  неидентичное эндемическое состояние стремится к идентичному состоя-

нию (6) во внутренних пикселах, что можно увидеть при численном моделирова-

нии. Это явление хорошо видно при увеличении количества пикселов. 

2.2. Базовые числа репродукции. Введем понятие базового числа репродук-

ции для колонии антигена, которая располагается в пикселе ).,( ji  

При рассмотрении эпидемических моделей базовое число репродукции 0R  

определяется как ожидаемое количество повторных случаев инфицирования в 

полностью уязвимой популяции. Важно отметить, что 0R  — безразмерное число. 

Применив это определение к пикселу, который описывается уравнением (5), по-

лучаем базовое число репродукции: 

 ,,,,,,0 jijijiji dcTR   

где jiT ,  — вероятность связывания антигена антителом, jic ,  — средняя скорость 

контактирования между антигенами и антителами, jid ,  — длительность связыва-
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ния антигена антителом до момента деактивации. К сожалению, решетчатая 

система (5) не включает всех параметров, которые позволяют вычислить базовые 

числа репродукции в явном виде. Поэтому сначала рассмотрим пиксел ),( ** ji  

без диффузии, т.е. .0}{ˆ **,


ji
VS  В этом случае имеем такие состояния равно-

весия (5):  
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В соответствии с подходом, предложенным в [8, 9], вводим для модели с за-

паздыванием базовое число репродукции для пиксела без диффузии, которое за-

дается выражением 
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Базовое число репродукции для пиксела без диффузии — это среднее число 

связываний антигенов и антител, произведенных взрослым антителом, после его 

введения в среду с антигенами, находящимися на пределе насыщения. 

В соответствии с общей теорией можно показать, что условие 1** ,,0


ji
R  яв-

ляется достаточным для существования эндемического состояния равновесия. 

Определение базового числа репродукции можно естественно расширить для об-

щего случая решетчатой системы (5), т.е. когда рассматривается диффузия. 

В этом случае определяем решетку базовых чисел репродукции ,,,0 jiR  ,,1, Nji   

таким образом: 
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где ,,1,,0
, NjiV ji   — неидентичные постоянные состояния, которые получены в 

результате решения алгебраической системы: 
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, NjiFV jijiji   вычисляются с исполь-

зованием (5). Стоит отметить, что условия ,,1,,1,,0 NjiR ji   достаточны для 

существования эндемического состояния *
, ji  и используются при формулировке 

условий его локальной асимптотической устойчивости [10]. 
2.3. Локальная асимптотическая устойчивость. Рассмотрим локальную 

асимптотическую устойчивость положительного состояния равновесия:  
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Здесь ).(),()}({ˆ),,(
ˆ̂

,
2

, tnDjiktStjiS jiji    Заметим, что локальная равно-

мерная асимптотическая устойчивость эндемического состояния равновесия 

,,1,),, ( *
,

*
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*
, NjiFV jijiji   системы (5) следует из нулевого решения системы. 

Теорема. Предположим следующее: 

1) базовые числа репродукции удовлетворяют неравенствам  

 ;,1,,1,,0 NjiR ji   
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Тогда положительное состояние равновесия ,,1,),, ( *
,

*
,

*
, NjiFV jijiji   си-

стемы (1) равномерно асимптотически устойчиво. 

Доказательство. Предположение относительно базовых чисел репродукции га-

рантирует существование эндемического постоянного состояния: ),, ( *
,
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*
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Перепишем уравнения для линеаризованной системы следующим образом: 
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Определим функционал Ляпунова: 
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Вычисляя производную 1,1,, jiW  вдоль решений линеаризованной системы, имеем 
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Используя неравенство ,2 22 baab   получаем: 
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Рассмотрим функцию ,)()( 2,1,,1,1,,1,, jijiji WtWtW   где 
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В результате получаем 
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Из второго уравнения формулы (8) определим 
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Вычисляя производную ),(1,2,, tW ji  получаем 
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Определим )(2,2,, tW ji  как 

 .)()()( 2
,

2*
,2,2,, dsdFtW

t

t

t

s

jijiji   

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Теорема доказана. 

Заключение 

В настоящей работе предложена модель иммуносенсора на основе системы 

решетчатых дифференциальных уравнений с запаздыванием. 

Главным результатом работы являются условия локальной асимптотической 

устойчивости эндемического состояния. С этой целью использовался метод функцио-

налов Ляпунова и общий подход построения функционалов Ляпунова для моделей ти-

па хищник–жертва c применением его для решетчатых дифференциальных уравнений. 
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В.П. Марценюк, І.Є. Андрущак, П.М. Зінько, А.С. Сверстюк 

ПРО ВИКОРИСТАННЯ РЕШІТЧАСТИХ 

ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ ІЗ ЗАПІЗНЕННЯМ 

ДЛЯ МОДЕЛЮВАННЯ ІМУНОСЕНСОРА 

Запропоновано модель імуносенсора, яка грунтується на системі решітчастих 

диференціальних рівнянь із запізненням. Головним результатом роботи є умови 

локальної асимптотичної стійкості ендемічного стану. В роботі використовує-

ться метод функціоналів Ляпунова і загальний підхід до їх побудови, моделей 

хижак–жертва, використовуючи решітчасті диференціальні рівняння. Чисельні 

приклади показали вплив на стійкість параметрів моделі. 

V.P. Martsenyuk, I.Ye. Andrushchak, P.N. Zinko, A.S. Sverstiuk  

ON APPLICATION OF LATTICE  

DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH DELAY 

FOR IMMUNOSENSOR MODELING 

The model of immunosensor, which is based on the system of lattice differential 

equations with delay is offered. The main result is conditions of local asymptotic sta-

bility of endemic state. For this purpose we have used the method of Lyapunov func-

tionals. It combines a general approach in order to construct Lyapunov functionals 

for the predator-prey models and lattice differential equations. Numerical examples 

showed an influence of model parameters on stability. 
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