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Питання обґрунтування граничного переходу для розв’язків задач Коші та крайових задач 
виникають у багатьох задачах аналізу. Так, у роботах І. І. Гіхмана [1], М.О. Красно сель ського 
і С.Г. Крейна [2], Я. Курцвейля і З. Ворела [3] наведено фундаментальні результати про 
неперервну залежність за параметром розв’язків задач Коші для нелінійних систем. Ана-
логічне питання для розв’язків крайових задач значно складніше.

Широкий клас лінійних крайових задач для систем диференціальних рівнянь першого 
порядку досліджував І.Т. Кігурадзе [4, 5] та його учні. Розв’язки цих задач є абсолютно 
неперервними вектор-функціями на відрізку [ , ]a b , а неоднорідні крайові умови задані у 
вигляді By q , де лінійний неперервний оператор : ([ , ], )m mB C a b   , а m  — кількість 
рівнянь системи. Суттєве узагальнення цих результатів для комплекснозначних вектор-
функцій і систем диференціальних рівнянь довільних порядків отримано в роботах [6, 7].

Максимально широкі класи крайових умов для систем диференціальних рівнянь у 
просторах Соболєва довільної гладкості були введені і досліджені В.А. Михайлецем та його 
учнями в роботах [8—12]. Показником гладкості функцій у цих просторах є цілі додатні 
числа.
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Вивчаються розв’язки лінійних крайових задач для систем звичайних диференціальних рівнянь, що нале-
жать до заданого простору Соболєва—Слободецького s

pW , 1 <p  , >1s . Знайдено необхідні і достатні 
умови їх неперервності за параметром. Отримано застосування до багатоточкових крайових задач.
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Випадок просторів Соболєва–Слободецького дробової гладкості досліджений менш 
повно [13—15]. Мета цієї роботи — доповнити і розвинути результати зазначених робіт на 
довільні простори Соболєва—Слободецького та дати їх застосування до багатоточкових 
крайових задач.

1. Результати. Нехай задано скінченний інтервал ( , )a b    та числа 

0, (1, ) \ , > 0, 1 < .m s p      

Розглянемо параметризовану числом 0[0, )   сім’ю неоднорідних крайових задач вигляду 

( ) ( ; ) : ( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; ), ( , ),L y t y t A t y t f t t a b           (1)

( ) ( ; ) ( ),B y c      (2)

де при кожному фіксованому значенні параметра  матриця-функція –1( ; ) ([ , ];s
pA W a b  

–1) : ( )m m s m m
pW  , вектор-функція –1 –1( ; ) ([ , ]; ) : ( )s m s m

p pf W a b W    , вектор ( ) mc   , а 
( )B   — лінійний неперервний оператор 

( ) : ( ) .s m m
pB W 

Під розв’язком крайової задачі (1), (2) розуміємо вектор-функцію ( ; ) ( )s m
py W   , яка задо-

вольняє рівняння (1) майже скрізь (при >1 1/s p  скрізь) на ( , )a b  та рівність (2). Крайо-
ва умова (2) є найбільш загальною для системи (1). Із крайовою задачею (1), (2) можна 
пов’язати лінійний оператор 

1( ( ), ( )) : ( ) ( ) .s m s m m
p pL B W W      (3)

Як встановлено в [13, 15], при кожному фіксованому значенні параметра   оператор (3) 
є неперервним фредгольмовим з індексом 0.

Будемо надалі вважати, що виконується
Умова (0).  Гранична однорідна крайова задача вигляду (1), (2)

(0) ( ; 0) 0, ( , ), (0) ( ; 0) 0L y t t a b B y   

має лише тривіальний розв’язок.
У цьому випадку відповідна гранична неоднорідна крайова задача має єдиний розв’я-

зок. Тому має сенс
Означення 1. Говоримо, що розв’язок крайової задачі (1), (2) неперервно залежить від 

параметра   при 0  , якщо виконуються такі умови:
існує таке додатне число 1 0<  , що для кожного 1[0, )  , довільних правих частин 

( ; ) ( )s m
pf W    і ( ) mc    ця задача має єдиний розв’язок ( ; )y   , який належить простору 

( )s m
pW ; 
зі збіжності правих частин ( ; ) ( ; 0)f f     в ( )s m

pW  та ( ) (0)c c   в m  при 0   
випливає збіжність розв’язків

( ; ) ( ; 0) ( )s m
py y y W       при   0 . 

Розглянемо тепер такі граничні умови при 0  :  
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(I) ( ; ) ( ; 0)A A     у просторі –1( )s m m
pW  ; 

(II) ( ) (0)B y B y   у m  для кожного ( )s m
py W . 

Сформулюємо критерій неперервності розв’язку ( , )y    крайової задачі (1), (2) за па ра-
метром   при 0   у просторі s

pW .
Теорема 1. Розв’язок крайової задачі (1), (2) неперервно залежить від параметра   при 

0   тоді і тільки тоді, коли вона задовольняє умову (0) та граничні умови (I), (II). 
Покладемо 


–1, –1,( ) : (0) ( ; 0) ( ; 0) (0) ( ; ) (0) ,s p s p md L y f B y c        


   

де –1,s p   — норма у просторі –1s
pW , а m


   — норма у просторі m .

Величини ,( ; 0) ( ; ) s py y      та  –1, ( )s pd   є відповідно похибкою i нев’язкою розв’язку 
( ; )y    крайової задачі (1), (2), якщо ( ; 0)y   розглядати як її точний розв’язок, а ( ; )y    — як 

наближений.
Теорема 2. Нехай крайова задача (1), (2) задовольняє умови (0), (I) і (II). Тоді існують 

такі додатні числа 2 1<   і 1 , 2 , що для кожного 2(0, )   має місце двобічна оцінка

 
–1, –1,1 , 2( ) ( ; 0) ( ; ) ( ),s p s ps pd y y d           (4)

де числа 2 , 1  і 2  не залежать від ( ; 0)y   і ( ; )y   . 
Згідно з теоремою, похибка і нев’язка розв’язку ( ; )y    крайової задачі (1), (2) мають 

однаковий порядок малості.
2. Застосування. Для кожного 0[0, )   розглянемо багатоточкову крайову задачу 

для системи 

( ) ( , ) : ( , ) ( , ) ( , ) ( , ), ( , ).L y t y t A t y t f t t a b           (5)

Тут при кожному фіксованому значенні параметра  матриці-функції ( , )A    належать прос-
тору –1( )s m m

pW   та вектор-функція ( , )f    — простору –1( )s m
pW .

Пов’яжемо із системою (5) багатоточкову фредгольмову крайову умову 

( )
( ) ( )

,,
0 1 0

( ) ( , ) ( ) ( ( ), ) ( ),
jr s

l l
j kj k

j k l

B y y t q
 

  
             (6)

де вектори ( )q   належать простору m  і матриці ( )
, ( )l

j k   — простору m m .
Вектори і вектор-функції вважаємо записаними у вигляді стовпців. Використання у 

крайовій умові (6) повторної суми за індексами j  і k  зумовлено подальшими припущеннями 
щодо поведінки точок , ( )j kt   при 0   залежно від значень параметра j .

У граничному випадку при 0   розглядаємо крайову задачу 

(0) ( , 0) ( , 0), ( , ),L y t f t t a b   (7)

( ) ( )

1 0

(0) ( , 0) = ( , 0) (0),
r s

l l
jj

j l

B y y t q
 

    (8)

де матриці ( )l m m
j

  , точки [ , ]jt a b  та вектор (0) mq   є заданими.
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З огляду на неперервне вкладення 

–1( ) ( )s m s m
pW    (9)

ліва частина крайової умови (6) має сенс для всіх розв’язків рівняння (5). Для кожного 

0[0, )   лінійне відображення ( )y B y , де ( )s m
py W , є лінійним неперервним оператором 

( ) : ( ) .s m m
pB W   (10)

Крайовій задачі (5), (6) для кожного 0[0, )   відповідає лінійний оператор

   –1( ( ), ( )) : .
m ms s m

p pL B W W     (11)

Це обмежений фредгольмовий оператор з індексом нуль.
Розглянемо такі припущення при 0  :  

( )   , ( )j k jt t   для всіх {1, , }j r   та {1, , ( )};jk   

( )   
( )

( ) ( )
,

1

( )
j

l l
jj k

k

 


    для всіх {1, , }j r   та {0, , }l s  ;

( )   
( )

( )
,,

1

( ) ( ) 0
j

l
j k jj k

k

t t
 


       для всіх {1, , }j r  , {1, , ( )}jk     та {0, , }l s  ;

( )   
( )0

( )
0,

1

( ) 0l
k

k

 


    для всіх 0{1, , ( )}k     та {0, , }l s  . 

Зауважимо, що для крайової задачі (5), (6) не припускається, що коефіцієнти ( , )A   , 
( )

, ( )l
j k   чи точки , ( )j kt   мають певну регулярність за параметром   при > 0 . Будемо 

вимагати, щоб для кожного фіксованого {1, , }j r   всі точки , ( )j kt   мали спільну грани-
цю при 0  , проте для точок нульової серії 0, ( )kt   така вимога не висуватиметься.

В умовах ( )  та ( )  вираз    є нормою комплексної числової матриці; ця норма 
дорівнює сумі модулів усіх елементів матриці. Припущення ( )  і ( )  допускають, що 
коефіцієнти ( )

, ( )l
j k   можуть необмежено зростати при 0  , але не надто швидко. З умови 

( )  випливає, що не потрібно вимагати збіжність точок 0, ( )jt   при 0   на відміну від 
умови ( ) .

Сформулюємо граничні теореми для розв’язків багатоточкової крайової задачі (5), (6) у 
випадку 1 <p  .

Розглянемо такі припущення при 0  :  

( )p  
 

( )
1/( )

,,
1

( ) ( ) (1)
j qs

j k jj k
k

t t O
 


       для всіх {1, , }j r   та {1, , ( )}jk    , де 

1 1
1

p q
  ;

( )    
( )

( )
,,

1

( ) ( ) 0
j

l
j k jj k

k

t t
 


       для всіх {1, , }j r  , {1, , ( )}jk     та {0, , –1}l s  . 
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Якщо в припущенні ( )p  1p  , то q   .
Зазначимо, що системи умов ( ) , ( ) , ( ) , ( )  та ( ) , ( ) , ( )p , ( ) , ( )  не гаранту-

ють рівномірну збіжність неперервних операторів ( )B   до (0)B  в m  при 0  .
Теорема 3. Нехай крайова задача (5), (6) при 1 <p   задовольняє припущення ( ) , ( ) , 

( )p , ( ) , ( ) . Тоді вона задовольняє граничну умову (II).
Якщо, крім того, виконані умови (0) і (I), то для достатньо малих   її розв’язок існує, 

єдиний та задовольняє граничне співвідношення 

,( , ) ( , 0) 0 при 0 .s py y       

Швидкість збіжності визначається нерівностями (4). 
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FREDHOLM BOUNDARY-VALUE PROBLEMS WITH PARAMETER 
IN SOBOLEV—SLOBODETSKY SPACES

 The solutions of linear boundary-value problems for systems of ordinary differential equations, which belong 
to a given Sobolev—Slobodetsky space s

pW , 1 <p  , >1s , are studied. Necessary and sufficient conditions 
for their continuity in a parameter are found. The applications to multipoint boundary-value problems are obtained.

Keywords: inhomogeneous boundary-value problem, continuity of a solution in a parameter, Sobolev—Slobo-
detskiy space.




