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Дослідження енергетичних спектрів електронних колективних збуджень і їхньої дисперсії в 
кристалах та дво- й одноперіодичних наноструктурах завжди були в центрі уваги наукової 
спільноти. Проте в літературі практично відсутні методи побудови фактор-сис тем, що ви-
значають проєктивні класи і відповідні їм таблиці незвідних проєктивних пред ставлень. 
Особливо недостатньо обґрунтовані методики побудови двозначних спінорних, або спі-
нових, електронних орбіталей, симетрія яких визначається двозначними проєк тив ними 
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Класи проєктивних представлень у визначенні 
симетрії колективних спінорних збуджень та їхньої 
дисперсії в кристалах і періодичних наноструктурах
Представлено академіком НАН України Л.А. Булавіним

Розглянуто розподіл електронних елементарних збуджень у кристалах і періодичних наноструктурах за 
незвідними проєктивними представленнями відповідних проєктивних класів точкових і просторових груп 
симетрії та залежність проєктивних класів від структури нетривіальних трансляцій просторових груп. 
Головну увагу приділено встановленню двозначних незвідних проєктивних представлень і відповідних їм про-
єктивних класів з урахуванням спіну електрона, коли хвильовими функціями електронних станів є дво-
знач ні спінорні орбіталі. Описано методики побудови фактор-систем, проєктивно еквівалентних (p-екві ва-
лентних) фактор-систем, притаманних певному проєктивному класу проєктивних представлень, та 
ме тодики зведення їх до р-еквівалентного стандартного вигляду. Запропоновано нову класифікацію проєк-
тивних класів для гексагональних структур, а також побудовано коректну таблицю симетрійних перет-
ворень спінорів. Показано, що встановлення проєктивних класів проєктивних представлень і їх змін для 
різних точок зон Бріллюена в кристалічному графіті -С і двоперіодичній структурі одношарового гра фену 
CL1 дає можливість надати якісну симетрійну інтерпретацію дисперсії електронних збуджень у крис-
талічному графіті і одношаровому графені. Зокрема, це дає змогу виявити спінзалежні розщеплення елект-
ронних станів у їх зонах Бріллюена, які обумовлені спін-орбітальною взаємодією в спінорних орбіталях.

Ключові слова: спінорні представлення груп симетрії, проєктивні класи, фактор-истеми, дисперсія еле-
ментарних збуджень.
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представленнями груп симетрії з врахуванням 
спіну електрона, і методи інтер пре та ції спін-
залежних розщеплень в електрон них енерге-
тичних спектрах молекул, крис талів і періо-
дичних наноструктур.

У цій роботі розглянуто методики побу до-
ви фактор-систем, що характеризують пев ний 
проєктивний клас, та їх зведення до стандарт-
ного вигляду, запропоновано нову класифіка-
цію проєктивних класів для гек сагональних 
структур, а також побудовано коректну табли-
цю симетрійних перетворень хвильових функ-
цій кван тових станів з на півцілим спіном — 
спінорів. Виконано симетрійний аналіз дис-
персії коливальних та елементарних збуджень 
без врахування спіну електрона та з його врахуванням для  -зон кристалів гра фіту і на-
ведено їх кореляції з електронними -зонами одношарового графену.

1. Опис системи H-поворотів групи 6/mmm (D6h), кристалічні структури графіту і гра-
фену та їх зони Бріллюена і базисні елементи симетрії. На рис. 1 зображено призму по-
значення H-поворотів групи симетрії 66 /  ( )hmmm D . Зміст H-поворотів пояснюється на 
рис. 1, а їх опис наведено в [1]. Як і в [1], інверсійним поворотам надано перевагу перед дзер-
кальними поворотами.

На рис. 2, а зображено стандартну елементарну комірку кристалічної ґратки графіту 
Бернала,  -C [2], на рис. 2, б показано розташування та орієнтацію елементів точкової гру-
пи симетрії 6/mmm (D6h), на рис. 2, в — зону Бріллюена кристалів графіту  -C та її точки 
симетрії, які позначені літерами, що відповідають позначенням Херрінга для гексаго-
нальних структур [3, 4], а на рис. 3 — елементарну комірку Вігнера—Зейтца (а) та зону 
Бріллюена (б) одношарового графену 1LC .

На рис. 3, а суцільними лініями схематично зображено елементарну комірку графену 

1LC , його вектори основних трансляцій 1a


 і 2a


 та вказано використану в розрахунках 
орієнтацію її елементів у тривимірному просторі, а штриховими — відповідну орієнтацію 
векторів оберненої ґратки 1b


 і 2b


 у довільному масштабі та положення вузлів оберненої 
ґратки в оберненому просторі. На рис. 3, б, навпаки, суцільними лініями зображено вектори 
оберненої ґратки, а штриховими — вектори прямої ґратки. Елементарні комірки (комірки 
Вігнера—Зейтца) графенового шару в реальному просторі (рис. 3, а) та в оберненому прос-
торі (рис. 3, б), де така комірка збігається з першою зоною Бріллюена, виділені сірим 
ф оном. Цікаво, що ці комірки повернуті одна відносно іншої на кут 2  (або на кут 30, 
оскільки поворот на кут 60 в обох випадках є елементом симетрії). На рис. 3, б також 
по значені точки високої симетрії зони Бріллюена графену — точки K і M. Еквівалентні 
точ ки позначені одним або двома штрихами.

Просторова група симетрії кристалічної ґратки графіту 4
3 66 /  ( )hP mmc D  є несимор-

фною і визначається базисними (головними) елементами, які можна вибрати у вигляді: 

1 (0 ),h e  2 3(0 ),h c  2
3 3(0 ),h c  4 2 1(0 ( ) ),h u  5 2 2(0 ( ) ),h u  6 2 3(0 ( ) ),h u  1

7 2( ),
2
a

h c


 

Рис. 1. Призма H-поворотів точкової групи 
6/mmm (D6h)
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– 

основний вектор кристалічної гратки, направлений вздовж осі ОZ (Оz), тоді як просторова 
група симетрії кристалічної гратки одношарового графену 6 / ( 80)P mmm DG  [5] або три-
періодичної групи 1

6hD , графік якої збігається з графіком двоперіодичної просторової ґратки 

Рис. 2. Структура стандартної елементарної комірки кристала графіту -С (а); розташування та орієнтація 
елементів точкової групи симетрії 6/mmm (D6h) (б); зона Бріллюена кристалів графіту -С та її точки си-
метрії (в). Кружечками вказані положення атомів вуглецю

Рис. 3. Елементарна комірка Вігнера–Зейтца (а) та зона Бріллюена (б) одношарового графену СL1
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Рис. 4. Дисперсія енергетичних електронних -зон кристалів графіту з урахуванням спіну (а) та тонка 
структура дисперсії -зон у напрямку К—Р—Н зони Бріллюена (б) без урахування спіну (зліва) і з ураху-
ванням спіну (справа) (енергії спінзалежних розщеплень збільшено в 103 разів). Буквами позначені точки 
зони Бріллюена, а буквами з індексами — незвідні проєктивні представлення відповідних проєктивних 
класів

одношарового графену, є симорфною і всі її “поворотні” елементи — елементи симетрії 
точкової групи 66 / ( )hmmm D  не містять нетривіальних (часткових) трансляцій.

2. Нова класифікація проєктивних класів для проєктивних представлень групи 

66 / ( )hmmm D  і побудова для них стандартних фактор-систем. Проєктивними, або про-
меневими, представленнями називають представлення, які задовольняють співвідношення 

2 1 2 1 2 1( )( ) ( , ) ( , ),D r r r r D r r   (1)

де ir  — “поворотний” (першого або другого роду) елемент групи 
k

F , а 2 1( , )r r  — сукуп-
ність 2l , у загальному випадку, комплексних числових коефіцієнтів ( l  — порядок групи), 
що називається фактор-системою, яка має властивості 

2 1( , ) 1r r   (2)

та 

3 2 1 2 1 3 2 3 2 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ).r r r r r r r r r r      (3)

Якщо ( )D r  — деяке проєтивне представлення, що належить фактор-системі 2 1( , ),r r  
то будь-яке інше проєктивне представлення

( )
( ) ,

( )
D r

D r
u r

   (4)

де ( )u r  — довільна однозначна функція на групі L, а ( ) 1,u r   також здійснює проєктивне 
представлення групи L, але з іншою фактор-системою 2 1( , )r r , тобто

2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( , ) ( )D r D r r r D r r     ,
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де 

2 1 2 1
2 1

1 2

( , ) ( )
( , )

( ) ( )
r r u r r

r r
u r u r

  . (5)

Усі фактор-системи, зв’язані співвідношеннями (5), називають проєктивно-еквіва лент-
ними або p-еквівалентними. Сукупність всіх p-еквівалентних фактор-систем називають 
класом фактор-систем. Це також стосується і відповідних їм проєктивних представлень. 

Група 6 / mmm  має вісім класів проєктивних представлень. Вони класифікуються за 
допомогою системи з трьох коефіцієнтів  ,   і  , які набувають значень 1 і –1. Кожний з 

коефіцієнтів визначається співвідношенням 1 ( , )
[ ( , )] ( , )

( , )
i j

j i i j
j i

r r
r r r r

r r
 

  


 для відповідної 

пари комутуючих елементів ir  і  jr  із твірних елементів групи або елементів, що належать 
різним класам, які містять твірні елементи.

У ролі таких комутуючих елементів для групи 6 / mmm  зручно вибрати, наприклад, 
такі твірні елементи: 1 2 1( ) ,a r u   2 2b r c   і 3 .c r i   При цьому 

2 1 2

2 2 1

[( ) , ]( , )
,

( , ) [ , ( ) ]
u ca b

b a c u


  

 
     2 1

2 1

[( ) , ]( , )
( , ) [ , ( ) ]

u ia c
c a i u


  

 
,     2

2

( , )( , )
( , ) ( , )

c ib c
c b i c


  

 
.

Для класифікації і позначення класів фактор-систем і, відповідно, класів проєктивних 
представлень у групі 6 / mmm  зручно вибрати таку (істотно відмінну від запропонованої в 
[6] як визначеннями коефіцієнтів, так і їх значеннями) систему:

клас K0 —  1,   1  1,

клас K1 —  –1,   1  1,

клас K2 —  1,   –1  1,

клас K3 —  –1,   –1  1,

клас K4 —  1,   1  –1,

клас K5 —  –1,   1  –1,

клас K6 —  1,   –1  –1,

клас K7 —  –1,   –1  –1.

Незвідні представлення групи хвильового вектора 
k

D   містять нескінченну кількість 
членів ( )

k
D h  для елементів .

k
h G   Кожний елемент h  можна зобразити у вигляді 

( ),h a r 


 де r  —“поворотний” елемент, сукупність яких утворює  групу ,
k

F   


 — вектор 
нетривіальної трансляції на частину періоду ґратки Браве, a


 —вектор тривіальної трансляції.

Значення матриць ( )
k

D h  і їх характерів ( )
k

D h   знаходяться за формулами

( )( ) ( ) ( )ik a
k

D h e w r D r 
 

  (6)

і

( )
( ) ( )( ) ,

k

ik a
D h D re w r   

 
 (7)
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де для представлень, що описують стани без урахування спіну (з цілим спіном), ( )w r 

1,
( ) ( )

k
u r u r    — функція, яка приводить фактор-систему 2 1 2 11,

( , ) ( , ),
k

r r r r     що ви зна-
чається властивостями просторової групи кристала, до стандартного вигляду 2 1( , )r r 

2 11,
( , );

k
r r    для представлень, що описують стани з урахуванням спіну (з напівцілим 

спіном), 21,
( ) ( ) ( ) ( )s k

w r u r u r u r    — функція, яка приводить фактор-систему 2 1( , )r r 

2 1 2 1 2 2 11,
( , ) ( , ) ( , )s k
r r r r r r     , що визначається перетворенням спінорів у просторовій 

групі, до стандартного вигляду 2 1 2 1 2 1 2 2 11,
( , ) ( , ) ( , ) ( , ),s k
r r r r r r r r          2( )u r  — функція, 

яка приводить фактор-систему 2 2 1( , ),r r  що визначається перетвореннями спінорів при 
операціях симетрії груп напрямків груп хвильових векторів ,

k
F   до стандартного виг ляду 

2 2 1( , );r r  ( )D r  — незвідні представлення, що відповідають стандартним фак тор-системам 
того проєктивного класу, до якого належить фактор-система 2 1( , )r r ; ( )D r  — характери 
незвідних проєктивних представлень ( ).D r

Побудова фактор-системи 1 2 1 2 11,
( , ) ( , )

k
r r r r     проводиться за формулою [6]

1
2 1( )

2 11,
( , ) i k r k

k
r r e

  
  

  (8)

і для кожної з точок зони Бріллюена не становить труднощів.
Фактор-система 2 2 1( , )r r  визначається умовою

 
2 2 1

  1      0 2 ,
( , )

1       2 4 ,
r r

  
      




де   — кут повороту для обертання, що відповідає добутку елементів  2 1.r r  Проєктивний 
клас, до якого вона належить, також легко встановити [6].

Дамо означення стандартної фактор-системи для проєктивних представлень проєк-
тивного класу .iK

Стандартними фактор-системами для проєктивних представлень різних проєктивних 
класів iK  некомутативних (неабелевих) точкових груп симетрії порядку h називатимемо 
фактор-системи 2 1( , ),r r  які складаються з дійсних коефіцієнтів 1 та –1 і містять макси-
мальне число періодів за елементами 2,r  що утворюють суміжні класи, які формують 
фактор-групи за відповідними інваріантними підгрупами. 

Стандартні фактор-системи проєктивного класу 0K  повністю складаються з коефіці-
єнтів, рівних 1, і незвідні проєктивні представлення цього класу збігаються із звичайни-
ми однозначними незвідними векторними представленнями груп симетрії. Для двозначних 
незвідних проєктивних представлень проєктивного класу 1K  також легко розрахувати ма-
триці незвідних проєктивних представлень за перетвореннями кутового моменту з напів-
цілим квантовим числом j, наприклад з числом j  1/2, і задача побудови представлень 
класу 1K  точкових і просторових груп симетрії, зокрема, електронних спінорних представ-
лень з врахуванням спіну електрона зводиться до задачі побудови фактор-систем 2 2 1( , )r r , 
встановлення вигляду стандартних фактор-систем проєктивного класу 1K  і знаходження 
функцій 2( )u r , які приводять фактор-системи 2 2 1( , )r r  до p-еквівалентного стандартного 
вигляду 2 2 1( , )r r .

3. Методика побудови фактор-систем 2(r2, r1), що описують перетворення спінорів 
під дією операцій симетрії, та їх зведення до стандартного вигляду 2(r2, r1). Перш за все 

при

при
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побудуємо принципово важливу фактор-систему 2 2 1( , ),r r  яка належить проєктивному 
класу 1K  і описує перетворення спінових змінних для групи симетрії 66 / ( ).hmmm D

У ролі твірних елементів групи 6 / mmm  виберемо елементи 

3 2 1 2,  ( ) ,   i  .a c b u c c d i     (10)

При такому виборі твірних елементів враховується принцип композиції, відповідно до яко-
го група 6/mmm може бути представлена як прямий добуток груп 622 і1 (6/mmm  622 1), 
далі, група 622 — як прямий добуток груп 32 і 2 (622    32 2), а група 32 — як прямий до-
буток груп 3 і 2  (32  3 2 ). 

Скориставшись визначальними співвідношеннями, яким задовольняють вибрані твірні 
елементи, обчислимо всі значення 2 2 1( , ).r r  Суттєво, що при цьому за визначальні співвід-
ношення повинні бути взяті визначальні співвідношення для подвійної групи (6 / ) :mmm   

6 4 4 2, , , ,a e b e c e d e   

2, , ,ab qba ac ca ad da    (11)

, , .bc qcb bd db cd dc  

З метою встановлення алгебраїчних виразів для елементів подвійної групи (6 / )mmm   
через її твірні елементи скористаємося загальним для елементів нескінченної подвійної гру-
пи обертань K   співвідношенням [6, 7]

1
1 ( ) ( ),

l f l
f c f c 
      (12)

де ( )
l

c   — поворот на кут   навколо осі ,l


 а f  — довільне обертання в подвійній групі 
обертань з трактуванням одиничної операції як повороту на кут 4 . Саме це співвідно-
шення дає змогу одержати вказані вище переставні визначальні співвідношення і алгеб ра-
їчні вирази для елементів подвійної групи через елементи, що її створюють [7]. Наприк-
лад, для визначення елемента подвійної групи 2 2( )u  одержимо 2

3 2 1 3 2 2( ) ( ) ,c u qc u  що при-
водить до виразу:

2 2 2 4
2 2( ) .u qaba q qba a ba qba     (13)

Відзначимо, що можна скористатись іншим вибором твірних елементів, але це приведе 
до зміни для них і визначальних співвідношень. У разі твірних елементів (11), як легко ба-
чити, для елементів подвійної групи (6 / )mmm   одержимо такі їх алгебраїчні вирази: 

0 0 0 0e d c b a , 0 0 0 1
3c d c b a , 2 0 0 0 2

3c d c b a , 0 0 1 0
2 1( )u d c b a , 0 0 1 1

2 2( )u qd c b a , 0 0 1 2
2 3( )u d c b a , 

0 1 0 0
2c d c b a , 5 0 1 0 1

6c d c b a , 0 1 0 2
6c qd c b a , 0 1 1 0

2 1( )u d c b a  , 0 1 1 1
2 2( )u qd c b a  , 0 1 1 2

2 3( )u d c b a  , 
1 0 0 0i d c b a , 1 0 0 1

3ic d c b a , 2 1 0 0 2
3ic d c b a , 1 0 1 0

1( )d d c b a  , 1 0 1 1
2( )d qd c b a  , 1 0 1 2

3( )d d c b a  , 

h  d1c1b0a0, 5 1 1 0 1
6ic d c b a , 1 1 0 2

6ic qd c b a , 1 1 1 0
1( )d d c b a  , 1 1 1 1

2( )d qd c b a   та 1 1 1 2
3( )d d c b a  .

Розрахована у такий спосіб для групи 6 / mmm  фактор-система наведена в табл. 1. Ця 
фактор-система належить проєктивному класу 1,K  оскільки для неї 1   , 1   і  1.   
Нижніми індексами біля значень коефіцієнтів фактор-системи 2 2 1( , )r r  в табл. 1, що 
містять цифри в круглих дужках, представлено таблицю множення елементів групи 
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6/mmm (числами у дужках вказані цифрові позначення елементів, які відповідають до-
буткам 2 1 r r ).

Слід зазначити, що О.В. Ковальовим [8, 9] була здійснена спроба побудувати цю фак-
тор-систему у вигляді таблиці множення спінорів у групі 6 / mmm . Проте цю спробу можна 
визнати невдалою, оскільки з 576 значень таблиці, одержаної в [8, 9], протилежний знак 
мають 216 значень [1].

Знаючи вигляд стандартної фактор-системи 2 2 1( , )r r  класу 1,K  ми здатні побудувати 
стандартні фактор-системи, а отже, і незвідні проєктивні представлення для всіх проєк-
тивних класів [1]. 

Оскільки фактор-системи 2 2 1( , )r r  і 2 2 1( , )r r  для групи симетрії 6 / mmm  належать 
проєктивному класу 1,K  то для цієї групи стандартна фактор-система 2 2 1( , )r r  збіга ється 
зі стандартною фактор-системою (1) 2 1( , )r r  2 2 1 (1) 2 1[ ( , ) ( , )],r r r r     де в символі стан дартної 
фактор-системи цифрою в його нижньому індексі в круглих дужках позначений її проєк-
тивний клас. Стандартний вигляд фактор-системи 2 2 1( , )r r , що позначається 2 2 1( , )r r  
[ 2 2 1 (1) 2 1( , ) ( , )r r r r    ], наведений у табл. 2. У табл. 2 використана додаткова розбивка 
елементів симетрії групи 6/mmm на блоки а, b, c і d по горизонталі та блоки 1 2 ( , )a a a , 

1 2( , )b b b , 1 2( , )c c c і 1 2( , )d d d  по вертикалі. Ця розбивка дає змогу використовувати ком-
пактну форму запису фактор-систем, у якій коефіцієнти, що мають однакові значення, в 
кожному з блоків замінюються одним значенням одного коефіцієнта, однаковим для всіх 
коефіцієнтів блока. В табл. 2 суцільними лініями виділені контури таких блоків для коефі-
цієнтів, що мають значення –1.

У табл. 3 наведені стандартні фактор-системи всіх восьми проєктивних класів групи 

66 / ( )hmmm D . Їх неважко побудувати, знайшовши фактор-систему точки А зони Бріл-
люена кристалічного графіту 1, 2 1( , )A r r  за формулою (8) і звівши її до стандартного виг-
ляду 1, 2 1( , )A r r . Як виявилося, ця фактор-система належить проєктивному класу K5, нез-
відні проєктивні представлення якого з урахуванням спіну електрона переходять у дво-
значні проєктивні представлення проєктивного класу 4K  [1].

У табл. 4 наведені характери двозначних незвідних проєктивних представлень проєк-
тивного класу 1K  групи симетрії 66 / ( )hmmm D , які відповідають спінорній фактор-системі 

2 2 1( , )r r  цього класу (а), і незвідних проєктивних представлень, що відповідають стандарт-
ній фактор-системі проєктивного класу 1K  цієї групи симетрії (1) 2 1( , )r r (б) [1].

4. Симетрія електронних  -зон і їхня дисперсія для одношарового графену СL1 і 
кристалічного графіту  -С. Спінзалежні розщеплення електронних станів з урахуванням 
спіну електрона. У [10] за допомогою побудови фактор-систем для різних точок зон Бріл-
люена для збуджень електронних  -зон у кристалічному графіті  -С і одношаровому гра-
фені СL1, зведення їх до стандартного вигляду з встановленням відповідних їм проєктивних 
класів проєктивних представлень наведені методики якісного симетрійного розрахунку їх 
дисперсії і виявлення спінзалежних розщеплень їх електронних станів. Такі спінзалежні 
розщеплення електронних  -зон відбуваються в точках К одношарового графену СL1 і 
вздовж лінії К—Р—Н у зоні Бріллюена кристалічного графіту  -С [10].

На рис. 4, а зображено криві дисперсії в зонах Бріллюена станів електронних  -зон 
у кристалічному графіті  -С з урахуванням спіну електрона. На рис. 4, б наведено 
криві дисперсії  -зон у напрямку К—Р—Н зони Бріллюена без урахування спіну і з його 
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Класи проєктивних представлень у визначенні симетрії колективних спінорних збуджень...

врахуванням. У точці К одношарового графену СL1, де в малому околі точок Дірака все-таки 
відбувається невелике спінзалежне розщеплення електронних  -зон, величина якого ста-
новить ~ 1,0—1,5 меВ, внаслідок дуже малої енергії спін-орбітальної взаємодії для атомів С, 
яка за оцінками [11] також ~1,0—1,5 меВ.
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CLASSES OF PROJECTIVE REPRESENTATIONS IN DETERMINING 
THE SYMMETRY OF COLLECTIVE SPINOR EXCITATIONS 
AND THEIR DISPERSION IN CRYSTALS AND PERIODIC NANOSTRUCTURES

The distribution of electronic elementary excitations in crystals and periodic nanostructures according to irre-
ducible projective representations of the corresponding projective classes of point and spatial symmetry groups 
and the dependence of projective classes on the structure of nontrivial translations of spatial groups are con-
sidered. The main attention is paid to the establishment of two-valued irreducible projective representations 
and corresponding projective classes taking into account the electron spin, when the wave functions of elec-
tronic states are two-valued spinor orbitals. This paper presents methods for constructing factor systems that 
are projectively equivalent (p-equivalent) factor systems, inherent in a certain projective class of projective 
representations, and methods for reducing them to the p-equivalent standard form. A new classification of pro-
jective classes for hexagonal structures is proposed, and a correct table of symmetric transformations of spinors 
is constructed. It is shown that the establishment of projective classes of projective representations and their 
changes for different points of Brillouin zones in crystalline graphite -C and two-period structure of single-
layer graphene CL1 makes it possible to provide qualitative symmetric interpretation of electron excitation 
dispersion in crystalline graphite and single-layer graphene. In particular, it makes it possible to detect spin-
dependent cleavages of electronic states in their Brillouin zones, which are due to the spin-orbit interaction in 
spinor orbitals.

Keywords: spinor representations of symmetry groups, projective classes, factor systems, dispersion of elementary 
excitations.


