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Продовжуючи дослідження, відображені в роботах [1—12], представимо нові результати, 
орієнтовані на отримання необхідних і достатніх умов стійкості векторних задач пошуку 
Парето-оптимальних розв’язків на допустимій множині довільної структури за умов мож-
ливих збурень вхідних даних векторного критерію, який складається з неперервних кри-
теріальних функцій.

Розглянемо задачу векторної оптимізації у такій постановці: 

( , ) : max{ ( )  },Z F X F x x X∈

де X  — множина з nR ; nR  — n-вимірний дійс ний простір; 1( ) ( ( ),..., ( ))F x f x f x=  , 2 , 
1: n

if R R→  — неперервна функція, {1,..., }i N∈ =  , X ≠ ∅. Під розв’язанням задачі ( , )Z F X  
розуміємо знаходження елементів множини Па рето-оптимальних розв’язків
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Стаття присвячена дослідженню впливу невизначеності у вхідних даних на розв’язки задачі оптимізації з 
багатьма критеріями. В задачах оптимізації, в тому числі векторних, малі похибки у вхідних даних мо жуть 
привести до розв’язків, які сильно відрізняються від істинних. Викладені результати проведених досліджень 
дозволили розширити відомий клас стійких векторних оптимізаційних задач — стійких в сенсі не пе-
рервності знизу за Хаусдорфом точково-множинного відображення, що характеризує за леж ність мно-
жини оп тимальних розв’язків задачі від її вихідних даних. Для векторної задачі пошуку Парето-оптималь-
них розв’язків з неперервними частковими критеріальними функціями і множиною допустимих роз в’язків 
довільної структури вста новлено умови стійкості щодо збурень вхідних даних векторного критерію шля-
хом вивчення множин розв’язків, що стійко належать та стійко не належать множині Парето. 

Ключові слова: векторна задача оптимізації, векторний критерій, Парето–оптимальні розв’язки, мно-
жина Слейтера, множина Смейла, збурення вхідних даних, стійкість, ядро стійкості. 
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( , ) { ( , , ) },P F X x X x F X= ∈ π =∅

де ( , , ) {  ( ) ( ),  ( ) ( )}x F X y X F y F x F y F xπ = ∈ ≠ . 

Введемо до розгляду також множину розв’язків, оптимальних за Слейтером, 

( , ) { ( , , ) }S F X x X x F X= ∈ σ =∅ , де ( , , ) { ( ) ( )},x F X y X F y F xσ = ∈ >

і множину розв’язків, оптимальних за Смейлом,

( , ) { ( , , ) },Sm F X x X x F X= ∈ η =∅  де ( , , ) {  ,  ( ) ( )}.x F X y X y x F y F xη = ∈ ≠ 

Очевидні співвідношення:

( , ) ( , ) ( , )Sm F X P F X S F X⊂ ⊂   (1)

і x X∀ ∈  ( , , ) ( , , ) ( , , )x F X x F X x F Xσ ⊂ π ⊂ η .
Як відомо [13], множина Парето є не порожньою і зовнішньо стійкою, якщо допусти-

ма множина X  векторної задачі є непорожнім компактом, тобто обмежена та замкнена, а 
критеріальна вектор-функція ( )F x  задачі напівнеперервна зверху (покомпонентно) на X . 
Нагадаємо також відомий результат про замкненість множини оптимальних за Слейтером 
розв’язків задачі оптимізації неперервної вектор-функції на замкненій допустимій мно-
жині [13]. З нього випливає наступне твердження, яке стосується задачі ( , )Z F X .

Твердження 1. Нехай допустима множина X  задачі ( , )Z F X  є замкненою. Тоді множи-
на ( , )S F X  теж замкнена. 

Зазначимо, що множини ( , )P F X  та ( , )Sm F X  розв’язків, оптимальних відповідно за 
Парето і за Смейлом, можуть бути і не замкненими навіть за умови замкненості допустимої 
множини X  (наприклад, для частково цілочислової задачі ( , )Z F X ).

Для задачі ( , )Z F X  як вхідні дані, що можуть зазнати збурень, будемо розглядати кое-
фіцієнти векторного критерію F . Набір таких вхідних даних позначимо u U∈ , де U  — про-
стір вхідних даних задачі. Поряд з уведеними вище позначеннями 1( ) ( ( ), ..., ( ))F x f x f x=   
для векторної цільової функції та часткових критеріїв задачі ( , )Z F X  будемо користува-
тися, коли це необхідно, також позначеннями 1( ) ( ( ), ..., ( ))u u

uF x f x f x=  , які уточнюють, 
який саме елемент u  із простору U  вхідних даних для векторного критерію відповідає за-
дачі, що розглядається.

Для будь-якого натурального числа q  дійсний векторний простір qR  розглядатиме-
мо як нормований. Норму в qR  задамо формулою 

q

i
i N

z z
∈

= ∑ ,

де 1( , ..., ) q
qz z z R= ∈ . Під нормою деякої матриці [ ] m k

ij m kB b R ×
×= ∈  будемо розуміти норму 

вектора 11 12( , ,..., ).mkb b b  Зазначимо [14], що в скінченно-вимірному просторі qR  будь-які 

дві норми
(1)⋅ , 

(2)⋅  еквівалентні, тобто знайдуться такі числа 0α >  та 0β > , що qz R∀ ∈  
виконуються нерівності 

(1) (2) (1)
z z zα β  . Враховуючи цю еквівалентність, викладені 

далі результати справедливі й для інших норм, введених у скінченновимірному просторі. 
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Для набору вхідних даних u U∈  і будь-якого числа 0δ >  визначимо множину збуре-
них вхідних даних

( ) { ( ) ( ) }O u u U u uδ = δ ∈ δ − < δ .

Задача зі збуреними вхідними даними векторного критерію матиме вигляд:

( ) ( )( , ) : max{ ( )  },u uZ F X F x x Xδ δ ∈

де ( ) ( ),u O uδδ ∈    ( ) ( )
( ) 1( ) ( ( ), ..., ( ))u u

uF x f x f xδ δ
δ =  .

Визначимо два типи стійкості ( 2T  і 4T ) задачі ( , )Z F X  відносно збурень вхідних да них її 
векторного критерію, поширивши на задачі цього класу також поняття стійкості допусти-
мих розв’язків, введене нами в роботі [4] для повністю цілочислової задачі пошуку Парето-
оптимальних розв’язків з квадратичними частковими критеріями, та поняття ядра стійкос-
ті, введене Л.М. Козерацькою в статті [5] для задачі з лінійними частковими критеріями.

Розглянемо таку сукупність підмножин допустимої множини X :

( , ), ( , ), ( , ), ( , ) \ ( , ), ( , ) \ ( , )S F X P F X Sm F X S F X Sm F X P F X Sm F X M={ } . 

Нехай ( , )M F X  — будь-який елемент із M. Вибравши довільне число 0δ >  та набір збу-
рених вхідних даних ( ) ( ),u O uδδ ∈  позначимо ( )( , )uM F Xδ  підмножину допустимих роз-
в’язків збуреної задачі ( )( , )uZ F Xδ , яка відповідає підмножині ( , )M F X  допустимої мно-
жини X  вхідної задачі ( , )Z F X . Наприклад, якщо ( , ) ( , ) \ ( , )M F X Sl F X Sm F X= , то 

( ) ( ) ( )( , ) ( , ) \ ( , )u u uM F X Sl F X Sm F Xδ δ δ= .
Означення 1. Допустимий розв’язок ( , )x M F X∈ ∈M, назвемо стійко належним 

множині ( , )M F X , якщо 0∀ε >  0∃δ > , таке, що ( ) ( )u O uδ∀ δ ∈  виконується умова

( )( ) ( , )uO x M F Xε δ ≠ ∅ ,  (2)

де ( ) {  }nO x x R x xε ′ ′= ∈ − < ε nx R∀ ∈ , або, що рівносильно (2), виконується умова

( )( ( , ))ux O M F Xε δ∈ ,

де 
( )

( )
( , )

( ( , ))  inf
u

n
u

y M F X
O M F X x R x y

δ
ε δ ∈

⎧ ⎫⎪ ⎪= ∈ − < ε⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

. У протилежному випадку вважаємо, що 

x  нестійко належить множині ( , )M F X .
Зауваження 1. Очевидно, що точка x, яка стійко належить деякій множині ( , )M F X ∈M, 

зберігає цю властивість і стосовно будь-якої множини ( , )M F X′ ∈M, що задовольняє 
вклю чення ( , )M F X ⊂ ( , )M F X′ ⊂X . Якщо ж деяка точка z  нестійко належить множині 

( , )M F X ∈M , то вона нестійко належить і будь-якій множині ( , )M F X′′ ∈M  за умови, 
що ( , )z M F X′′∈ ⊂ ( , )M F X  .

Означення 2. Ядром стійкості Ker( ( , ))P F X  задачі ( , )Z F X  назвемо множину всіх 
розв’язків, що стійко належать множині Парето:

( )Ker( ( , )) { ( , ) 0 0 ( ) ( ) ( ( , ) ( ) )}uP F X x P F X u O u P F X O xδ δ ε= ∈ ∀ε > ∃δ > ∀ δ ∈ ≠∅ .
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Означення 3. Задачу ( , )Z F X  назвемо 2T -стійкою, якщо серед її оптимальних роз в’яз-
ків існує хоча б один, який стійко належить множині Парето, тобто

Ker( ( , )) .P F X ≠ ∅   ( 3)

Означення 4. Задачу ( , )Z F X  назвемо 4T -стійкою, якщо всі її оптимальні розв’язки 
стійко належать множині Парето, тобто

Ker( ( , )) ( , )P F X P F X= . (4)

Зазначимо, що 4T -стійкість задачі ( , )Z F X  означає, що точково-множинне відобра-
ження : 2 ,   ( ) ( , )X

uP U u P u P F X→ → =  є напівнеперервним знизу за Хаусдорфом у точці 
u U∈ . Очевидно, з 4T —стійкості задачі випливає її 2T -стійкість.

У роботі [11] отримано такі достатні умови 4T -стійкості задачі ( , )Z F X .
Теорема 1. Нехай множина X  обмежена й замкнена. Достатньою умовою 4T -стій-

кості задачі ( , )Z F X  є виконання рівності

cl( ( , )) cl( ( , )).P F X Sm F X=

Далі визначимо необхідні і достатні умови 2T - та 4T -стійкості задачі ( , )Z F X  за та-
ких додаткових умов, накладених на її цільову вектор-функцію 1( ) ( ( ),..., ( ))F x f x f x=  :

( ) ( ) ,i i if x g x c x= +á ñ , i N∈  , (5)

де 1: n
if R R→ ,  1: n

ig R R→ ,  1( ,..., ) n
i i inc c c R= ∈ . Зокрема, мова може йти про квадратичні 

та лінійні функції, що складають векторний критерій. Вхідні дані u U∈  для векторного 
критерію (4) представимо у вигляді пари ( , )gu u C= , де gu  — набір усіх вхідних даних, 
необхідних для подання функцій ( )ig x , i N∈  , [ ] n

ijC c R ×= ∈  .
Твердження 2. Будь-який допустимий розв’язок ( , ) \ ( , )y S F X Sm F X∈   задачі ( , )Z F X  

з частковими критеріями ( )if x , i N∈ , поданими формулами (5), і замкненою допусти-
мою множиною X нестійко належить множині ( , )S F X , причому 0∀δ >  ( ) ( )u O uδ∃ δ ∈ : 

( )\ ( , )uy X S F Xδ∈  .
Доведення. Розглянемо будь-який розв’язок ( , ) \ ( , )y S F X Sm F X∈   задачі ( , )uZ F X , 

для якого, очевидно, множина ( , , ) { \ { }   ( ) ( )}y F X z X y F z F yη = ∈   не порожня. Вибере-
мо довільно точку ( , , )z y F X∈η . Для будь-якого числа 0δ >  визначимо такий набір збу-
рених вхідних даних ( ) ( , ( )) ( )gu u C O uδδ = δ ∈ , у якому перший компонент залишився не-
змінним у порівнянні з початковим набором вхідних даних ( , )gu u C= , а елементи матри-
ці ( )C δ  визначимо за допомогою формули

( ) sgn( ),ij ij j jc c z yδ = +α −   i N∈  ,  nj N∈ ,

де 0
n
δ< α <


. Справедлива така оцінка різниці значень збуреного зазначеним способом i-го 

( i N∈   ) часткового критерію в точках y  і z :

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )sgn( ) 0
n

u u u u
i i j j j ji i

j N

f z f y f z f y z y z y z yδ δ

∈
− = − +α − − α − >∑  .
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Виходячи з цієї оцінки, доходимо висновку, що ( )( , , )uz y F Xδ∈σ ≠ ∅ і тому ( )( , )uy S F Xδ∉  . 
Беручи до уваги замкненість множини ( )( , )uS F Xδ  (відповідно до твердження 1) і роз-
глядаючи y  як точку відкритої множини ( )\ ( , )n

uR S F Xδ , робимо висновок, що 0∃ε >  
таке, що ( )( ) \ ( , )n

uO y R S F Xε δ∈  . Отже, ( )( ) ( , )uO y S F Xε δ =∅  , і згідно з означенням 1 точ-
ка y  нестійко належить множині ( , )S F X , а з урахуванням зауваження 1 і її підмно жині 

( , ) \ ( , )S F X Sm F X . Доведення завершено.
Спираючись на доведене твердження 2, а також враховуючи зауваження 1, приходимо 

до наступних висновків.
Наслідок 1. Будь-яка точка ( , ) \ ( , )y P F X Sm F X∈  множини оптимальних за Парето, 

але не оптимальних за Смейлом, розв’язків задачі ( , )Z F X  з частковими критеріями ви г-
ляду (5) і замкненою допустимою множиною X  нестійко належить множині ( , )P F X .

Наслідок 2. Для задачі ( , )Z F X  з частковими критеріями вигляду (5) і замкненою до-
пустимою множиною X  справедливе включення

Ker( ( , )) ( , ).P F X Sm F X⊂

Спираючись на наслідок 2 і залучаючи формули (1), (3) та (4), отримуємо такі висновки.
Теорема 2. Необхідною умовою 2T -стійкості ( 4T -стійкості) задачі ( , )Z F X  із част-

ковими критеріями ( )if x ,  i N∈  , поданими формулами (5), і замкненою допустимою мно-
жиною X є виконання рівності

( , )Sm F X ≠ ∅  ( 6)

(відповідно

( , ) ( , )P F X Sm F X= ). ( 7)

З урахуванням теореми 1 одержуємо наступні необхідні й достатні умови 2T - і 4T -стій-
кості задачі ( , )Z F X .

Теорема 3. Нехай множина X  обмежена та замкнена. Необхідною і достатньою умо-
вою 2T - і 4T -стійкості задачі ( , )Z F X  із частковими критеріями ( )if x , i N∈  , представ-
леними формулами (5), є виконання рівності ( 6) і ( 7) відповідно.

Таким чином, викладені результати проведених досліджень дозволяють розширити ві-
домий клас векторних оптимізаційних задач, стійких відносно збурень вхідних даних век-
торного критерію. 
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STABILITY KERNEL OF VECTOR OPTIMIZATION PROBLEMS 
UNDER PERTURBATIONS OF CRITERION FUNCTIONS

The article is devoted to the study of the influence of uncertainty in initial data on the solutions of optimiza-
tion multicriterial problems. In the optimization problems, including problems with vector criterion, small per-
turbations in initial data can result in solutions strongly different from the true ones. The results of the con-
ducted researches allow us to extend the known class of vector optimization problems, stable with respect to in-
put data perturbations in vector criterion. We are talking about stability in the sense of Hausdorff lower 
semicontinuity for point-set mapping that characterizes the dependence of the set of optimal solutions on the 
input data of the vector optimization problem. The conditions of stability against input data perturbations in 
vector criterion for the problem of finding Pareto optimal solutions with continuous partial criterion func-
tions and feasible set of arbitrary structure are obtained by studying the sets of points that are stable belonging 
and stable not belonging to the Pareto set.

Keywords: vector optimization problem, vector criterion, Pareto- optimal solutions, Slater set, Smale set, pertur-
bations of initial data, stability, kernel of stability.




