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We find sufficient conditions for existence of solutions bounded on R for the equations
dx

dt
= F (t, x)x +

+f(t), t ∈ R, on a finite dimensional Banach space E.

Установлены достаточные условия существования огрниченных на R решений уравнения
dx

dt
=

= F (t, x)x + f(t), t ∈ R, в конечномерном банаховом пространстве E.

1. Постановка задачi. Нехай E — скiнченновимiрний банахiв простiр iз нормою ‖ · ‖E,
C0 — банахiв простiр обмежених i неперервних на R = (−∞,∞) функцiй x = x(t) зi
значеннями у просторi E з нормою ‖x‖C0 = supt∈R ‖x(t)‖E i C1 — банахiв простiр усiх тих

функцiй x ∈ C0, для кожної з яких
dx

dt
∈ C0, з нормою ‖x‖C1 = max

{
‖x‖C0 ,

∥∥∥∥dx

dt

∥∥∥∥
C0

}
.

Позначимо через F (t, x) визначену i неперервну на R × E функцiю зi значеннями в
L(E, E) (L(E, E) — банахiв простiр усiх лiнiйних неперервних операторiв, що дiють у прос-
торi E).

Розглянемо нелiнiйне диференцiальне рiвняння

dx

dt
= F (t, x)x + f(t), t ∈ R, f(t) ∈ C0. (1)

Для рiвняння (1) важливою є задача про iснування у просторi C1 розв’язкiв для кожної
функцiї f ∈ C0.

Наведемо достатнi умови iснування хоча б одного розв’язку x ∈ C1 рiвняння (1), якщо
f ∈ C0.

2. Основний результат. Припустимо, що рiвняння (1) таке, що:
1) F (t, x) неперервно залежить вiд (t, x) ∈ R× E i

lim
u−v→0

sup
t∈R, ‖u‖E6r, ‖v‖E6r

∥∥F (t, u)− F (t, v)
∥∥

L(E,E)
= 0

для кожного r > 0;
2) для кожного r > 0

sup
(t,x)∈R×B[0,r]

‖F (t, x)‖L(E,E) < ∞,

де B[0, r] =
{
x ∈ E : ‖x‖E ≤ r

}
— замкнена куля з радiусом r.
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Для подальших дослiджень уведемо до розгляду оператори L : C1 → C0 i Ly : C1 →
→ C0, y ∈ C0, що визначаються рiвностями

(Lx)(t) =
dx(t)

dt
− F (t, x(t))x(t), t ∈ R,

(Lyx)(t) =
dx(t)

dt
− F (t, y(t))x(t), t ∈ R,

де t ∈ R, x ∈ C1.
Зауважимо, що завдяки неперервностi F (t, x) на R×E та скiнченнiй розмiрностi прос-

тору E заданi оператори L, Ly є неперервними i обмеженими на C1. Крiм цього, оператор
Ly є лiнiйним оператором при кожному фiксованому y ∈ C0. Позначимо через R(L),
R(Ly) вiдповiдно множини значень операторiв L, Ly. Зрозумiло, що рiвняння (1) для кож-
ного f ∈ C0 має хоча б один розв’язок тодi i тiльки тодi, коли

R(L) = C0. (2)

Вимагатимемо, щоб для оператора (Lyx) виконувались умови:
3) для кожного y ∈ C0 оператор Ly : C1 → C0 має обернений неперервний (Ly)−1 :

C0 → C1;
4) supy∈C0

∥∥(Ly)−1
∥∥

L(C0,C1)
< +∞.

Сформулюємо основну теорему.

Теорема 1. Нехай функцiя F (t, x) така, що виконуються умови 1 – 4.
Тодi для кожної функцiї f ∈ C0 диференцiальне рiвняння (1) має хоча б один розв’я-

зок x ∈ C1.

3. Допомiжнi твердження. Розглянемо рiвняння

dx

dt
= F (t, y(t))x + f(t), t ∈ R, (3)

де y = y(t) — довiльний елемент простору C0. Оскiльки це рiвняння є лiнiйним, до нього
можна застосовувати теорiю, викладену, наприклад, у роботах [1 – 3]. Завдяки припущен-
ню 3 єдиний розв’язок x ∈ C1 рiвняння (3), що вiдповiдає функцiї f ∈ C0, зображується
за допомогою оператора (Ly)−1 у виглядi

x = (Ly)−1f. (4)

Далi, вважаючи, що функцiю f ∈ C0 зафiксовано, розглянемо вiдображення Uf : C0 →
→ C0, яке кожному елементу y ∈ C0 ставить у вiдповiднiсть елемент (Ly)−1f цього ж
простору. Це вiдображення, очевидно, визначається рiвнiстю

Uf = (Ly)−1f, (5)

де y ∈ C0.
Наведемо деякi властивостi вiдображення Uf , f ∈ C0.
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Лема 1. Оператор Uf : C0 → C0 є неперервним для кожного f ∈ C0.

Доведення. Зафiксуємо довiльнi елементи y = y(t) i z = z(t) простору C0 i розгляне-
мо диференцiальнi рiвняння

dx

dt
= F

(
t, y(t)

)
x + f(t), t ∈ R,

dx

dt
= F

(
t, z(t)

)
x + f(t), t ∈ R.

Нехай xy = xy(t) i xz = xz(t) — вiдповiднi розв’язки цих рiвнянь, тобто

dxy(t)
dt

≡ F
(
t, y(t)

)
xy(t) + f(t), t ∈ R,

dxz(t)
dt

≡ F
(
t, z(t)

)
xz(t) + f(t), t ∈ R. (6)

Тодi

xy = (Ly)−1f = Ufy (7)

i

xz = (Lz)−1f = Ufz. (8)

Подамо (6) у виглядi

dxz(t)
dt

− F
(
t, y(t)

)
xz(t) ≡

[
F (t, z(t))− F (t, y(t))

]
xz(t) + f(t), t ∈ R.

Звiдси отримуємо

xz = (Ly)−1 (Bz,yxz + f) = (Ly)−1f + (Ly)−1Bz,yxz = (Ly)−1f + (Ly)−1Bz,y(Lz)−1f,

де Bz,yxz визначається рiвнiстю

(Bz,yw) (t) = [F (t, z(t))− F (t, y(t))]w(t).

Отже, на пiдставi (7) та (8) має мiсце рiвнiсть

Ufz − Ufy = (Ly)−1Bz,yUfz. (9)

Далi, розглянемо довiльну послiдовнiсть (yn)n≥1 елементiв yn, n ≥ 1, простору C0, для
якої

lim
n→∞

‖yn − y‖C0 = 0. (10)
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Використовуючи рiвнiсть (9), отримуємо

Ufyn − Ufy = (Ly)−1Byn,yUfyn (11)

для всiх n ≥ 1.
Тодi, згiдно з (10), враховуючи припущення 4 та рiвнiсть (5), можемо стверджувати,

що iснує число a > 0 таке, що
sup
n>0

‖Ufyn‖C0 6 a.

Оскiльки, до того ж,

‖[F (t, yn)− F (t, y)]Ufyn‖C0 = sup
t∈R

‖[F (t, yn(t))− F (t, y(t))] (Ufyn)(t)‖E 6

6 sup
t∈R

‖F (t, yn(t))− F (t, y(t))‖L(E,E) ‖Ufyn‖C0 6

6 a sup
t∈R

‖F (t, yn(t))− F (t, y(t))‖L(E,E) , n > 1,

операторна функцiя F (t, x) є неперервною на R × E, а банахiв простiр E — скiнченнови-
мiрним, то завдяки (10)

lim
n→∞

sup
t∈R

‖F (t, yn(t))− F (t, y(t))‖L(E,E) = 0.

Таким чином, на пiдставi умови 4

lim
n→∞

‖Byn,yUfyn‖C0 = 0

i
lim

n→∞

∥∥(Ly)−1Byn,yUfyn

∥∥
C0 = 0.

Звiдси та з (11) отримуємо

lim
n→∞

‖Ufyn − Ufy‖C0 = 0 (12)

Отже, якщо виконується спiввiдношення (10), то має мiсце також рiвнiсть (12). Це озна-
чає, що вiдображення Uf : C0 → C0 є неперервним у точцi y ∈ C0. Оскiльки точку y ∈ C0

було вибрано довiльно, то Uf є неперервним на C0 для кожного f ∈ C0.
Лему 1 доведено.
Далi зауважимо, що за припущенням 4 iснує деяке скiнченне число d таке, що

d = sup
y∈C0

∥∥(Ly)−1
∥∥

L(C0,C1)
.

Завдяки цьому запишемо спiввiдношення

‖Ufy‖C0 =
∥∥(Ly)−1f

∥∥
C0 6

∥∥(Ly)−1
∥∥

L(C0,C1)
‖f‖C0 6 d ‖f‖C0 ,

яке справджується для всiх y ∈ C0 та f ∈ C0 на пiдставi рiвностi (5).
Має мiсце наступне твердження.
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Лема 2. Замкнена куля B
[
0, d‖f‖C0

]
(d‖f‖C0 — радiус цiєї кулi) є iнварiантною по

вiдношенню до оператора Uf , тобто

‖Ufy‖C0 ≤ d‖f‖C0 ,

якщо y ≤ d‖f‖C0 .

Зауваження. Оператору Uf , як показують приклади [4], може не бути на замкненiй
кулi B

[
0, d‖f‖C0

]
цiлком неперервним, а тому до цього оператора не можна застосувати

теорему Шаудера про нерухому точку [5].

Тепер наведемо деякi необхiднi нам означення.

Означення 1. Послiдовнiсть xk ∈ C1, k ∈ N, називають локально збiжною до еле-
мента x ∈ C1 при k → ∞, якщо ця послiдовнiсть обмежена i

lim
k→∞

max
|t|6p

∣∣xk(t)− x(t)
∣∣ = 0

для кожного p ∈ N.

Означення 2. Оператор G : C1 → C0 називають c-неперервним, якщо для довiльних
функцiй y ∈ C1 i yk ∈ C1, k ∈ N, для яких

yk
лок., C0

−−−−−→ y при k → ∞,

Gyk
лок., C0

−−−−−→ Gy

при k → ∞.
Вiдмiтимо, що поняття c-неперервностi оператора у просторi C0 на мовi „ε, δ” було

введено Е. Мухамадiєвим [6], а розглянуте вище означення дано в роботi [7].

Лема 3. Вiдображення Uf : C0 → C1, f ∈ C0, є c-неперервним.

Доведення. Зауважимо, що завдяки c-неперервностi оператора Ly та скiнченнiй роз-
мiрностi простору E оператор (Ly)−1 : C0 → C1 є c-неперервним [6 – 9].

Далi розглянемо довiльнi y ∈ C0 i послiдовнiсть yk ∈ C0, k ∈ N, для якої

yk
лок., C0

−−−−−→ y при k → ∞. (13)

Нехай xy ∈ C1 i xyk
∈ C1, k ∈ N, — такi функцiї, що

dxy

dt
≡ F

(
t, y(t)

)
xy(t) + f(t) (14)

i

dxyk

dt
≡ F

(
t, yk(t)

)
xyk

(t) + f(t).
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Подамо друге з цих спiввiдношень у виглядi

dxyk

dt
≡ F

(
t, y(t)

)
xyk

(t) +
[
F (t, yk(t))− F (t, y(t))

]
xyk

(t) + f(t). (15)

Згiдно з припущеннями 3 i 4, а також (18), (19) отримуємо

xy = (Ly)−1f

i

xyk
= (Ly)−1(f+Byk,yxyk

), k ≥ 1.

На пiдставi (5) та леми 2 послiдовнiсть (xyk
)k≥1 є обмеженою. Тому завдяки (15), умовi

неперервностi F (t, x) на R× E та скiнченнiй розмiрностi простору E

Byk,yxyk

лок., C0

−−−−−→ 0 при k → ∞.

Тому

f + Byk,yxyk

лок., C0

−−−−−→ f при k → ∞.

Звiдси з урахуванням c-неперервностi оператора (Ly)−1 : C0 → C1 отримуємо

xyk

лок., C0

−−−−−→ xy при k → ∞.

Оскiльки на пiдставi (5)

xy = Ufy = (Ly)−1f

i

xyk
= Ufyk = (Lyk

)−1f, r ≥ 1,

то

Ufyk
лок., C0

−−−−−→ Ufy при k → ∞,

що й доводить лему 3.

Лема 4. Вiдображення Uf : C0 → C0, f ∈ C0, є c-цiлком неперервним.

Справдi, завдяки умовi 3 та рiвностi (5) виконується не тiльки нерiвнiсть

‖Ufy‖C0 ≤ d‖f‖C0

для всiх y ∈ C0 та f ∈ C0, а й нерiвнiсть

‖Ufy‖C1 ≤ d‖f‖C0 , y, f ∈ C0.
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Тому

sup
t∈R

∥∥∥∥d(Ufy)(t)
dt

∥∥∥∥ 6 d ‖f‖C0

для довiльної функцiї y ∈ C0.
Аналiз останнiх нерiвностей показує, що множина{

(Ufy)|[a,b] : y ∈ C0
}

є обмеженою й одностайно неперервною в C0[a, b] для довiльних a, b ∈ R. А це означає,
що дана множина є передкомпактною в C0[a, b] (теорема Арцела [5]). Тут z|[a,b] — звужен-
ня функцiї z = z(t) на вiдрiзок [a, b], a < b.

Звiдси, з урахуванням c-неперервностi вiдображення Uf : C0 → C0, f ∈ C0, випливає,
що цi вiдображення є c-цiлком неперервними.

Лему 4 доведено.
4. Доведення основної теореми. Завдяки (4) i (5) зрозумiло, що кожна нерухома точка

вiдображення U є обмеженим розв’язком рiвняння (1).
З iншого боку, беручи до уваги доведенi леми, можна переконатися в тому, що з то-

го, що куля B[0, r] є iнварiантною по вiдношенню до c-цiлком неперервного оператора
Uf : C0 → C0, тобто UfB[0, r] ⊂ B[0, r], випливає iснування непорожньої множини неру-
хомих точок вiдображення Uf в B[0, r], тобто має мiсце теорема 1.

5. Стiйкiсть розв’язкiв у просторi C0 рiвняння (1) до малих збурень. Розглянемо збу-
рене диференцiальне рiвняння

dx

dt
=

(
F (t, x) + B(t, x)

)
x + f(t), (16)

де B(t, x) — деяка достатньо мала за нормою функцiя, визначена i неперервна на R×E зi
значеннями в L(R× E).

Тодi має мiсце наступне твердження.

Теорема 2. Нехай у рiвняннi (16) функцiя F (t, x) така, що виконуються умови те-
ореми 1. Тодi iснує достатньо мале ε0 > 0 таке, що диференцiальне рiвняння (16) має
хоча б один розв’язок x ∈ C1 для кожної функцiї f ∈ C0, якщо ‖B(t, x)‖L(E,E) ≤ ε0.

Доведення. Введемо до розгляду допомiжний оператор

(Ly,B)x =
dx

dt
− F

(
t, y(t)

)
x−B

(
t, y(t)

)
x.

Для кожного y ∈ C0, позначивши (Bx)(t) = B
(
t, x(t)

)
x(t), отримаємо

(Ly)−1Ly,B = (Ly)−1(Ly −B) = I − (Ly)−1B. (17)

Зрозумiло, що якщо ε0 — досить мале число, то можемо вважати, що знайдеться таке
число α < 1, для якого ∥∥(Ly)−1B

∥∥
L(C0,C1)

≤ α. (18)
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А тому для оператора I − (Ly)−1B iснує обернений неперервний оператор. Це дає мож-
ливiсть з урахуванням (17) записати

(Ly,B)−1Ly =
(
I − (Ly)−1B

)−1
,

або
(Ly,B)−1 =

(
I − (Ly)−1B

)−1(Ly)−1.

Далi, враховуючи нерiвнiсть (18), маємо

∥∥(Ly,B)−1
∥∥

L(C0,C1)
≤

∞∑
i=0

αi =
1

1− α
.

Таким чином, має мiсце оцiнка

∥∥(Ly,B)−1
∥∥

L(C0,C1)
≤ 1

1− α

∥∥(Ly)−1
∥∥

L(C0,C1)
≤ b,

де b — деяке скiнченне число.
Виконання останньої нерiвностi, з урахуванням доведення основної теореми, дає пiд-

стави стверджувати, що теорема 2 є справедливою.
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