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We obtain new conditions for existence of bounded solutions of nonlinear difference equations using a
local linear approximation of these equations.

Получены новые условия существования ограниченных решений нелинейных разностных урав-
нений с использованием локальной линейной аппроксимации этих уравнений.

1. Основний об’єкт дослiджень. Нехай E — скiнченновимiрний банаховий простiр з нор-
мою ‖ · ‖E , X i Y — довiльнi банаховi простори i L(X, Y ) — банаховий простiр лiнiйних
неперервних операторiв A, що дiють iз простору X у простiр Y, з нормою ‖A‖L(X,Y ) =
= sup

‖x‖X=1
‖Ax‖Y . Позначимо через l∞(Z, X) банаховий простiр двостороннiх послiдовнос-

тей x = (xn)n∈Z, де xn ∈ X, з нормою

‖x‖l∞(Z,X) = sup
n∈Z

‖xn‖X .

Розглянемо рiзницевi оператори F i G, що дiють у просторi l∞(Z, E) i визначаються
формулами

(Fx)n = xn + fn−1(xn−1), n ∈ Z, (1)

(Gx)n = xn + g(xn−1), n ∈ Z, (2)

де вiдображення fn : E → E, n ∈ Z, i g : E → E неперервнi i для кожного r ∈ (0,+∞)

sup
n∈Z, ‖x‖E≤r

‖fn(x)‖E < +∞. (3)

Метою цiєї статтi є з’ясування умов, за яких множини значень R(F) i R(G) операторiв
F i G збiгаються з l∞(Z, E). Зазначимо, що така задача для нелiнiйних рiзницевих рiв-
нянь є складною проблемою (див., наприклад, [1 – 8]), яку розв’язати важко. Тому ми
обмежимося розглядом лише достатнiх умов, що забезпечують виконання спiввiдношень
R(F) = l∞(Z, E) i R(G) = l∞(Z, E) i в деяких окремих випадках збiгаються з необхiдними
умовами виконання цих спiввiдношень.

В основу дослiджень операторiв F i G у цiй статтi покладено метод, що використовує
локальну лiнiйну апроксимацiю цих операторiв.
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2. Формулювання основних результатiв. Позначимо через E1 множину елементiв A =
= (An)n∈Z простору l∞(Z, L(E,E)), для кожного з яких операторLA : l∞(Z, E)→ l∞(Z, E),
що визначається формулою

(LAx)n = xn + An−1xn−1, n ∈ Z, (4)

має обернений неперервний оператор L−1
A : l∞(Z, E) → l∞(Z, E). Через E2 позначимо

множину операторiв B ∈ L(E,E), для кожного з яких спектр σ(B) не має спiльних точок
з колом {z ∈ C : |z| = 1}. Для кожного такого оператора оператор LB : l∞(Z, E) →
→ l∞(Z, E), що визначається формулою

(LBx)n = xn + Bxn−1, n ∈ Z, (5)

має обернений неперервний оператор L−1
B [9].

Основними в статтi є наступнi двi теореми.

Теорема 1. Нехай для кожного числа H > 0 iснують такi число r > 0 i елемент
A = (An)n∈Z ∈ E1, що

sup
n∈Z, ‖x‖E≤r

‖fn(x)−Anx‖E ≤ r∥∥L−1
A

∥∥
L(l∞(Z,E),l∞(Z,E))

−H. (6)

Тодi для кожного h ∈ l∞(Z, E) рiвняння

Fx = h (7)

має хоча б один розв’язок x ∈ l∞(Z, E).
Окремим випадком цiєї теореми є наступна.

Теорема 2. Нехай для кожного числа H > 0 iснують такi число r > 0 i елемент
B ∈ E2, що

max
‖x‖E≤r

‖g(x)−Bx‖E ≤ r∥∥L−1
B

∥∥
L(l∞(Z,E),l∞(Z,E))

−H. (8)

Тодi для кожного h ∈ l∞(Z, E) рiвняння

Gx = h (9)

має хоча б один розв’язок x ∈ l∞(Z, E).
Цi теореми покладено в основу методу, за допомогою якого з’ясовуються умови iсну-

вання обмежених розв’язкiв нелiнiйних рiзницевих рiвнянь. Ми доведемо цi твердження,
використавши ряд допомiжних результатiв.

Зазначимо, що при використаннi теорем 1 i 2 потрiбно знати норми операторiв L−1
A i

L−1
B . Тому наведемо деяку iнформацiю про цi оператори. Нагадаємо, що оператор
L−1

A , який розглядається в теоремi 1, можна записати у виглядi рiвностi

(
L−1

A h
)
n

=
∑
m∈Z

Gn,mhm,
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в якiй для елементiв Gn,m ∈ L(E,E), (n, m) ∈ Z× Z, виконується спiввiдношення

sup
n∈Z

∑
m∈Z

‖Gn,m‖L(E,E) < +∞

(див., наприклад, [10, 11]). Отже, для норми оператора L−1
A справджується оцiнка∥∥L−1

A

∥∥
L(l∞(Z,E),l∞(Z,E))

≤ sup
n∈Z

∑
m∈Z

‖Gn,m‖L(E,E),

яку можна використати в (6). Оператор L−1
B , що розглядається в теоремi 2, також запи-

сується у виглядi аналогiчної рiвностi, в якiй

Gn,m =
{

(−B)n−mP1, якщо n ≥ m,
−(−B)n−mP2, якщо n < m,

де P1 i P2 — спектральнi проектори, що вiдповiдають спектральним множинам σ1(B) =
= {λ ∈ σ(B) : |λ| < 1} i σ2(B) = {λ ∈ σ(B) : |λ| > 1} (див., наприклад, [12]).

3. Допомiжнi твердження. Наведемо результати про c-неперервнi оператори, необхiд-
нi для доведення теорем 1 и 2.

Позначимо через Pm, де m ∈ Z, лiнiйний неперервний оператор, що дiє у просторi
l∞(Z, E) i визначається рiвнiстю

(Pmx)n =
{

xn, якщо |n| ≤ m,
0, якщо |n| > m.

(10)

Послiдовнiсть (xk)k≥1 елементiв простору l∞(Z, E) називатимемо локально збiжною
до x ∈ l∞(Z, E) при k → ∞ i позначатимемо

xk
loc., l∞(Z,E)−−−−−−−−→ x при k → ∞,

якщо
sup
k∈N

‖xk‖l∞(Z,E) < +∞

i
lim

k→∞
‖Pm(xk − x)‖l∞(Z,E) = 0

для кожного числа m ∈ N.
Оператор H : l∞(Z, E) −→ l∞(Z, E) називається c-неперервним, якщо для довiльних

x ∈ l∞(Z, E) i xk ∈ l∞(Z, E), k ∈ N, для яких

xk
loc., l∞(Z,E)−−−−−−−−→ x при k → ∞,

виконується спiввiдношення

Hxk
loc., l∞(Z,E)−−−−−−−−→ Hx при k → ∞.
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Поняття c-неперервного оператора (на мовi „ε, δ”) введено до розгляду Е. Мухамадi-
євим [13]. Вивчення цих понять було продовжено у роботах [14 – 20]. Визначення c-не-
перервного оператора, що використовує локально збiжнi послiдовностi, запропоновано
автором (див., наприклад, [21, 22]).

Прикладами c-неперервних операторiв є оператори F , G, LA, LB i Pm, що визначаю-
ться вiдповiдно рiвностями (1), (2), (4), (5) i (10).

Легко перевiрити, що якщоA i B — c-неперервнi оператори, то для довiльних чисел α,
β ∈ R оператори αA+βB iAB також є c-неперервними. Також легко перевiрити, що якщо
збiжна послiдовнiсть (Ak)k≥1 c-неперервних елементiв простору L(l∞(Z, E), l∞(Z, E)) збi-
гається до оператора A ∈ L(l∞(Z, E), l∞(Z, E)), тобто

lim
k→∞

‖Ak −A‖L(l∞(Z,E),l∞(Z,E)) = 0,

то оператор A є c-неперервним. Отже, множина A всiх c-неперервних елементiв банахо-
вої алгебри L(l∞(Z, E), l∞(Z, E)) є банаховою пiдалгеброю цiєї алгебри.

Важливими для подальшого є наступнi два твердження про c-неперервнi оператори.

Теорема 3 [11, 14]. Нехай лiнiйний неперервний i c-неперервний операторA : l∞(Z, E) →
→ l∞(Z, E) має обернений неперервний операторA−1. Тодi операторA−1 є c-неперервним.

Теорема 4 [8]. Нехай B — замкнена куля з центром у точцi 0 у банаховому просторi
l∞(Z, E) i оператор C : B → B є c-неперервним. Тодi C має нерухому точку.

Зауважимо, що за теоремою 3 пiдалгебра A алгебри L(l∞(Z, E), l∞(Z, E)) є наповне-
ною [23].

При дослiдженнi нелiнiйних операторiв, що дiють у просторi l∞(Z, E), потрiбно мати
на увазi, що нi c-неперервнiсть не випливає з неперервностi, нi неперервнiсть не випливає
з c-неперервностi (див. [6]).

4. Доведення теорем 1 i 2. Розглянемо у просторi l∞(Z, E) замкнену кулю BR = {x :
‖x‖l∞(Z,E) ≤ R} радiуса R з центром у точцi 0.

Доведемо твердження, з якого випливатиме теорема 1.

Лема 1. Нехай для деяких чисел H > 0, r > 0 i елемента A ∈ E1 справджується
нерiвнiсть (6) i h ∈ BH .

Тодi рiвняння (7) має хоча б один розв’язок x ∈ l∞(Z, E) ∩ Br.

Доведення. Запишемо рiвняння (7) у виглядi

xn + An−1xn−1 = An−1xn−1 − fn−1(xn−1) + hn, n ∈ Z, (11)

i розглянемо c-неперервний оператор W : l∞(Z, E) → l∞(Z, E), що визначається форму-
лою

(Wx)n = An−1xn−1 − fn−1(xn−1) + hn.

Оскiльки оператор LA, що визначається рiвнiстю (4), має неперервний обернений L−1
A ,

то рiвняння (11) можна подати у виглядi

xn =
(
L−1

A Wx
)
n

, n ∈ Z. (12)
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Оператор L−1
A : l∞(Z, E) → l∞(Z, E) на пiдставi теореми 3 є c-неперервним. Тому

завдяки c-неперервностi оператора W : l∞(Z, E) → l∞(Z, E) оператор L−1
A W також буде

c-неперервним.
Крiм того, виконується спiввiдношення

L−1
A W Br ⊂ Br.

Справдi, якщо ‖y‖l∞(Z,E) ≤ r i ‖h‖l∞(Z,E) ≤ H , то згiдно з нерiвнiстю (6)∥∥L−1
A Wy

∥∥
l∞(Z,E)

≤
∥∥L−1

A

∥∥
L(l∞(Z,E),l∞(Z,E))

‖Wy‖l∞(Z,E) ≤

≤
∥∥L−1

A

∥∥
L(l∞(Z,E),l∞(Z,E))

sup
n∈Z, ‖x‖E≤r

‖An−1x− fn−1(x) + hn‖E ≤

≤
∥∥L−1

A

∥∥
L(l∞(Z,E),l∞(Z,E))

(
sup

n∈Z,‖x‖E≤r
‖An−1x− fn−1(x)‖E + ‖h‖l∞(Z,E)

)
≤

≤
∥∥L−1

A

∥∥
L(l∞(Z,E),l∞(Z,E))

(
r∥∥L−1

A

∥∥
L(l∞(Z,E),l∞(Z,E))

−H + ‖h‖l∞(Z,E)

)
≤ r.

Тому завдяки теоремi 4 рiвняння (12) має хоча б один розв’язок x∗ = (x∗n)n∈Z ∈ Br. На
пiдставi рiвносильностi рiвнянь (12) i (11)

x∗n + fn−1(x∗n−1) ≡ hn.

Отже, рiвняння (7) має розв’язок x∗ ∈ Br.
Лему 1 доведено.
Аналогiчним чином доводиться наступна лема.

Лема 2. Нехай для деяких чисел H > 0, r > 0 i елемента B ∈ E2 справджується
нерiвнiсть (8) i h ∈ BH .

Тодi рiвняння (9) має хоча б один розв’язок x ∈ Br.
Очевидно, що теореми 1 i 2 є наслiдками лем 1 i 2.
Зауважимо, що виконання умов теорем 1 i 2 недостатньо для єдиностi розв’язкiв рiв-

нянь (7) i (9), що пiдтверджується наступним прикладом рiзницевого рiвняння.

Приклад 1. Розглянемо нелiнiйне рiзницеве рiвняння

xn + f(xn−1) = hn, (13)

де h ∈ l∞(Z, R) i f : R → R — неперервна функцiя, що визначається рiвнiстю

f(x) =


kx, якщо x ≤ 0,
x, якщо 0 < x ≤ 1,
k(x− 1) + 1, якщо x > 1.

Тут k ∈ R \ {1}.
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Визначимо рiвнiстю
(Kx)n = xn + kxn−1

оператор K, що дiє у просторi l∞(R, R). Цей оператор має неперервний обернений K−1 :
l∞(R, R) → l∞(R, R), який можна подати у виглядi

(K−1y)n =


+∞∑
m=0

(−k)myn−m, якщо |k| < 1,

−
+∞∑
m=1

(−k)−myn+m, якщо |k| > 1,

де y ∈ l∞(Z, R).
Очевидно, що ∥∥K−1

∥∥
L(l∞(Z,R),l∞(Z,R))

=
1∣∣|k| − 1

∣∣ . (14)

Зафiксуємо довiльне число H > 0. Очевидно, що для кожного числа r > 0

max
|x|≤r

|f(x)− kx| ≤ |k − 1| (15)

i, отже, для числа

r ≥ H + |k − 1|∣∣|k| − 1
∣∣ (16)

виконується нерiвнiсть

max
|x|≤r

|f(x)− kx| ≤ r

‖K−1‖L(l∞(Z,R),l∞(Z,R))

−H,

аналогiчна (8), що на пiдставi 14 i (16) збiгається з (15). Тому за теоремою 1 рiвняння (13)
для кожного h = (hn)n∈Z ∈ l∞(Z, R) має хоча б один розв’язок x = (xn)n∈Z ∈ l∞(Z, R).
Таких розв’язкiв може бути нескiнченно багато. Справдi, якщо hn ≡ 0, то це рiвняння має
розв’язки x = (xn)n∈Z, де xn ≡ c i c ∈ [0, 1].

5. Застосування основних теорем. Наведемо застосування теорем 1 i 2 до дослiдження
лiнiйних i нелiнiйних рiзницевих рiвнянь.

5.1. Випадок лiнiйних рiзницевих рiвнянь. Зафiксуємо довiльний елемент Q = (Qn)n∈Z
простору l∞(Z, L(E,E)). Розглянемо лiнiйне рiзницеве рiвняння

xn + Qn−1xn−1 = hn,

де h ∈ l∞(Z, E), та вiдповiдний рiзницевий оператор LQ : l∞(Z, E) → l∞(Z, E), що ви-
значається рiвнiстю

(LQx)n = xn + Qn−1xn−1.

Cправджується наступне твердження.

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2009, т . 12, N◦ 3



374 В. Ю. СЛЮСАРЧУК

Теорема 5. Для кожного числа H > 0 iснують такi число r > 0 i елемент A =
= (An)n∈Z ∈ E1, що

sup
n∈Z, ‖x‖E≤r

‖Qnx−Anx‖E ≤ r∥∥L−1
A

∥∥
L(l∞(Z,E),l∞(Z,E))

−H (17)

тодi i тiльки тодi, коли рiзницевий оператор LQ має обернений неперервний оператор.
Очевидно, що нерiвнiсть (17) рiвносильна нерiвностi

sup
n∈Z

‖Qn −An‖L(E,E) ≤
1∥∥L−1

A

∥∥
L(l∞(Z,E),l∞(Z,E))

− H

r
. (18)

Тут i в теоремi 5 LA — оператор, що визначається рiвнiстю (4).

Доведення. Необхiднiсть. Нехай для кожного числа H > 0 iснують такi число r > 0 i
елемент A ∈ E1, що виконується нерiвнiсть (17). Тодi на пiдставi теореми 1 для оператора
LQ виконується спiввiдношення

R(LQ) = l∞(Z, E). (19)

Покажемо, що
kerLQ = {0}, (20)

тобто рiзницеве рiвняння
xn + Qn−1xn−1 = 0 (21)

має тiльки нульовий обмежений розв’язок. Запишемо це рiвняння у виглядi

xn + An−1xn−1 = (An−1 −Qn−1)xn−1.

Оскiльки оператор LA має неперервний обернений, то у просторi l∞(Z, E) рiвняння (21)
рiвносильне рiвнянню

xn =
(
L−1

A z
)
n

, (22)

де z = (zn)n∈Z i zn = (An−1 −Qn−1)xn−1.
Нехай x∗ = (x∗n)n∈Z — обмежений розв’язок рiвняння (22), тобто

x∗n ≡
(
L−1

A z∗
)
n

, (23)

де z∗ = (z∗n)n∈Z i z∗n = (An−1 −Qn−1)x∗n−1. На пiдставi (18) i (23)

‖x∗‖l∞(Z,E) =
∥∥L−1

A z∗
∥∥

l∞(Z,E)
≤
∥∥L−1

A

∥∥
L(l∞(Z,E),l∞(Z,E))

‖z∗‖l∞(Z,E) ≤

≤
∥∥L−1

A

∥∥
L(l∞(Z,E),l∞(Z,E))

sup
n∈Z

‖Qn −An‖L(E,E)‖x∗‖l∞(Z,E) ≤

≤
∥∥L−1

A

∥∥
L(l∞(Z,E),l∞(Z,E))

(
1∥∥L−1

A

∥∥
L(l∞(Z,E),l∞(Z,E))

− H

r

)
‖x∗‖l∞(Z,E) ≤

≤
(

1− H

r

∥∥L−1
A

∥∥
L(l∞(Z,E),l∞(Z,E))

)
‖x∗‖l∞(Z,E).
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Звiдси та з того, що

0 ≤ 1− H

r

∥∥L−1
A

∥∥
L(l∞(Z,E),l∞(Z,E))

< 1,

випливає рiвнiсть

‖x∗‖l∞(Z,E) = 0,

тобто спiввiдношення (20) виконується. Отже, з рiвностi (19) i теореми Банаха про обер-
нений оператор [24] випливає, що оператор LQ має неперервний обернений.

Достатнiсть. Нехай оператор LQ : l∞(Z, E) → l∞(Z, E) має неперервний оберне-
ний. Тодi Q є елементом множини E1. Зафiксуємо довiльне число H > 0 i виберемо таке
число r > 0, щоб

r∥∥∥L−1
Q

∥∥∥
L(l∞(Z,E),l∞(Z,E))

−H > 0.

Поклавши A = Q, отримаємо нерiвнiсть (17).
Теорему 5 доведено.

Наслiдок 1. Рiзницевий оператор LQ : l∞(Z, E) → l∞(Z, E) має обернений неперерв-
ний оператор тодi i тiльки тодi, коли iснує елемент A = (An)n∈Z ∈ E1, для якого

sup
n∈Z

‖Qn −An‖L(E,E) <
1∥∥L−1

A

∥∥
L(l∞(Z,E),l∞(Z,E))

. (24)

Доведення. Нехай для деякого елемента A = (An)n∈Z ∈ E1 виконується нерiвнiсть
(24). Зафiксуємо довiльне число H > 0. Виберемо число r > 0 так, щоб

1∥∥L−1
A

∥∥
L(l∞(Z,E),l∞(Z,E))

− sup
n∈Z

‖Qn −An‖L(E,E) >
H

r
.

Тодi справджуватиметься нерiвнiсть (18), а отже, i нерiвнiсть (17). Тому за теоремою 5
оператор LQ : l∞(Z, E) → l∞(Z, E) має обернений неперервний оператор.

Навпаки, якщо оператор LQ : l∞(Z, E) → l∞(Z, E) має обернений неперервний опе-
ратор, то за теоремою 5 для кожного числа H > 0 iснують число r > 0 i елемент
A = (An)n∈Z ∈ E1, для яких виконується нерiвнiсть (17) i, отже, нерiвнiсть (18). Iз (18)
випливає (24).

Наслiдок 1 доведено.

Наслiдок 2. Рiзницевий оператор LA : l∞(Z, E) → l∞(Z, E), що визначається рiвнiс-
тю

(LAx)n = xn + Axn−1,

де A ∈ L(E,E), має обернений неперервний оператор тодi i тiльки тодi, коли iснує
елемент B ∈ E2, для якого

‖A−B‖L(E,E) <
1∥∥L−1

B

∥∥
L(l∞(Z,E),l∞(Z,E))

.
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У цьому твердженнi L−1
B — оператор, що визначається рiвнiстю (5).

Зазначимо, що наведенi умови оборотностi лiнiйних рiзницевих операторiв є новими.

5.2. Малi на нескiнченностi збурення лiнiйних рiзницевих рiвнянь. Наведемо ще одне
твердження, яке можна отримати за допомогою теореми 1.

Розглянемо рiзницеве рiвняння

xn + An−1xn−1 + fn−1(xn−1) = hn, (25)

де A = (An)n∈Z ∈ l∞(Z, L(E,E)), h = (hn)n∈Z ∈ l∞(Z, E) i fn : E → E, n ∈ Z, —
неперервнi вiдображення, що задовольняють спiввiдношення (3).

Використаємо лiнiйний оператор LA : l∞(Z, E) → l∞(Z, E), що визначається форму-
лою (4).

Окремим випадком теореми 1 є наступне твердження.

Теорема 6. Нехай оператор LA : l∞(Z, E) → l∞(Z, E) має неперервний обернений
(LA)−1 i

lim
r→+∞

sup
n∈Z, ‖x‖E≤r

‖fn(x)‖E

r
<

1∥∥L−1
A

∥∥
L(l∞(Z,E),l∞(Z,E))

. (26)

Тодi рiзницеве рiвняння (25) для кожної послiдовностi h = (hn)n∈Z ∈ l∞(Z, E) має
хоча б один розв’язок x = (xn)n∈Z ∈ l∞(Z, E).

Справдi, завдяки умовам теореми для кожного числа H > 0 iснує таке число r > 0,
що виконується спiввiдношення

sup
n∈Z, ‖x‖E≤r

‖fn(x)‖E ≤ r∥∥L−1
A

∥∥
L(l∞(Z,E),l∞(Z,E))

−H,

аналогiчне нерiвностi (6). Тому на пiдставi теореми 1 справджується теорема 6.

Наслiдок 3. Нехай оператор LA : l∞(Z, E) → l∞(Z, E) має неперервний обернений
(LA)−1 i fn : E → E, n ∈ Z, — неперервнi вiдображення, для яких

sup
(n,x)∈Z×E

‖fn(x)‖E < +∞.

Тодi рiзницеве рiвняння (25) для кожної послiдовностi h = (hn)n∈Z ∈ l∞(Z, E) має
хоча б один розв’язок x = (xn)n∈Z ∈ l∞(Z, E).

Наслiдок 4. Нехай вiдображення fn : E → E, n ∈ Z, неперервнi, задовольняють
спiввiдношення (3) i

lim
r→+∞

sup
n∈Z, ‖x‖E≤r

‖fn(x)‖E

r
< 1.

Тодi для кожної послiдовностi h = (hn)n∈Z ∈ l∞(Z, E) рiзницеве рiвняння

xn + fn−1(xn−1) = hn
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має хоча б один розв’язок x = (xn)n∈Z ∈ l∞(Z, E).

Бiльш загальне твердження, нiж теорема 6, мiститься в [7].
Зауважимо, що нерiвнiсть (26) не можна покращити навiть у випадку лiнiйного рiзни-

цевого рiвняння (25). Також у цьому рiвняннi неперервнi вiдображення fn : E → E, n ∈
∈ Z, можуть бути такими, що c-неперервний оператор F : l∞(Z, E) →
→ l∞(Z, E), який визначається рiвнiстю

(Fx)n = fn−1(xn−1),

є розривним у кожнiй точцi простору l∞(Z, E) i, отже, є нелiпшицевим оператором, як у
наступному прикладi.

Приклад 2. Нехай {rn : n ∈ Z} — довiльна скрiзь щiльна на R множина дiйсних чисел
(такою множиною може бути множина всiх рацiональних чисел). Розглянемо нелiнiйне
рiзницеве рiвняння

xn + kxn−1 + fn−1(xn−1) = hn, (27)

де k ∈ R \ {1}, h = (hn)n∈Z ∈ l∞(R, R) i fn : R → R — неперервна функцiя, що визначає-
ться рiвнiстю

fn(x) = sin
(
n
√
|x− rn|+

π

4

)
.

Визначимо c-неперервний оператор F : l∞(R, R) → l∞(R, R) формулою

(Fx)n = sin
(
(n− 1)

√
|xn−1 − rn−1|+

π

4

)
.

Зафiксуємо довiльний елемент z = (zn)n∈Z ∈ l∞(R, R). Кожному дiйсному числу δ по-
ставимо у вiдповiднiсть елемент zδ = (zn + δ)n∈Z ∈ l∞(R, R). Оскiльки для неперервних

функцiй sin
(
n
√
|x− rn|+

π

4

)
, n ∈ Z, немає жодного iнтервалу (α, β) ⊂ R, на якому б цi

функцiї були рiвностепенево неперервними [24], то

lim
δ→0

‖Fzδ − Fz‖l∞(R,R) 6= 0,

тобто оператор F : l∞(R, R) → l∞(R, R) не є неперервним у точцi z = (zn)n∈Z. Завдяки
довiльностi вибору z оператор F не є неперервним у всiх точках простору l∞(R, R) i, отже,
є нелiпшицевим.

На пiдставi прикладу 1 та наслiдку 3 для кожної послiдовностi h ∈ l∞(R, R) рiзницеве
рiвняння (27) має у просторi l∞(R, R) хоча б один розв’язок.
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