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ПРО ПЕРIОДИЧНI РОЗВ’ЯЗКИ НЕЛIНIЙНИХ АВТОНОМНИХ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ СИСТЕМ У КРИТИЧНОМУ ВИПАДКУ
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We suggest a new numerical-analytical algorithm for studying periodic solutions of nonlinear autonomous
systems of ordinaary differential equations in the critical case.

Предложен новый численно-аналитический алгоритм исследования периодических решений не-
линейных автономных систем обыкновенных дифференциальных уравнений в критическом
случае.

Дану роботу присвячено дослiдженню iснування перiодичних розв’язкiв нелiнiйної авто-
номної системи диференцiальних рiвнянь з видiленою лiнiйною частиною

dx

dt
= Jx + g(x), x, g ∈ Rn, (1)

у випадку, коли всi розв’язки вiдповiдної лiнiйної диференцiальної системи мають деякий
спiльний перiод T, а перiод розв’язку нелiнiйної системи або збiгається з T, або близький
до нього. Аналогiчнi питання розглядалися у багатьох роботах (див., наприклад, [1 – 5]).
Iнструментом дослiдження є модифiкацiя чисельно-аналiтичного методу [6, 7], особли-
вiсть якої полягає в тому, що обмеження на матрицю Лiпшиця стосуються не всiєї правої
частини, а лише нелiнiйностi g(x).

1. T -перiодичнi розв’язки нелiнiйної системи. Розглянемо нелiнiйну автономну систе-
му звичайних диференцiальних рiвнянь (1), у якiй J — (n × n)-вимiрна дiйсна стала ма-
триця, така, що вiдповiдна лiнiйна однорiдна система

dx

dt
= Jx (2)

має n нетривiальних розв’язкiв перiоду T = 2Π/ν. Будемо дослiджувати питання iснуван-
ня та наближеної побудови перiодичних розв’язкiв системи (1), перiод яких збiгається
з перiодом T розв’язкiв вiдповiдної лiнiйної системи (2). Зрозумiло, що власнi значення
матрицi J дорiвнюють нулю або є суто уявними. Оскiльки таку матрицю перетворенням
подiбностi завжди можна звести до канонiчної кососиметричної матрицi, то без обмежен-
ня загальностi можемо вважати, що

J = diag
{(

0 ν1

−ν1 0

)
, . . . ,

(
0 νq

−νq 0

)
, 0, . . . , 0

}
, νi

... ν. (3)

Припускаємо, що в областi x ∈ D ⊂ Rn, D = {x | 0 ≤ r ≤ ‖x‖ ≤ R} , ‖x‖ =

√
n∑

i=1
|xi|2,

виконуються такi умови:
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74 I. I. КОРОЛЬ

A) функцiя g(x) є визначеною, неперервною i задовольняє умови обмеженостi i Лiп-
шиця з невiд’ємними сталими M i K :

‖g(x)‖ ≤ M,
∥∥g

(
x′

)
− g

(
x′′

)∥∥ ≤ K
∥∥x′ − x′′

∥∥; (4)

B) MT ≤ R− r, qK < 1, де q =
√

2
15

T.

Згiдно з [6, 7] T -перiодичний розв’язок системи (1) будемо шукати як границю реку-
рентної послiдовностi

xm+1(t, ξ) = x0(t, ξ) +

t∫
0

eJ(t−s)

g(xm(s, ξ))− 1
T

T∫
0

eJ(s−σ)g(xm(σ, ξ))dσ

 ds,

(5)

x0(t, ξ) = eJtξ, m = {0}
⋃

N.

Необхiднi та достатнi умови iснування T -перiодичного розв’язку системи (1) мiстять
наступнi леми.

Лема 1. Нехай нелiнiйна автономна диференцiальна система (1) має T -перiодичний
розв’язок ϕ(t) = ϕ(t, ξ∗). Тодi його початковим значенням є ϕ(0) = ξ∗, де ξ∗ таке, що

T∫
0

e−Jsg(ϕ(s, ξ∗))ds = 0. (6)

Доведення вiдповiдного твердження у випадку лiнiйних крайових умов загального ви-
гляду можна знайти в [4].

Лема 2. Нехай ξ = ξ∗ i функцiя ϕ(t) = ϕ(t, ξ∗) задовольняють алгебраїчне рiвняння
(6) i iнтегральне рiвняння

x(t) = eJtξ +

t∫
0

eJ(t−s)

g(x(s))− 1
T

T∫
0

eJ(s−σ)g(x(σ))dσ

 ds. (7)

Тодi ϕ(t), ϕ(0) = ξ∗, є T -перiодичним розв’язком автономної диференцiальної систе-
ми (1).

Доведення. Нехай функцiя ϕ(t, ξ) є розв’язком iнтегрального рiвняння (7), тодi

ϕ(t, ξ) = eJtϕ(0) +

t∫
0

eJ(t−s)

g(ϕ(s, ξ))− t

T

T∫
0

eJ(t−s)g(ϕ(s, ξ))

 ds.

З того, що ξ = ξ∗ i ϕ(t) = ϕ(t, ξ∗) задовольняють рiвняння (6), випливає, що викону-
ється тотожнiсть

ϕ(t) ≡ eJtϕ(0) +

t∫
0

eJ(t−s)f(s, ϕ(s))ds,
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тобто ϕ(t) є T -перiодичним розв’язком системи (1).
Лему доведено.
На пiдставi нерiвностi Кошi – Буняковського для довiльної неперервної вектор-функцiї

f(t), t ∈ [a, b] ⊆ [0, T0], отримуємо наступнi оцiнки:

∥∥∥∥∥∥
b∫

a

eJ(t−s)f(s)ds

∥∥∥∥∥∥ ≤ √
b

√√√√√ b∫
a

∥∥e(t−s)f(s)
∥∥2

ds ≤

≤
√

b

√√√√√ b∫
a

〈
eJ(t−s)f(s), eJ(t−s)f(s)

〉
ds ≤

√
b− a

√√√√√ b∫
a

‖f(s)‖2 ds, (8)

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

eJ(t−s)

f(s)− 1
T

T∫
0

eJ(s−σ)f(σ)dσ

 ds

∥∥∥∥∥∥ ≤

≤
(

1− t

T

) ∥∥∥∥∥∥
t∫

0

eJ(t−s)f(s)ds

∥∥∥∥∥∥ +
t

T

∥∥∥∥∥∥
T∫

t

eJ(t−s)f(s)ds

∥∥∥∥∥∥ ≤

≤
(

1− t

T

)√
t

√√√√√ t∫
0

‖f(s)‖2ds +
t

T

√
T − t

√√√√√ T∫
t

‖f(s)‖2ds. (9)

Крiм того, з результатiв [7] маємо

rm(t) ≤ qm−1r1(t),

де

rm(t) =
(

1− t

T

)√
t

√√√√√ t∫
0

r2
m−1 (s) ds +

t

T

√
T − t

√√√√√ T∫
t

r2
m−1(s)ds,

r0(t) = 1, m ∈ N.

Беручи до уваги (4), (9), оцiнюємо вiдхилення першого наближення:

‖x1(t, ξ)− x0(t, ξ)‖ =

=

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

eJ(t−s)

g(x0(s, ξ))ds− 1
T

T∫
0

eJ(s−σ)g(x0(σ, ξ))dσ

 ds

∥∥∥∥∥∥ ≤
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≤


(

1− t

T

)√
t

√√√√√ t∫
0

‖g(x0(s, ξ))‖2 ds +
t

T

√
T − t

√√√√√ T∫
t

‖g(x0(s, ξ))‖2 ds

 ≤

≤ r1(t)M ≤ MT

2
. (10)

Оскiльки ‖x0(t, ξ)‖ = ‖ξ‖ , то, вибираючи довiльну точку ξ з областi

D0 =
{

ξ

∣∣∣∣ 0 ≤ r +
MT

2
≤ ‖ξ‖ ≤ R− MT

2

}
, D0 ⊂ D,

з (10) за правилом трикутника одержуємо нерiвностi

‖x1(t, ξ)‖ ≤ ‖x1(t, ξ)− x0(t, ξ)‖+ ‖x0(t, ξ)‖ ≤ R,

‖x1(t, ξ)‖ ≥ ‖x0(t, ξ)‖ − ‖x1(t, ξ)− x0(t, ξ)‖ ≥ r.

Таким чином, x1(t, ξ) ∈ D. Шляхом iндукцiї можна переконатися, що при всiх m ∈ N

‖xm(t, ξ)− x0(t, ξ)‖ ≤ Mr1(t) ≤
MT

2
,

а отже, r ≤ ‖xm(t, ξ)‖ ≤ R, i всi члени послiдовностi (5) належать областi D.

За допомогою (4), (9) оцiнимо рiзницю сусiднiх членiв послiдовностi (5):

‖xm+1(t, ξ)− xm(t, ξ)‖ =

=

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

eJ(t−s)

{
(g(xm(s, ξ))− g(xm−1(s, ξ))) ds −

− 1
T

T∫
0

eJ(s−σ) (g(xm(σ, ξ))− g(xm−1(σ, ξ))) dσ

}
ds

∥∥∥∥∥∥ ≤

≤


(

1− t

T

)√
t

√√√√√ t∫
0

‖g(xm(s, ξ))− g(xm−1(s, ξ))‖2ds+
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+
t

T

√
T − t

√√√√√ T∫
t

‖g(xm(s, ξ))− g(xm−1(s, ξ))‖2ds

 ≤

≤ K


(

1− t

T

)√
t

√√√√√ t∫
0

‖xm(s, ξ)− xm−1(s, ξ)‖2ds+

+
t

T

√
T − t

√√√√√ T∫
t

‖xm(s, ξ)− xm−1(s, ξ)‖2ds

 . (11)

Таким чином, з (10), (11) одержуємо

‖x2(t, ξ)− x1(t, ξ)‖ ≤

≤ K


(

1− t

T

)√
t

√√√√√ t∫
0

‖x1(s, ξ)− x0(s, ξ)‖2ds +
t

T

√
T − t

√√√√√ T∫
t

‖x1(s, ξ)− x0(s, ξ)‖2ds

≤

≤ KM


(

1− t

T

)√
t

√√√√√ t∫
0

r2
1(s)ds +

t

T

√
T − t

√√√√√ T∫
t

r2
1(s)ds

 ≤ KMr2(t) ≤ qKMr1(t).

Методом математичної iндукцiї отримуємо оцiнку

‖xm+1(t, ξ)− xm(t, ξ)‖ ≤ (qK)mMr1(t),

а тому для всiх m ∈ N, j ≥ 1 маємо

‖xm+j (t, ξ)− xm (t, ξ)‖ ≤
j−1∑
k=0

‖xm+k+1 (t, ξ)− xm+k (t, ξ)‖ ≤

≤
j−1∑
k=0

(qK)m+kMr1(t) ≤ (qK)m
j−1∑
k=0

(qK)kM1r1(t). (12)

З (12) i умови B випливає, що послiдовнiсть (5) рiвномiрно збiгається при m → ∞ в
областi (t, ξ) ∈ R ×D0 до граничної функцiї x∗(t, ξ). Переходячи до границi при j → ∞,
одержуємо оцiнку

‖x∗(t, ξ)− xm(t, ξ)‖ ≤ (qK)m

1− qK
Mr1(t). (13)

Як границя T -перiодичних функцiй xm(t, ξ), функцiя x∗(t, ξ) також є T -перiодичною i
при t = 0 набуває початкового значення x∗(0, ξ) = x0. Переходячи в (5) до границi при
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m → ∞, бачимо, що гранична функцiя x∗(t, ξ) є розв’язком iнтегрального рiвняння (7), а
тому, згiдно з лемами 1, 2, є T -перiодичним розв’язком системи (1) тодi i тiльки тодi, коли

∆(ξ) = 0, (14)

де ∆(ξ)
df≡

∫ T
0 e−Jsg (x∗(s, ξ)) ds. Таким чином, можемо сформулювати наступний резуль-

тат.

Теорема 1. Нехай система (1) задовольняє умови А, B. Тодi:

1) послiдовнiсть функцiй xm(t, ξ) вигляду (5) при m → ∞ рiвномiрно збiгається вiд-
носно (t, ξ) ∈ R × D0 до граничної функцiї x∗(t, ξ) i при всiх натуральних m справджу-
ються оцiнки збiжностi (13);

2) гранична функцiя x∗(t, ξ) є T -перiодичною по t i набуває початкового значення
x∗(0, ξ) = ξ;

3) функцiя x∗(t) = x∗(t, ξ∗) є T -перiодичним розв’язком системи диференцiальних
рiвнянь (1) тодi i тiльки тодi, коли точка ξ = ξ∗ є розв’язком рiвняння (14).

Зробити висновки щодо наявностi перiодичних розв’язкiв системи (1) можна i не зна-
ходячи граничну функцiю x∗(t, ξ). Наступне твердження мiстить конструктивнi достатнi
умови iснування перiодичних розв’язкiв, для перевiрки яких досить знати лише наближенi
розв’язки xm(t, ξ).

Теорема 2. Нехай для системи (1) справджуються припущення А, B i, крiм того:

1) iснує опукла, замкнена область D1 ⊂ D0 така, що при деякому фiксованому нату-
ральному m в областi D1 мiститься єдина особлива точка ξ = ξm ненульового iндексу
вiдображення ∆m(ξ) : D0 → Rn :

∆m(ξ) =

T∫
0

e−Jsg(xm(s, ξ))ds;

2) на границi ∂D1 областi D1 виконується нерiвнiсть

inf
ξ∈∂D1

|∆m (ξ)| >

(
qK

)m+1

1− qK
TM.

Тодi система (1) має T -перiодичний розв’язок x = x∗(t) = x∗(t, ξ∗) з початковим
значенням x(0) = ξ∗, де ξ∗ ∈ D1.
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Доведення. При m ≥ 1 з (4), (8), (13) отримуємо оцiнки

‖∆(ξ)−∆m(ξ)‖ =

∥∥∥∥∥∥
T∫

0

e−Js
(
g(x∗(s, ξ))− g(xm(s, ξ))

)
ds

∥∥∥∥∥∥ ≤

≤
√

T

√√√√√ T∫
0

‖g(x∗(s, ξ))− g(xm(s, ξ))‖2ds ≤

≤ KM
(qK)m

1− qK

√
T

√√√√√ T∫
0

r2
1(s)ds ≤ (qK)m+1

1− qK
TM.

Далi, як i при доведеннi теореми 3.1 [8], встановлюємо гомотопнiсть полiв ∆(ξ) i ∆m(ξ),
що i завершує доведення теореми.

2. Побудова розв’язкiв з перiодами, близькими до T . Актуальним є питання iснуван-
ня i наближеної побудови перiодичних розв’язкiв нелiнiйної системи (1), перiод T1 яких
незначно вiдрiзняється вiд перiоду T розв’язкiв вiдповiдної лiнiйної системи (2). Оскiльки
T1 невiдомий, то будемо шукати його у виглядi T1 = (1 + δ)T, де δ — невiдомий малий
параметр. З огляду на те, що (1) є автономною системою, одну з координат ξ1, . . . , ξn мо-
жемо взяти рiвною нулю [1, 2]. Без обмеження загальностi покладемо ξn = 0. Тодi для
побудови розв’язку нелiнiйної системи (1) нам потрiбно знайти n невiдомих: ξδ ∈ Rn,
ξδ = (ξ1, . . . , ξn−1, δ).

За допомогою замiни незалежної змiнної

t = (1 + δ)τ (15)

одержуємо задачу знаходження перiодичного з вiдомим фiксованим перiодом T розв’язку
автономної системи

dx

dτ
= Jx + f(x, δ), f(x, δ) = g(x) + δ(Jx + g(x)), (16)

щодо якої припускаємо, що в областi t ∈ R, x ∈ D, |δ| ≤ δ0 виконується умова A i, крiм
того,

B1) MδT ≤ R− r, qKδ < 1, де Mδ = M + δ0(M + ‖J‖R), Kδ = K + δ0(K + ‖J‖).
Згiдно з викладеним вище, T -перiодичний розв’язок системи (16) будемо шукати як

границю рекурентної послiдовностi

x̃m+1(τ, ξδ) = x̃0(τ, ξδ) +

τ∫
0

eJ(τ−s)

f(x̃m(s, ξδ), δ)−
1
T

T∫
0

eJ(s−σ)f(x̃m(σ, ξδ), δ)dσ

 ds,

(17)

x̃0(τ, ξδ) = eJτx0, x0 = (ξ1, . . . , ξn−1, 0), m = {0}
⋃

N.
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Неважко переконатися, що справедливими є наступнi твердження.

Лема 3. Нехай нелiнiйна автономна диференцiальна система (16) має T -перiодичний
розв’язок ϕ(τ) = ϕ(τ, ξ∗δ ). Тодi iснує ξ∗δ = (ξ∗1 , . . . , ξ

∗
n−1, δ

∗) таке, що

T∫
0

e−Jsf(ϕ(s, ξ∗δ ), δ∗)ds = 0 (18)

i ϕ(τ) набуває початкового значення ϕ(0) = (ξ∗0 , . . . , ξ
∗
n−1, 0).

Лема 4. Нехай ξδ = ξ∗δ i функцiя ϕ(τ) = ϕ(τ, ξ∗δ ) задовольняють алгебраїчне рiвняння
(18) i iнтегральне рiвняння

x(τ) = eJτx0 +

τ∫
0

eJ(τ−s)

f(x(s), δ)− 1
T

T∫
0

eJ(s−σ)f(x(σ), δ)dσ

 ds. (19)

Тодi ϕ(τ), ϕ(0) = (ξ∗1 , . . . , ξ
∗
n−1, 0), є T -перiодичним розв’язком автономної диференцi-

альної системи (16).

Теорема 3. Нехай система (16) задовольняє умови А, B1. Тодi:
1) послiдовнiсть функцiй x̃m(t, ξδ) вигляду (17) при m → ∞ рiвномiрно збiгається

вiдносно (t, ξδ) ∈ R×Dδ, ξδ = (x0, δ),

Dδ = D1 × Iδ, D1 = {x0 | 0 ≤ r + MδT ≤ ‖x0‖ ≤ R−MδT} , D1 ⊂ Rn−1, Iδ = [−δ0, δ0],

до граничної функцiї x̃∗(τ, ξδ) i при всiх натуральних m справджуються оцiнки збiжностi

‖x̃∗(τ, ξδ)− x̃m(τ, ξδ)‖ ≤
(qKδ)m

1− qKδ
Mδr1(τ); (20)

2) гранична функцiя x̃∗(τ, ξδ) є T -перiодичною по t i набуває початкового значення
x̃∗(0, ξδ) = (x0, 0);

3) функцiя x̃∗(τ) = x̃∗(τ, ξ∗δ ) є T -перiодичним розв’язком системи диференцiальних
рiвнянь (1) тодi i тiльки тодi, коли точка ξ = ξ∗δ = (x∗0, δ

∗) є розв’язком рiвняння

T∫
0

e−Jsf(x̃∗(s, ξδ), δ)ds = 0.

.

Теорема 4. Нехай для системи (16) справджуються припущення А, B1 i, крiм того:
1) iснує опукла, замкнена область D′

δ = D′
1 × I ′δ, D′

1 ⊂ D1, I ′δ ⊂ Iδ така, що при
деякому фiксованому натуральному m наближене визначальне рiвняння ∆̃m(ξδ) = 0, де

∆̃m(ξδ) =

T∫
0

e−Jsf(x̃m(s, ξδ), δ)ds, ∆̃m(ξδ) : Dδ → Rn,
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має в областi D′
δ єдиний розв’язок ξδ = ξδm ненульового iндексу;

2) на границi ∂D′
δ областi D′

δ виконується нерiвнiсть

inf
ξδ∈∂D′

δ

∣∣∣∆̃m (ξδ)
∣∣∣ >

(
qKδ

)m+1

1− qKδ
TMδ.

Тодi система (1) має T -перiодичний розв’язок x = x∗(τ) = x∗(τ, ξ∗) з початковим
значенням x(0) = x∗0, x∗0 ∈ D′

1.
Враховуючи замiну (15), одержуємо T1 = (1 + δ∗)T -перiодичний розв’язок x∗(t) зада-

чi (1).

3. Квазiлiнiйнi автономнi системи. Розглянемо квазiлiнiйну автономну систему зви-
чайних диференцiальних рiвнянь

dx

dt
= Jx + εg(x, ε), (21)

де ε — малий додатний параметр, ε ∈ [0, ε0], ε0 << 1, t ∈ R x, g ∈ Rn, J — стала (n × n)-
вимiрна матриця вигляду (3) i функцiя g(x, ε) задовольняє умову A в областi (x, ε) ∈ D ×
×[0, ε0].

Розглянемо питання iснування i наближеної побудови T1 = T1(ε)-перiодичного розв’яз-
ку системи (21), T1(ε) = (1 + εα(ε))T. Виконуючи замiну незалежної змiнної t =

(
1 +

+ε α(ε)
)
τ, α(0) = α0, α ∈ Iα = [−α, α], переходимо до задачi знаходження перiодичного

з вiдомим фiксованим перiодом T розв’язку автономної системи

dx

dτ
= Jx + εh(x, ε), h(x, ε) = α(ε)Jx +

(
1 + ε α(ε)

)
g(x, ε), (22)

який при ε = 0 перетворюється на один з T -перiодичних розв’язкiв x(t) = eJtx0, x0 =
= (ξ1, . . . , ξn−1, 0), породжуючої для (22) лiнiйної однорiдної системи (2).

З метою вiдшукання T -перiодичного розв’язку системи (22) побудуємо рекурентну
послiдовнiсть

xm+1(τ, ξα, ε) = x0(τ, ξα)+ε

τ∫
0

eJ(τ−s)

h(xm(s, ξα, ε), ε)− 1
T

T∫
0

eJ(s−σ)h(xm(σ, ξα, ε), ε)dσ

ds,

x0(τ, ξα, ε) = eJτx0, ξα = (ξ1, . . . , ξn−1, α), α = α(ε), m = {0}
⋃

N.

Зрозумiло, що в областi (τ, x, α, ε) ∈ R×D×Iα×[0, ε0] при достатньо малому ε0 мають
мiсце нерiвностi

ε0MαT ≤ R− r, ε0qKα < 1,

де Mα = α‖J‖R + (1 + ε0α)M, Kα = α‖J‖ + (1 + ε0α)K, а тому твердження, аналогiчнi
теоремам 1 i 2, справджуються i для системи (22), i при цьому вiдповiднi оцiнки мають
вигляд

‖x∗(τ, ξα, ε)− xm(τ, ξα, ε)‖ ≤ ε0

(
ε0qKα

)m
1− ε0qKα

Mαr1(τ),
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inf
ξ∈∂Dα

‖∆m(ξα)‖ >

(
ε0qKα

)m+1

1− ε0qKα
TMα,

де x∗(τ, ξα, ε) = lim
m→∞

xm(τ, ξα, ε),

∆(ξα) =

T∫
0

e−Jsh(x∗(s, ξα, ε), ε)ds,

∆m(ξα) =

T∫
0

e−Jsh(xm(s, ξα, ε), ε)ds, m = 0, 1, 2, . . . .

Наступне твердження дозволяє робити висновки про iснування перiодичного розв’яз-
ку з аналiзу наближеного визначального рiвняння вже при m = 0.

Теорема 5. Нехай система (22) задовольняє умову А i вiдображення

∆0(ξα) =

T∫
0

e−Jsh(x0(s, ξα), ε)ds

має в областi D′
α ⊂ Dα, D′

α = D′
1 × I ′α, Dα = D1 × Iα, D′

1 ⊂ D1, I ′α ⊂ Iα, iзольовану
особливу точку ξα = ξ0α ненульового iндексу.

Тодi iснує ε1 таке, що при всiх 0 < ε < ε1 система (21) має T1(ε) = (1 + εα∗(ε))T -
перiодичний розв’язок, який при ε = 0 перетворюється на T -перiодичний розв’язок
x(t) = eJtξ∗, x(0) = ξ∗, ξ∗ ∈ D′

α, породжуючої лiнiйної однорiдної системи (2).
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