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ПОБУДОВА АСИМПТОТИЧНИХ РОЗВ’ЯЗКIВ
СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНОЇ ЛIНIЙНОЇ СИСТЕМИ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ
З IРРЕГУЛЯРНОЮ ОСОБЛИВОЮ ТОЧКОЮ
У ВИПАДКУ КРАТНОГО СПЕКТРА ГРАНИЧНОЇ МАТРИЦI

В. П. Яковець, О. В. Головченко

Нiжин. ун-т
Україна, 16600, Нiжин Чернiгiвської обл., вул. Кропив’янського, 2

We construct asymptotic solutions of a singularly perturbed system of differential equations with an irregular
singular point. We consider the cases where the main matrix has a multiple eigen value to which there
correspond either a single or several elementary divisors of the same multiplicity. We find that, in the case
of multiple elementary divisors, the corresponding asymptotic expansions can be constructed in the form
of a double series with fractional powers of the parameter and the ratio of the independent variable and
the parameter.

Побудовано асимптотичнi розв’язки сингулярно збуреної лiнiйної системи диференцiальних рiв-
нянь з iррегулярною особливою точкою. Розглянуто випадки, коли головна матриця має крат-
не власне значення, якому вiдповiдає один або кiлька елементарних дiльникiв однакової крат-
ностi. Встановлено, що у випадку кратних елементарних дiльникiв вiдповiднi асимптотичнi
розвинення можна побудувати у виглядi подвiйних рядiв за дробовими степенями параметра
та вiдношення незалежної змiнної i параметра.

1. Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь

εh
dz

dx
= xgA (x, ε) z + f (x, ε) exp

(
ε−h θ x

g+1

g + 1

)
(1)

з iррегулярною особливою точкою x = ∞, де z (x, ε) — шуканий n-вимiрний вектор; ε —
малий комплексний параметр; ε ∈ πε = {0 < |ε| < ε0, γ ≤ arg ε ≤ δ} ; x — комплексна
змiнна; x ∈ S = {|x| ≥ a, α ≤ arg x ≤ β} ; h i g — невiд’ємнi цiлi числа, h+ g ≥ 1; A (x, ε)
— квадратна матриця n-го порядку, f (x, ε) — n-вимiрний вектор, якi в областях S та πε

допускають асимптотичнi розвинення

A (x, ε) =
∞∑

s=0

∞∑
k=0

εkx−sAsk, (2)

f (x, ε) =
∞∑

s=0

∞∑
k=0

εkx−sfsk; (3)

θ — комплексне число.
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Такi системи уперше дослiджено в роботi [1], де здiйснено асимптотичне розщеплен-
ня вiдповiдної однорiдної системи на пiдсистеми меншої розмiрностi. Питання побудови
розв’язкiв системи вигляду (1) розглянуто в роботi [2] за умови простого спектра гра-
ничної матрицi. Випадок кратного власного значення граничної матрицi виявився значно
складнiшим i в данiй статтi розглядається вперше.

2. Розглянемо спочатку однорiдну систему

εh
dz

dx
= xgA (x, ε) z. (4)

Будемо вважати, що матриця A00 має власне значення λ0 кратностi n, якому вiдпо-
вiдає елементарний дiльник такої самої кратностi. Як вiдомо [3, с. 177], цьому власному
значенню вiдповiдає жорданiв ланцюжок векторiв завдовжки n, який складається з влас-
ного вектора ϕ1 та n− 1 приєднаних векторiв ϕi, i = 2, n, таких, що виконуються спiввiд-
ношення

(A00 − λ0E) ϕ1 = 0,
(5)

(A00 − λ0E) ϕi = ϕi−1, i = 2, n.

Вектори ϕi, i = 1, n, визначаються неоднозначно. Цю неоднозначнiсть згiдно з [4, с. 35]
можна усунути, визначивши їх за формулами

ϕi = Hϕi−1, i = 2, n, (6)

деH — напiвобернена матриця до матрицiA00−λ0E.Нехай ϕ1 = ϕ— деякий фiксований
власний вектор. Тодi з (6) випливає

ϕi = H i−1ϕ, i = 1, n. (7)

Позначимо через ϕ елемент нуль-простору матрицi (A00 − λ0E)∗, спряженої з A00 −
−λ0E, визначивши його так, щоб виконувалась рiвнiсть [4, с. 35]

(H i−1ϕ,ψ) = δi,n, (8)

де δi,j — символ Кронекера, а символом ( , ) позначено скалярний добуток в n-вимiрному
унiтарному просторi.

Виявляється, що в цьому випадку розв’язки системи (4) можна побудувати у виглядi

розвинень за дробовими степенями ε та вiдношенням
1
x

та ε.

Справджується наступна теорема.

Теорема 1. Нехай виконуються умови:
1) матрицяA00 має власне значення λ0 кратностi n, якому вiдповiдає елементарний

дiльник такої самої кратностi;

2)

∣∣∣∣ 1
xε

∣∣∣∣ < 1;
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3) (A01ϕ,ψ) 6= 0.
Тодi система рiвнянь (4) має n частинних формальних розв’язкiв вигляду

z(x, ε) = u
(τ
ε
, µ
)

exp

−ε−h

τ∫
0

τ−(g+2)λ
(τ
ε
, µ
)
dτ

 , (9)

де u
(τ
ε
, µ
)

— n-вимiрний вектор, λ
(τ
ε
, µ
)

— скалярна функцiя, якi допускають фор-

мальнi розвинення

u
(τ
ε
, µ
)

= ϕ+
∞∑

s=0

∞∑
k=1

(τ
ε

)s
µkusk, (10)

λ
(τ
ε
, µ
)

= λ0 +
∞∑

s=0

∞∑
k=1

(τ
ε

)s
µkλsk, (11)

в яких τ =
1
x
, µ = n

√
ε.

Доведення. За допомогою пiдстановки x =
1
τ

зведемо систему (4) до вигляду

−εhτ g+2 dz

dτ
= A (τ, ε) z.

Пiдставивши в цю систему вектор (9) i поклавши τ̃ =
τ

ε
, матимемо

−µn(h+g+1)τ̃ g+2du (τ̃ , µ)
dτ̃

+ λ (τ̃ , µ)u (τ̃ , µ) = A (τ̃ , µ)u (τ̃ , µ) . (12)

Врахувавши розвинення (10) i (11), прирiвняємо в (12) коефiцiєнти при однакових степе-
нях µ та τ̃ . Дiстанемо систему алгебраїчних рiвнянь

(A00 − λ0E)usk = bsk, s = 0, 1, . . . , k = 1, 2, . . . , (13)

де

bsk = λskϕ+
s∑

i=0

k−1∑
j=1

λijus−i,k−j − ask, s+ k ≥ 1, (14)

ask =
s∑

i=0

[ k−1
n ]−i∑
j=1

Aijus−i,k−(i+j)n +
s∑

i=1

Ai0us−i,k−in+

+As, k−sn
n
ϕ+ (s− (g + 1))us−(g+1),k−n(h+g+1), k ≥ n, s = 0, 1, . . . . (15)
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Символом [d] позначено цiлу частину числа d; uij = 0, якщо i < 0 або j < 0, As, p
q

= 0,
якщо p не дiлиться на q.

Система (13) має розв’язок тодi i тiльки тодi, коли виконується умова ортогональностi
вектора bsk до вектора ψ :

(bsk, ψ) = 0. (16)

При виконаннi цiєї умови usk, s = 0, 1, . . . , k = 1, 2, . . . , будемо визначати за формулами

usk = Hbsk, s+ k ≥ 1. (17)

Здiйснюючи взаємну пiдстановку формул (14) i (17) та беручи до уваги, що ask = 0
при k < n, s = 0, 1, . . . , дiстаємо

bsk =
k∑

j=1

P s,k
j (λ)Hj−1ϕ−

s∑
i=0

k−n∑
r=1

r∑
j=1

P i,r
j (λ)Hjas−i,k−r − ask, s+ k ≥ 1, (18)

де символом P s,k
j (λ) позначено суму всiх можливих добуткiв j множникiв λsi,ki

з цiлими
невiд’ємними iндексами, сума яких s1 + s2 + . . .+ sj = s, k1 + k2 + . . .+ kj = k, тобто

P s,k
j (λ) =

∑
s1+s2+...+sj=s
k1+k2+...+kj=k

λs1k1 λs2k2 . . . λsjkj
. (19)

Доведемо справедливiсть формули (18) методом математичної iндукцiї.

При k = 1, s = 0, 1, . . . з формули (14) випливає

bs1 = λs1ϕ =
1∑

j=1

P s,1
j (λ)Hj−1ϕ,

тобто формула (18) є правильною.

Припустимо, що вона є правильною при k < l, s = 0, 1, . . . . Тодi згiдно з (17), (18)
i (14)

us−i,l−j =
l−j∑
j1=1

P s−i,l−j
j1

(λ)Hj1ϕ−
s−i∑
i1=0

l−j−n∑
r1=1

r1∑
j1=1

P i1,r1
j1

(λ)Hj1+1as−i−i1,l−j−r1 −Has−i,l−j .
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Отже,

bsl = λslϕ+
s∑

i=0

l−1∑
j=1

λijus−i,l−j − asl =

= λslϕ+
s∑

i=0

l−1∑
j=1

l−j∑
j1=1

λijP
s−i,l−j
j1

(λ)Hj1ϕ−

−
s∑

i=0

l−n−1∑
j=1

s−i∑
i1=0

l−j−n∑
r1=1

r1∑
j1=1

λijP
i1r1
j1

(λ)Hj1+1as−i−i1,l−j−r1−

−
s∑

i=0

l−n∑
j=1

λijHas−i,l−j − asl.

Врахувавши спiввiдношення

s∑
i=0

l−j1∑
j=1

λijP
s−i,l−j
j1

(λ) = P s,l
j1+1(λ),

(20)
i2∑

i=0

r2−j1∑
j=1

λijP
i2−i,r2−j
j1

(λ) = P i2,r2
j1+1(λ),

останнiй вираз перетворимо до вигляду

bsl = λslϕ+
l∑

j1=2

P s,l
j1

(λ)Hj1−1ϕ−
s∑

i2=0

l−n∑
r2=2

r2∑
j1=2

P i2,r2
j1

(λ)Hj1as−i2,l−r2−
s∑

i=0

l−n∑
j=1

P i,j
1 (λ)Has−i,l−j−asl.

Змiнивши iндекси, остаточно дiстанемо

bsl =
l∑

j=1

P s,l
j (λ)Hj−1ϕ−

s∑
i=0

l−n∑
r=1

r∑
j=1

P i,r
j (λ)Hjas−i,l−r − asl.

Отже, формула (18) є правильною для k = l, s = 0, 1, . . . , звiдки випливає, що вона
справджується для довiльних натуральних k i s = 0, 1, . . . .

З використанням формули (18) та умови (16) можна визначити будь-якi коефiцiєнти

розвинення (11) для функцiї λ
(τ
ε
, µ
)
. Дiйсно, якщо k < n, s = 0, 1, . . . , то згiдно з (8)

умова (16) виконується; при k = n, s = 0 ця умова має вигляд

λn
01 − (A01ϕ,ψ) = 0,

звiдки можна знайти n рiзних вiдмiнних вiд нуля значень коефiцiєнта λ01 :

λ
(j)
01 = n

√
|(A01ϕ,ψ)| exp

(
i
arg(A01ϕ,ψ) + 2π(j − 1)

n

)
, j = 1, n. (21)
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Знаючи λ
(j)
01 , визначимо вiдповiднi вектори u

(j)
01 , j = 1, n. Використавши умову (16)

при k > n, s = 1, 2, . . . , визначимо коефiцiєнти λ0i та вектори u0i, i = 1, 2, . . . .
Дiйсно, нехай λ0i та u0i є вiдомими при i < k. Тодi з умови (b0,n+k−1, ψ) = 0 знайдемо

λ0k = − 1
nλn−1

01

((
n+k−1∑
j=n+1

P 0,n+k−1
j (λ)Hj−1ϕ−

−
k−1∑
r=1

r∑
j=1

P 0,r
j (λ)Hja0,n+k−1−r − a0,n+k−1, ψ

)
+ P̃ 0,n+k−1

n (λ)

)
,

де P̃ 0,n+k−1
n (λ) — сума тих доданкiв P 0,n+k−1

n (λ), якi не мiстять λ0k.

Якщо всi λij та uij визначенi при j < k, i = 0, 1, . . . i при j = k, i < s, то для визначення
λsk використаємо умову (bs,n+k−1, ψ) = 0. В результатi дiстанемо

λsk = − 1
nλn−1

01

((
n+k−1∑
j=n+1

P s,n+k−1
j (λ)Hj−1ϕ−

−
s∑

i=0

k−1∑
r=1

r∑
j=1

P i,r
j (λ)Hjas−i,n+k−1−r − as,n+k−1, ψ

)
+ P̃ s,n+k−1

n (λ)

)
, (22)

P̃ s,n+k−1
n (λ) — та частина P s,n+k−1

n (λ), якi не мiстять λsk.

Отриманi рекурентнi формули (17), (21), (22) дозволяють послiдовно визначити будь-
якi коефiцiєнти розвинень (10), (11).

Теорему доведено.
Розглянемо тепер випадок, коли n-кратному власному значенню λ0 вiдповiдає r еле-

ментарних дiльникiв кратностi p (rp = n). У цьому випадку матриця A00 має r жордано-
вих ланцюжкiв векторiв ϕ(i)

j , i = 1, r, j = 1, p, завдовжки p, що вiдповiдають її власному
значенню λ0, якi задовольняють спiввiдношення

(A00 − λ0E)ϕ(i)
1 = 0,

(A00 − λ0E)ϕ(i)
j = ϕ

(i)
j−1, i = 1, r, j = 2, p,

а рiвняння (A00 − λ0E)y = ϕ
(i)
p є нерозв’язними.

Вектори ϕ(i)
j , i = 1, r, j = 1, p, з цих спiввiдношень визначаються за формулами

ϕ
(i)
1 = ϕ(i),

ϕ
(i)
j = Hj−1ϕ(i), i = 1, r, j = 2, p, (23)

де ϕ(i), i = 1, r, — деякi фiксованi власнi вектори.
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Позначимо через ψ(i), i = 1, r, базиснi вектори нуль-простору матрицi (A00 − λ0E)∗.
Цi вектори, як i власнi вектори ϕ(i), i = 1, r, визначаються неоднозначно. Проте при
будь-якому їх виборi [4, с. 107]

det
∥∥∥ϕ(i)

p , ψ(j)
∥∥∥

i,j=1,r
6= 0.

Ця умова дає змогу визначити вектори ψ(i), i = 1, r, так, щоб виконувалось спiввiдношен-
ня (

ϕ(i)
p , ψ(j)

)
= δij , i, j = 1, r.

З урахуванням (23) цi спiввiдношення можна записати у виглядi(
Hp− 1ϕ(i), ψ(j)

)
= δij , i, j = 1, r. (24)

Позначимо через U0 лiнiйну оболонку векторiв ϕ(i), i = 1, r. Розглянемо оператор про-
ектування Q, що вiдображає n-вимiрний простiр U на пiдпростiр U0 так, що

Qu =
r∑

i=1

(
u, ψ(i)

)
ϕ(i) ∀u ∈ U.

Виходячи з (24), можна встановити такi властивостi оператора Q [4, с. 109]. Якщо u ∈ U0,
то

QH i−1u = 0 при i < p, QHp−1u = u. (25)

Теорема 2. Нехай виконуються умови:
1) матриця A00 має кратне власне значення λ0, якому вiдповiдає r елементарних

дiльникiв кратностi p;

2)

∣∣∣∣ 1
xε

∣∣∣∣ < 1;

3) всi власнi значення (r× r)-матрицi R =
∥∥(A01ϕ

(j), ψ(j)
)∥∥

i,j=1,r
є простими i вiдмiн-

ними вiд нуля.
Тодi система рiвнянь (4) має rp = n формальних розв’язкiв вигляду

z(x, ε) = v
(τ
ε
, µ
)

exp

−ε−h

τ∫
0

τ−(g+2)λ
(τ
ε
, µ
)
dτ

 , (26)

де v
(τ
ε
, µ
)

— n-вимiрний вектор, λ
(τ
ε
, µ
)

— скалярна функцiя, якi допускають фор-

мальнi розвинення

v
(τ
ε
, µ
)

=
∞∑

s=0

∞∑
k=0

(τ
ε

)s
µkvsk, (27)
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λ
(τ
ε
, µ
)

= λ0 +
∞∑

s=0

∞∑
k=1

(τ
ε

)s
µkλsk, (28)

в яких τ =
1
x
, µ = p

√
ε.

Доведення. Пiдставивши вектор (26) у систему (4) i поклавши τ̃ =
τ

ε
, матимемо систе-

му вигляду (12). Врахувавши розвинення (27), (28), прирiвняємо коефiцiєнти при однако-
вих степенях µ та τ̃ . Дiстанемо систему алгебраїчних рiвнянь

(A00 − λ0E)vs0 = 0, s = 0, 1, . . . , (29)

(A00 − λ0E)vsk = bsk, s = 0, 1, . . . , k = 1, 2, . . . , (30)

bsk = λskv00 +
s−1∑
i=0

λikvs−i,0 +
s∑

i=0

k−1∑
j=1

λijvs−i,k−j − ask, (31)

ask =
s∑

i=1

Ai0vs−i,k−ip +
s∑

i=0

h
k
p

i
−i∑

j=1

Aijvs−i,k−(i+j)p + (s− (g + 1))vs−(g+1),k−p(h+g+1). (32)

Покажемо, що з системи (29), (30) можна визначити коефiцiєнти розвинень (27), (28).
З системи (29) маємо

vs0 = us0, s = 0, 1, . . . , (33)

де us0 — вектори з пiдпростору U0, якi визначимо далi.
Рiвняння (30) розв’язнi вiдносно vsk тодi i тiльки тодi, коли [4, с. 109]

Qbsk = 0, s = 0, 1, . . . , k = 1, 2, . . . . (34)

Якщо ця умова виконується, то вектори vsk, s = 0, 1, . . . , k = 1, 2, . . . , визначатимемо з
рiвняння (30) за формулою

vsk = Hbsk + usk, s = 0, 1, . . . , k = 1, 2, . . . , (35)

де usk — вектори з пiдпростору U0, якi залишаються невiдомими.
Для визначення λsk та векторiв usk використаємо умову (34). З цiєю метою виразимо

вектори bsk через λij та uij . Послiдовно пiдставивши (33), (35) у (31), дiстанемо

bsk =
k∑

j=1

P s,k
j (λ)Hj−1u00 +

s−1∑
i=0

k∑
j=1

P i,k
j (λ)Hj−1us−i,0+

+
s∑

i=0

k−1∑
r=1

r∑
j=1

P i,r
j (λ)Hj−1us−i,k−r −

s∑
i=0

k−p∑
r=1

r∑
j=1

P i,r
j (λ)Hjas−i,k−r − ask, (36)

де P s,k
j (λ) — вирази вигляду (19).
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Доведемо справедливiсть формули (36) методом математичної iндукцiї. Припустимо,
що вона є правильною при k < l. Знаючи, що

vs−i,k−j =
k−j∑
j1=1

P s−i,k−j
j1

(λ)Hj1u00 +
s−i−1∑
i1=0

k−j∑
j1=1

P i1,k−j
j1

(λ)Hj1us−i−i1,0+

+
s−i∑
i1=0

k−j−1∑
r=1

r∑
j1=1

P i1,r
j1

(λ)Hj1us−i−i1,k−j−r−

−
s−i∑
i1=0

k−j−p∑
r=1

r∑
j1=1

P i1,r
j1

(λ)Hj1+1as−i−i1,k−j−r−

−Has−i,k−j + us−i,k−j , i = 0, s, j = 1, k − 1, (37)

пiдставимо вирази (33), (37) у (31). Пiсля цього отримаємо

bsl = λslu00 +
s−1∑
i=0

λilus−i,0 +
s∑

i=0

l−1∑
j=1

l−j∑
j1=1

λijP
s,l−j
j1

(λ)Hj1u00+

+
s∑

i=0

l−1∑
j=1

s−i−1∑
i1=0

l−j∑
j1=1

λijP
i1,l−j
j1

(λ)Hj1us−i−i1,0+

+
s∑

i=0

l−1∑
j=1

s−i∑
i1=0

l−j−1∑
r=1

r∑
j1=1

λijP
i1,r
j1

(λ)Hj1us−i−i1,l−j−r−

−
s∑

i=0

l−p∑
j=1

s−i∑
i1=0

l−j−p∑
r=1

r∑
j1=1

λijP
i1,r
j1

(λ)Hj1+1as−i−i1,l−j−r−

−
s∑

i=0

l−1∑
j=1

λijHas−i,l−j +
s∑

i=0

l−1∑
j=1

λijus−i,l−j − asl.

Змiнивши порядок пiдсумовування у третьому доданку та замiнивши i1 та r на i+ i1 = i2
та j + r = r1 у четвертому, п’ятому та шостому доданках, зведемо цей вираз до вигляду

bsl = λslu00 +
s−1∑
i=0

λilus−i,0 +
s∑

i=1

l−1∑
j1=1

l−j1∑
j=1

λijP
s−i,l−j
j1

(λ)Hj1u00+

+
s−1∑
i2=0

l−1∑
j1=1

i2∑
i=1

l−j1∑
j=1

λijP
i2−i,l−j
j1

(λ)Hj1us−i2,0+

+
s∑

i2=0

l−1∑
r1=2

i2∑
i=0

r1−1∑
j1=1

r1−j1∑
j=1

λijP
i2−i,r1−j
j1

(λ)Hj1us−i2,l−r1−
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−
s∑

i2=0

l−p∑
r1=2

i2∑
i=0

r1−1∑
j1=1

r1−j1∑
j=1

λijP
i2−i,r1−j
j1

(λ)Hj1+1as−i2,l−r1−

−
s∑

i=0

l−1∑
j=1

λijHas−i,l−j +
s∑

i=0

l−1∑
j=1

λijus−i,l−j − asl.

Врахувавши спiввiдношення (20) та перепозначивши iндекси, будемо мати

bsl = λslu00 +
l∑

j=2

P s,l
j (λ)Hj−1u00 +

s−1∑
i=0

P i,l
1 (λ)us−i,0 +

s−1∑
i=0

l∑
j=2

P i,l
j (λ)Hj−1us−i,0+

+
s∑

i=0

l−1∑
r=2

r∑
j=2

P i,r
j (λ)Hj−1us−i,l−r +

s∑
i=0

l−1∑
r=1

P i,r
1 (λ)us−i,l−r−

−
s∑

i=0

l−p∑
r=2

r∑
j=2

P i,r
j (λ)Hjas−i,l−r −

s∑
i=0

l−p∑
r=1

P i,r
1 (λ)Has−i,l−r − asl =

=
l∑

j=1

P s,l
j (λ)Hj−1u00 +

s−1∑
i=0

l∑
j=1

P i,l
j (λ)Hj−1us−i,0 +

s∑
i=0

l−1∑
r=1

r∑
j=1

P i,r
j (λ)Hj−1us−i,l−r−

−
s∑

i=0

l−p∑
r=1

r∑
j=1

P i,r
j (λ)Hjas−i,l−r − as,

що й слiд було довести.
Враховуючи властивостi (25) оператора Q i беручи до уваги (36), приходимо до ви-

сновку, що при k < p умова (34) розв’язностi рiвнянь (29), (30) виконується. При s = 0,
k = p ця умова запишеться у виглядi

λp
01u00 −QA01u00 = 0. (38)

Оператор QA01 вiдображає n-вимiрний унiтарний простiр U на r-вимiрний пiдпростiр
U0. Його звуження на пiдпростiр U0 позначимо через R. Матриця цього оператора у пiд-
просторi U0 має вигляд

R =
∥∥∥(A01ϕ

(j), ψ(i))
∥∥∥

i,j=1,r
. (39)

Отже, у пiдпросторi U0 рiвняння (38) набере вигляду

(R− λp
01E)u00 = 0, (40)

де E — одинична (r × r)-матриця.
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Зазначимо, що вектор u00 з пiдпростору U0 зображується у базисi ϕ(i), i = 1, r, цього
пiдпростору у виглядi r-вимiрного вектора

u00 = col
(
c
(00)
1 , c

(00)
2 , . . . , c(00)

r

)
, (41)

де c(00)
i , i = 1, r, — коефiцiєнти його розкладу за базисними векторами. В n-вимiрному

просторi U вектор (41) можна подати у виглядi

u00 =
r∑

i=1

c
(00)
i ϕ(i).

За умовою 3 теореми оператор R має r простих вiдмiнних вiд нуля власних значень
ηj , j = 1, r, тому з (40) можна знайти rp = n рiзних вiдмiнних вiд нуля значень λ01 :

λ01 = p

√
|ηj | exp

(
i
arg ηj + 2(k − 1)π

p

)
, k = 1, p, j = 1, r, (42)

i r рiзних векторiв u00, тобто

u00 = ϕ∗j , j = 1, r, (43)

де ϕ∗j — власнi вектори матрицi R, що вiдповiдають власним значенням ηj , j = 1, r. Зна-
ючи вектор u00, можна визначити v00 за формулою (33).

Виведемо рекурентнi формули для визначення решти коефiцiєнтiв розвинень (27),
(28). Для цього зафiксуємо одне iз значень λ01 та один iз векторiв u00, визначених за фор-
мулами (42), (43). Власне значення матрицi (39) та власний вектор, який йому вiдповiдає,
позначимо через η та ϕ∗ вiдповiдно.

Нехай λi,j+1 та вектори uij , i = 0, s, j = 0, k − 1, вже вiдомi, тодi для визначення λs,k+1

та usk використаємо умову

Qbs,k+p = 0,

де

bs,k+p =
k+p∑
j=1

P s,k+p
j (λ)Hj−1ϕ∗ +

s−1∑
i=0

k+p∑
j=1

P i,k+p
j (λ)Hj−1us−i,0+

+
s∑

i=0

k+p−1∑
r=1

r∑
j=1

P i,r
j (λ)Hj−1us−i,k+p−r − ãs,k+p −A01usk,

ãs,k+p =
s∑

i=0

k∑
r=1

r∑
j=1

P i,r
j (λ)Hjas−i,k+p−r + ask −A01usk.
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Враховуючи властивостi (25) оператора Q i переходячи у пiдпростiр U0, отримуємо
систему рiвнянь

(R− ηE)usk = b̃sk, s ≥ 0, k ≥ 0, s+ k 6= 0, (44)

де

b̃sk =
k+p∑

j=p+1

P s,k+p
j (λ)QHj−1ϕ∗ + P s,k+p

p (λ)ϕ∗+

+
s−1∑
i=0

k+p∑
j=p+1

P i,k+p
j (λ)QHj−1us−i,0+

+
s−1∑
i=0

P i,k+p
p (λ)us−i,0 +

s∑
i=0

k+p−1∑
r=p+1

r∑
j=p+1

P i,r
j (λ)QHj−1us−i,k+p−r+

+
s∑

i=0

k+p−1∑
r=p+1

P i,r
p (λ)us−i,k+p−r +

s∑
i=1

P i,p
p (λ)us−i,k −Qãs,k+p. (45)

Умова розв’язностi системи (44) має вигляд

(b̃sk, ψ∗) = 0, (46)

де ψ∗ — елемент нуль-простору матрицi (R− ηE)∗, спряженої до R− ηE, який визначимо
так, щоб

(ϕ∗, ψ∗) = 1. (47)

З умови (46), враховуючи (45), (47), знаходимо

λs,k+1 = −(dsk, ψ
∗) + P̃ s,k+p

p (λ)

pλp−1
01

, s ≥ 0, k ≥ 0, s+ k 6= 0, (48)

де dsk — вже вiдомий вектор iз пiдпростору U0, який має вигляд

dsk =
k+p∑

j=p+1

P s,k+p
j (λ)QHj−1ϕ∗ +

s−1∑
i=0

k+p∑
j=p+1

P i,k+p
j (λ)QHj−1us−i,0 +

s−1∑
i=0

P i,k+p
p (λ)us−i,0+

+
s∑

i=0

k+p−1∑
r=p+1

r∑
j=p+1

P i,r
j (λ)QHj−1us−i,k+p−r+

+
s∑

i=0

k+p−1∑
r=p+1

P i,r
p (λ)us−i,k+p−r +

s∑
i=1

P i,r
p (λ)us−i,k −Qãs,k+p.
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Вектори usk визначимо за формулою

usk = H̃ b̃sk, s ≥ 0, k ≥ 0, s+ k 6= 0, (49)

де H̃ — напiвобернена матриця до R − ηE. Знаючи λs,k+1 та usk, s ≥ 0, k ≥ 0, s + k 6= 0,
за формулами (33), (35) знаходимо vsk.

Виведенi рекурентнi формули (33), (35), (42), (43), (48) i (49) дають можливiсть визна-
чити будь-якi коефiцiєнти розвинень (27), (28).

Теорему доведено.
Неважко переконатися, що формальнi розв’язки системи (4), побудованi згiдно з те-

оремами 1, 2, лiнiйно незалежнi при досить малих ε i
1
xε

; отже, дозволяють побудувати

загальний формальний розв’язок цiєї системи.

3. Побудуємо частинний розв’язок неоднорiдної системи (1) за виконання умов, сфор-
мульованих у п. 2.

При цьому необхiдно розрiзняти два випадки:
1) „резонансу” , коли значення θ збiгається з коренем характеристичного рiвняння

det (A00 − λE) = 0;
2) „нерезонансу”, коли θ не дорiвнює жодному з коренiв характеристичного рiвняння.
У другому випадку матриця A00 − θE є неособливою i побудова частинного розв’язку

системи (1) не залежить вiд кратностi елементарних дiльникiв матрицi A00. Цей випадок
дослiджено в [2].

Проведемо дослiдження у випадку „резонансу” , коли θ = λ0, де λ0 — кратне власне
значення, якому вiдповiдає елементарний дiльник такої самої кратностi. Справджується
наступна теорема.

Теорема 3. Нехай виконуються умови 1 – 3 теореми 1. Тодi система (1) має формаль-
ний розв’язок вигляду

z(x, ε) = p
(τ
ε
, ε
)

exp
(
ε−hλ0x

g+1

g + 1

)
, (50)

де p
(τ
ε
, ε
)

— n-вимiрний вектор, який в областях S та πε допускає формальне розвинен-
ня

p
(τ
ε
, ε
)

= τ g
∞∑

s=0

∞∑
k=−1

(τ
ε

)s
εkzsk, (51)

в якому τ =
1
x
.

Доведення. Вкажемо алгоритм визначення коефiцiєнтiв розвинення (51). Для цього
пiдставимо вектор (50) у систему (1). Врахувавши розвинення (2), (3), (51), прирiвняємо
коефiцiєнти при однакових степенях ε та

τ

ε
. Отримаєму систему рiвнянь

(A00 − λ0E)zs,−1 = 0, s = 0, 1, . . . , (52)
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(A00 − λ0E)zs,k = bsk, s, k = 0, 1, 2, . . . , (53)

де

bsk = bsk − (g + s− (g + 1))zs−(g+1),k−(h+g+1),

(54)

bsk = −
s∑

i=1

k+1−i∑
j=0

Aijzs−i,k−i−j −
k+1∑
j=1

A0jzs,k−j − fs,k−s.

З рiвнянь (52) маємо

zs,−1 = cs,−1ϕ, s = 0, 1, . . . , (55)

де ϕ— власний вектор, що вiдповiдає власному значенню λ0, cs,−1 — числа, якi визначимо
далi.

Система (53) буде розв’язною, якщо виконуватиметься умова (16) для векторiв (54).
За її виконання вектори zsk будемо визначати за формулами

zsk = Hbsk + cskϕ, s, k = 0, 1, 2, . . . . (56)

Для визначення чисел csk, s = 0, 1, . . . , k = −1, 0, 1, . . . , зафiксуємо iндекс s i застосуємо
умову (16) до рiвнянь (53) на (k + 1)-му кроцi.

З умови (b00, ψ) = 0 дiстанемо

c0,−1 = − (f00, ψ)
(A01ϕ,ψ)

. (57)

Якщо iндекси s i k задовольняють умову

0 ≤ s < g + 1, k ≥ −1;
(58)

s ≥ 0, −1 ≤ k < h+ g − 1,

то вектори bs,k+1 можна подати у виглядi

bs,k+1 = −cskA01ϕ− ds,k+1, (59)

де

ds,k+1 =
s∑

i=1

k+2−i∑
j=0

Aijzs−i,k+1−i−j +
k+1∑
j=2

A0jzs,k+1−j + fs,k+1−s +A01Hbsk. (60)

Застосовуючи (16) до (59), отримуємо

csk = −
(ds,k+1, ψ)
(A01ϕ,ψ)

. (61)
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При s ≥ g + 1, k ≥ h + g − 1 у виразах (54) з’явиться доданок (g + s − (g + 1))×
×zs−(g+1),k+1−(h+g+1), що вплине на визначення коефiцiєнтiв csk. Нехай тепер iндекси s
i k такi, що

s ≥ m(g + 1),

m(h+ g + 1)− 2 ≤ k < (m+ 1)(h+ g + 1)− 2;
(62)

m(g + 1) ≤ s < (m+ 1)(g + 1),

k ≥ m(h+ g + 1)− 2;

де m = min
{[

s

g + 1

]
,

[
k + 2

h+ g + 1

]}
, m ≥ 1.

З умови (16), застосованої до вектора

bs,k+1 = −cskA01ϕ− ds,k+1 −
n∑

i=1

(−1)i+1
i∏

j=1

(g + s− j(g + 1))cs−i(g+1),k+1−i(h+g+1)H
i−1ϕ,

де

ds,k+1 = ds,k+1 +
m∑

i=1

(−1)i+1
i∏

j=1

(g + s− j(g + 1))H ibs−i(g+1),k+1−i(h+g+1) + d̃s,k+1,

(63)

d̃s,k+1 =
m∑

i=n+1

(−1)i+1
i∏

j=1

(g + s− j(g + 1))cs−i(g+1),k+1−i(h+g+1)H
i−1ϕ,

матимемо

csk = − 1
(A01ϕ,ψ)

(ds,k+1, ψ
)

+ (−1)n+1
n∏

j=1

(g + s− j(g + 1))cs−n(g+1),k+1−n(h+g+1)

 .

(64)

У формулi (64) покладемо cij = 0, якщо i < 0, j < −1, i bs,−1 = 0, s = 0, 1, . . . .
Умова (58) випливає з (62) при m = 0. Отже, коефiцiєнти csk можна знайти за форму-

лою (64), якщо iндекси s i k задовольняють умову (62) при m ≥ 0. Рекурентнi формули
(55), (56), (64) дозволяють визначити всi коефiцiєнти розвинення (51).

Теорему доведено.
За теоремою 3 побудовано розв’язок для випадку n-кратного власного значення λ0

матрицiA00, якому вiдповiдає елементарний дiльник такої самої кратностi. Якщо ж цьому
власному значенню вiдповiдає r елементарних дiльникiв кратностi p, то частинний розв’я-
зок системи (1) можна побудувати, використавши теоретичнi вiдомостi та позначення,
введенi в п. 2.
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Теорема 4. Нехай виконуються умови 1, 2 теореми 2 i матриця

R =
∥∥∥(A01ϕ

(j), ψ(i))
∥∥∥

i,j=1,r

є невиродженою. Тодi частинний формальний розв’язок системи (1) можна побудувати

у виглядi (50), де вектор p
(τ
ε
, ε
)

допускає розвинення (51).

Доведення. Визначення коефiцiєнтiв zsk розвинення (51) будемо проводити, викори-
стовуючи звуження R оператора QA01 на пiдпростiр U0.

Пiдставивши вектор (50) у систему (1) та врахувавши розвинення (2), (3), (51), як i
при доведеннi теореми 3, отримаємо систему алгебраїчних рiвнянь (52) – (54). Розв’язок
системи (52) можна подати у виглядi

zs,−1 = us,−1, s = 0, 1, . . . , (65)

де us,−1 — вектори з пiдпростору U0, якi визначимо далi. Якщо умова (34) розв’язностi
системи (53) виконується, то вектори zsk шукатимемо у виглядi

zsk = Hbsk + usk, k, s = 0, 1, . . . , usk ∈ U0. (66)

Вектори usk визначимо, застосувавши умову (34) до векторiв bs,k+1.
Якщо iндекси s i k задовольняють умову (62) при m ≥ 0, то вектори usk визначаються

з рiвнянь

Rusk = −

Qds,k+1 + (−1)p+1
p∏

j=1

(g + s− j(g + 1))us−p(g+1),k+1−p(h+g+1)

 ,

де R — матриця вигляду (39), яка за умовою теореми є невиродженою. Вектори ds,k+1

мають вигляд (63), якщо

d̃s,k+1 =
m∑

i=p+1

(−1)i+1
i∏

j=1

(g + s− j(g + 1))H i−1us−i(g+1),k+1−i(h+g+1).

Отже

usk = −R−1

Qds,k+1 + (−1)p+1
p∏

j=1

(g + s− j(g + 1))us−p(g+1),k+1−p(h+g+1)

 , (67)

де uij = 0, якщо i < 0, j < −1. Таким чином, формули (65) – (67) задають алгоритм
визначення коефiцiєнтiв розвинення (51).

Теорему доведено.
Використавши методи робiт [4, 5], можна довести, що формальнi розв’язки систем (1),

(4) є асимптотичними розвиненнями деяких точних розв’язкiв цих систем, якщо ε → 0,

x → α,

∣∣∣∣ 1
xε

∣∣∣∣ < 1.
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