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We construct a method for approximating periodic solutions of linear differential-difference equations of
neutral type by using cubic splines. Conditions for convergence of the proposed scheme are found.

Побудовано схему апроксимацiї перiодичних розв’язкiв лiнiйних диференцiально-рiзницевих рiв-
нянь нейтрального типу за допомогою кубiчних сплайнiв. Дослiджено умови збiжностi розгля-
нутої схеми апроксимацiї.

Вступ. Дослiдженню перiодичних розв’язкiв диференцiальних рiвнянь iз запiзненням та
методам побудови їх розв’язкiв придiляється значна увага. Рiзнi варiанти достатнiх умов
iснування перiодичних розв’язкiв рiвнянь iз запiзненням розглянуто у працях [1 – 3], а для
наближеного знаходження цих розв’язкiв розвинено метод тригонометричної колокацiї
[4, 5], чисельно-аналiтичний метод А. М. Самойленка [6, 7]. Застосування методу сплайн-
функцiй для апроксимацiї перiодичних розв’язкiв лiнiйних диференцiальних рiвнянь iз
змiнним запiзненням розглянуто у працях [8, 9].

Для диференцiально-рiзницевих рiвнянь нейтрального типу такi задачi дослiджено
значно менше. Умови iснування перiодичних розв’язкiв рiвняння нейтрального типу ви-
вчались у працях [10, 11]. Крайовi задачi для диференцiальних рiвнянь нейтрального типу
за допомогою кубiчних сплайнiв дефекту 2 дослiджувались у працi [12].

У данiй роботi розглядається застосування методу сплайн-колокацiй для наближеного
знаходження перiодичних розв’язкiв диференцiально-рiзницевих рiвнянь вигляду

y′′(x) = p0(x)y(x) + p1(x)y(x− τ(x)) + p2(x)y′(x)+

+ p3(x)y′(x− τ(x)) + p4(x)y′′(x− τ(x)) + f(x), (1)

де f(x), pi(x), i = 0, 4, τ(x) ≥ 0 — неперервнi перiодичнi функцiї перiоду T.

1. Схема апроксимацiї. Розглянемо рiвномiрну сiтку на [0, T ] ∆ : xi = ih, i = 0, n,

h =
T

n
. Кубiчний сплайн, який iнтерполює функцiю y(x) на [0, T ], можна зобразити при

x ∈ [xi−1, xi], i = 1, n, у виглядi [13]

S(y, x) =
Mi

6h
(x− xi−1)3 +

Mi−1

6h
(xi − x)3+

+
(

yi−1 −Mi−1
h2

i

6

)
xi − x

h
+

(
yi −Mi

h2
i

6

)
x− xi−1

h
, (2)
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де Mj = S′′(y, xj), yj = y(xj), j = 0, n.
Для кубiчних сплайнiв мають мiсце спiввiдношення

yj+1 − 2yj + yj−1 =
h2

6
(Mj+1 + 4Mj + Mj−1), j = 1, n− 1, (3)

якi забезпечують неперервнiсть перших похiдних S′(y, x) у внутрiшнiх вузлах сiтки ∆.
Припустимо, що iснує єдиний перiодичний розв’язок рiвняння (1) перiоду T. Для на-

ближеного знаходження цього перiодичного розв’язку у виглядi послiдовностi кубiчних
сплайнiв (2) розглянемо таку iтерацiйну схему.

1. Вибираємо довiльний кубiчний сплайн S(y(0), x) так, щоб задовольнити крайовi умо-
ви S(y(0), 0) = S(y(0), T ) = c, де стала c 6= 0.

2. Використовуючи рiвняння (1) i сплайн S(y(0), x), знаходимо

Mk+1
j = p0(xj)S(y(k), xj) + p1(xj)S(y(k), xj − τ(xj)) + p2(xj)S′(y(k), xj)+

+ p3(xj)S′(y(k), xj − τ(xj)) + p4(xj)S′′(y(k), xj − τ(xj)) + f(xj), j = 0, n. (4)

У формулах (4) при t < 0 покладемо

S(y(k), t) = S(y(k), t + mT ), − t

T
≤ m < 1− t

T
.

3. Знаходимо множину точок yk+1
j , j = 0, n :

yk+1
j+1 − 2yk+1

j + yk+1
j−1 =

h2

6

(
Mk+1

j+1 + 4Mk+1
j + Mk+1

j−1

)
, j = 1, n− 1

(5)
yk+1
0 = yk+1

n = c.

4. Множини yk+1
j , Mk+1

j , j = 0, n, визначають кубiчний сплайн S(y(k+1), x), який вiдi-
грає роль наступного наближення.

У подальшому нам будуть потрiбнi деякi властивостi ((n− 1) × (n− 1))-матрицi A =
= (aij) :

aij =


−2, i = j,
1, |i− j| = 1,
0 — в iнших випадках,

та ((n− 1)× (n + 1))-матрицi B = (bij) :

bij =


4, j − i = 1,
1, j − i = 0 або j − i = 2,
0 — в iнших випадках,

якi визначаються рiвняннями (3).
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Лема [9]. Мають мiсце такi спiввiдношення:
1) det(A) = (−1)n−1n;

2) ‖A−1‖ ≤ n2

8
;

3) max
i

n−1∑
j=1

|a−1
i+1,j − a−1

ij | ≤
n

2
, де a−1

ij — елементи матрицi A−1;

4) ‖B‖ = 6.

2. Збiжнiсть iтерацiйної схеми. Введемо позначення

Li = max
[0,T ]

|pi(x)|, i = 0, 4,

λ0 = L0 + L1, λ1 = L2 + L3, λ2 = L4 µ = 5
(

λ2 +
1
2

λ0h
2 + λ1h

)
.

Теорема 1. Нехай виконується нерiвнiсть

R =
T 2 + h2

8
λ0 +

(
T

2
+

2h

3

)
λ1 + λ2 < 1. (6)

Тодi iснує таке h∗ > 0, що для всiх 0 < h < h∗ послiдовнiсть сплайнiв S
(
y(k), x

)
,

k = 0, 1, . . . , рiвномiрно збiгається на [0, T ].

Доведення. Згiдно з лемою iз рiвностi det(A) = (−1)n−1n випливає, що побудова iте-
рацiйної послiдовностi є можливою. Покажемо, що ряди

S(p)
(
y(0), x

)
+

∞∑
i=1

[
S(p)

(
y(i), x

)
− S(p)

(
y(i−1), x

)]
, p = 0, 1, 2,

збiгаються рiвномiрно на [0, T ], i тим самим одержимо рiвномiрну збiжнiсть послiдовно-
стей

S(p)
(
y(k), x

)
, k = 0, 1, . . . , p = 0, 1, 2.

Введемо позначення y = (y1, . . . , yn−1)T , M = (M0, . . . ,Mn)T , де Mj , j = 0, n, визна-
чаються згiдно з рiвностями (4). Запишемо спiввiдношення (5) у матричному виглядi

y(k+1) =
A−1B

6
h2Mk+1 −A−1q, (7)

де q = (c, 0, . . . , 0, c)T — вектор, що залежить лише вiд сталої c.
Нехай x ∈ [xj−1, xj ], тодi з (7) на пiдставi властивостей Mk+1 отримуємо

∥∥∥y
(k+1)
j − y

(k)
j

∥∥∥ ≤ h2

6

∥∥A−1
∥∥ ‖B‖(

λ0

∥∥∥S
(
y(k), x

)
− S

(
y(k−1), x

)∥∥∥+

+ λ1

∥∥∥S′
(
y(k), x

)
− S′

(
y(k−1), x

)∥∥∥ + λ2

∥∥∥S′′
(
y(k), x

)
− S′′

(
y(k−1), x

)∥∥∥)
.

(8)
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Враховуючи вигляд сплайна (2), маємо

S
(
y(k+1), x

)
− S

(
y(k), x

)
=

(
M

(k+1)
j−1 −M

(k)
j−1

) [
(xj − x)3 − h2(xj − x)

6h

]
+

+
(
M

(k+1)
j −M

(k)
j

) [
(x− xj−1)3 − h2(x− xj−1)

6h

]
+

+
(
y

(k+1)
j − y

(k)
j

) x− xj−1

h
+

(
y

(k+1)
j−1 − y

(k)
j−1

) xj − x

h
.

Iз спiввiдношень (5), (7), (8) одержуємо

∥∥∥S
(
y(k+1), x

)
− S

(
y(k), x

)∥∥∥ ≤ (
T 2 + h2

8

)
dk, (9)

де

dk = λ0

∥∥∥S
(
y(k), x

)
− S

(
y(k−1), x

)∥∥∥ + λ1

∥∥∥S′
(
y(k), x

)
− S′

(
y(k−1), x

)∥∥∥+

+λ2

∥∥∥S′′
(
y(k), x

)
− S′′

(
y(k−1), x

)∥∥∥ .

Аналогiчно, iз формул (2), (5), (8) та леми знаходимо∥∥∥S′
(
y(k+1), x

)
− S′

(
y(k), x

)∥∥∥ ≤ (
2h

3
+

T

2

)
dk, (10)

∥∥∥S′′
(
y(k+1), x

)
− S′′

(
y(k), x

)∥∥∥ ≤ dk. (11)

Iтеруючи спiввiдношення (9) – (11), оотримуємо нерiвностi

∥∥∥S
(
y(k+1), x

)
− S

(
y(k), x

)∥∥∥ <
T 2 + h2

8
Rk−1d1,∥∥∥S′

(
y(k+1), x

)
− S′

(
y(k), x

)∥∥∥ <

(
T

2
+

2h

3

)
Rk−1d1, (12)

∥∥∥S′′
(
y(k+1), x

)
− S′′

(
y(k), x

)∥∥∥ < Rk−1d1.

Звiдси при виконаннi умови (6) випливає збiжнiсть послiдовностей{
S(p)

(
y(k), x

)}
, k = 0, 1, . . . , p = 0, 1, 2.

Теорему 1 доведено.

Теорема 2. Нехай виконуються умови:
1) перiодичний розв’язок y(x) рiвняння (1) належить класу C2[0, T ];
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2) iтерацiйна схема 1 – 4 визначає двi граничнi функцiї Sf (x), S0(x), що вiдповiдають
рiвнянню (1) та вiдповiдному йому однорiдному рiвнянню;

3) функцiя S0(x) має стрибок похiдної в точцi x = x0.
Тодi функцiя z(x), яка визначена спiввiдношенням

z(x) = SH(x)− βS0(x), β =
S′f (x0 + 0)− S′f (x0 − 0)
S′0(x0 + 0)− S′0(x0 − 0)

, (13)

задовольняє нерiвностi
ωi ≤ Riω

(
y′′, h

)
, i = 0, 1, 2,

де ωi = max
0≤x≤T

∣∣y(i)(x)− z(i)(x)
∣∣ , i = 0, 1, 2,

R0 =
γ0

1− γ0λ0

[
γ1λ1

1− γ0λ0 − γ1λ1

(
λ2

1− r
+ 1

)
+

λ2

1− r
+ 1

]
µ,

R1 =
γ1

1− γ0λ0 − γ1λ1

[
λ2

1− r
+ 1

]
µ, R2 =

1
1− r

µ,

γ0 =
T 2 + h2

8
, γ1 =

(
2h

3
+

T

2

)
, r = γ0λ0 + γ1λ1 + λ2,

ω(y′′, h) — модуль неперервностi функцiї y′′(x) на [0, T ].

Доведення. Оскiльки (1) — лiнiйне рiвняння, то функцiя z(x), визначена згiдно з (13),
є кубiчним сплайном, який задовольняє рiвняння (1) у вузлах сiтки ∆. Завдяки вибору
сталої β легко бачити, що z′(x) є неперервною в усiх вузлах сiтки ∆. Це означає, що
мають мiсце рiвностi

zj+1 − 2zj + zj−1 =
h2

6
(
z′′j+1 + 4z′′j + z′′j−1

)
, j = 0, n. (14)

При цьому, оскiльки розглядається випадок перiодичного розв’язку, покладемо z−1 =
= zn−1, zn+1 = z1, z′′−1 = z′′n−1, z′′n+1 = z′′1 . Розглянемо рiзницю |y(x) − z(x)| на iнтер-
валi [xj−1, xj ]. Якщо S(x) = S(y, x) — iнтерполяцiйний кубiчний сплайн для розв’язку
y(x) рiвняння (1) на сiтцi ∆, то при використаннi умови 1 справджується оцiнка [13]∥∥∥S(i)(x)− y(i)(x)

∥∥∥ ≤ Kih
2−iω(y′′, h), i = 0, 1, 2, (15)

де ω (y′′, h) — модуль неперервностi функцiї y′′(x) на [0, T ], K0 =
5
2
, K1 = K2 = 5.

Враховуючи оцiнку (15), маємо∣∣∣y(i)(x)− z(i)(x)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣y(i)(x)− S(i)(x)

∣∣∣ +
∣∣∣S(i)(x)− z(i)(x)

∣∣∣ ≤
≤ Kih

2−iω
(
y′′, h

)
+

∣∣∣S(i)(x)− z(i)(x)
∣∣∣ , i = 0, 1, 2. (16)
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Функцiї S(x), z(x) — кубiчнi сплайни. Використовуючи їх зображення у виглядi (2), одер-
жуємо

|S(x)− z(x)| ≤ h2

8
max

0≤j≤n

∣∣S′′j − z′′j
∣∣ + max

0≤j≤n
|Sj − zj | ,

∣∣S′(x)− z′(x)
∣∣ ≤ 2h

3
max

0≤j≤n

∣∣S′′j − z′′j
∣∣ +

1
h

max
1≤j≤n

|Sj − Sj−1 − zj + zj−1| , (17)

∣∣S′′(x)− z′′(x)
∣∣ ≤ max

0≤j≤n

∣∣S′′j − z′′j
∣∣ .

Iз спiввiдношення (3) на пiдставi леми отримуємо нерiвностi

max
0≤j≤n

|Sj − zj | ≤
T 2

8
max

0≤j≤n

∣∣S′′j − z′′j
∣∣ ,

max
1≤j≤n

|Sj − Sj−1 − zj + zj−1| ≤
hT

2
max

0≤j≤n

∣∣S′′j − z′′j
∣∣ .

Враховуючи (10) та одержанi оцiнки, записуємо нерiвностi (17) у виглядi

|S(x)− z(x)| ≤ T 2 + h2

8

(
max

0≤j≤n

∣∣y′′j − z′′j
∣∣ + 5 ω

(
y′′, h

))
,

∣∣S′(x)− z′(x)
∣∣ ≤ (

2h

3
+

T

2

) (
max

0≤j≤n

∣∣y′′j − z′′j
∣∣ + 5 ω

(
y′′, h

))
, (18)

∣∣S′′(x)− z′′(x)
∣∣ ≤ (

max
0≤j≤n

∣∣y′′j − z′′j
∣∣ + 5 ω

(
y′′, h

))
.

Для рiзницi
∣∣∣y′′j − z′′j

∣∣∣ безпосередньо з рiвняння (1), враховуючи нерiвностi (15), знаходимо
оцiнку ∥∥y′′j − z′′j

∥∥ ≤ (L0 + L1) |Sj − zj |+ (L2 + L3)
∣∣S′j − z′j

∣∣ + L4

∣∣S′′j − z′′j
∣∣ +

+
[
5
2

h2 (L0 + L1) + 5h (L2 + L3) + 5L4

]
ω

(
y′′, h

)
. (19)

Введемо позначення αi = max
0≤x≤T

∣∣S(i)(x)− z(i)(x)
∣∣ , i = 0, 1, 2. Тодi нерiвностi (18) з

урахуванням (19) можна записати у виглядi

α0 ≤ γ0 (λ0α0 + λ1α1 + λ2α2 + µω (y′′, h)) ,

α1 ≤ γ1 (λ0α0 + λ1α1 + λ2α2 + µω (y′′, h)) ,

α2 ≤ λ0α0 + λ1α1 + λ2α2 + µω (y′′, h) .

(20)
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Розв’язуючи систему нерiвностей (20), маємо

α0 ≤
γ0

1− γ0λ0

[
γ1λ1

1− γ0λ0 − γ1λ1

(
λ2

1− r
+ 1

)
+

λ2

1− r
+ 1

]
µω

(
y′′, h

)
,

α1 ≤
γ1

1− γ0λ0 − γ1λ1

[
λ2

1− r
+ 1

]
µω

(
y′′, h

)
,

α2 ≤
1

1− r
µω

(
y′′, h

)
.

Тепер, пiдставляючи одержанi оцiнки для α0, α1, α2 в нерiвностi (16), знаходимо оцiнки
для ω, ω1, ω2.

Теорему 2 доведено.

3. Приклад. Розглянемо числовий приклад, який iлюструє наведену методику зна-
ходження наближення перiодичного розв’язку диференцiально-рiзницевих рiвнянь ней-
трального вигляду:

y′′(x) =
1
4

y(x) +
1
2

y′′
(
x− π

2

)
− 1

2
cos (x)− 5

4
sin (x)− 1

4
, x ∈ [0, 2π].

Результати обчислень наведено в таблицi, де xi — вузли сiтки розбиття, y1, y2 — набли-
женi значення розв’язку, знайденi на сiтцi з кроком вiдповiдно

π

25
та

π

50
.

x y y1 y2

0 1,0000 1,0005 1,0001
π/2 2,0000 1,9991 1,9996
π 1,0000 0,9994 0,9998

3π/2 0,0000 0,0008 0,0002
2π 1,0000 1,0006 1,0002

Порiвнюючи точний перiодичний розв’язок y(x) = sinx + 1 та наближений, знайде-
ний за розробленою в роботi схемою на 7 iтерацiї, одержуємо, що при кроцi h =

π

25
асболютна похибка не перевищує 0,0009, а вiдносна — 0,05%; при кроцi h =

π

50
асболют-

на похибка не перевищує 0,0004, а вiдносна — 0,02%.
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