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We consider a mixed boundary-value problem for the Poisson equation in a plane two-level junction
Ωε, which is the union of a domain Ω0 and a large number 2N of thin rods with thickness of order
ε = O(N−1). The thin rods are divided into two levels depending on their lengths. In addition, the thin
rods from each level are ε-periodically alternated. The nonuniform Neumann conditions and the uniform
Dirichlet conditions are given respectively on the vertical sides of the thin rods from the first level and the
second level. We investigate the asymptotic behaviour of the solution as ε → 0. The convergence theorem
and the convergence of the energy integral are proved.

Розглядається мiшана крайова задача для рiвняння Пуассона у плоскому дворiвневому з’єднаннi
Ωε, яке є об’єднанням деякої областi Ω0 та великої кiлькостi 2N тонких стержнiв iз товщиною
порядку ε = O(N−1). Тонкi стержнi роздiлено на два рiвнi в залежностi вiд їх довжини, i стержнi
з кожного рiвня ε-перiодично чергуються. На вертикальних сторонах тонких стержнiв першо-
го рiвня задано неоднорiднi крайовi умови Неймана, а на вертикальних сторонах стержнiв дру-
гого рiвня — однорiднi крайовi умови Дiрiхле. Вивчено асимптотичну поведiнку розв’язку такої
задачi при ε → 0, доведено теорему збiжностi та збiжнiсть iнтеграла енергiї.

1. Постановка задачi та формулювання основного результату. Асимптотичним методам
дослiдження крайових задач в областях, складним чином залежних вiд малого параметра
(перфорованi областi, частково перфорованi областi, каркаснi конструкцiї), присвячено
багато монографiй та статей (див., наприклад, [1 – 14] i наведену в них бiблiографiю).

Крайовi задачi в густих з’єднаннях (кiлькiсть компонент таких з’єднань необмежено
зростає, коли параметр збурення ε прямує до нуля) мають свої специфiчнi труднощi i за-
слуговують на особливу увагу. Як показано в роботi [15], крайовi задачi в густих з’єднан-
нях втрачають коерцитивнiсть при ε → 0, що значною мiрою ускладнює асимптотичнi
дослiдження. Зауважимо, що першими роботами в цьому напрямку були роботи [16 – 18],
в яких вивчено асимптотичну поведiнку функцiї Грiна задачi Неймана для рiвняння Гельм-
гольца в необмеженому густому з’єднаннi. В роботах [19 – 30] дано класифiкацiю густих
з’єднань, розроблено асимптотичнi методи дослiдження основних крайових задач мате-
матичної фiзики в густих сингулярно вироджувальних з’єднаннях рiзних типiв, побудова-
но першi члени асимптотики та доведено асимптотичнi оцiнки, вивчено вплив крайових
умов, якi задаються на межах густих з’єднань, та геометричної конфiгурацiї густих з’єд-
нань на асимптотичну поведiнку розв’язкiв.

У данiй статтi розглядається новий тип густих з’єднань, а саме густi багаторiвневi з’єд-
нання. Густе багаторiвневе з’єднання є об’єднанням деякої областi Ω0, яка називається
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тiлом з’єднання, та великої кiлькостi N = O(ε−δ) тонких областей iз товщиною поряд-
ку O(ε). Тонкi областi роздiлено на скiнченне число рiвнiв залежно вiд їх довжини. Крiм
того, тонкi областi з кожного рiвня ε-перiодично чергуються вздовж деякої множини на
межi тiла з’єднання. Ця множина називається зоною з’єднання. Як тiло з’єднання, так i
зона з’єднання, також можуть залежати вiд малого параметра ε.

Уперше задачу в плоскому дворiвневому з’єднаннi було розглянуто в [31], де дослiд-
жено асимптотичну поведiнку власних значень та власних функцiй спектральної задачi,
коли число тонких приєднувальних стержнiв iз кожного рiвня необмежено зростає, а їх
товщина прямує до нуля. В роботi [32], використовуючи спецiальнi оператори продов-
ження, доведено теорему збiжностi для розв’язку рiвняння Пуассона в плоскому дворiв-
невому з’єднаннi з однорiдними крайовими умовами Робiна на межах тонких стержнiв;
у статтi [33], використовуючи метод узгодження асимптотичних розвинень, побудовано
першi члени асимптотики розв’язку з мiнiмальними умовами гладкостi на праву частину
та доведено асимптотичнi оцiнки в просторi Соболєва H1(Ωε) при ε → 0.

У данiй роботi дослiджується вплив крайових умов на асимптотичну поведiнку розв’яз-
ку рiвняння Пуассона в плоскому дворiвневому з’єднаннi. Зокрема, на вертикальних сто-
ронах тонких стержнiв першого рiвня задано неоднорiднi крайовi умови Неймана, а на
вертикальних сторонах стержнiв другого рiвня — однорiднi крайовi умови Дiрiхле. Таким
чином, крiм специфiчного збурення областi в данiй задачi ε-перiодичним чином змiню-
ються крайовi умови.

Асимптотичнi дослiдження крайових задач з ε-перiодичною змiною крайових умов
(Неймана на Дiрiхле) на межi гладкої незбуреної областi було проведено в роботах [8, 9,
34 – 36]. У цих роботах показано, що, переважно, першим членом асимптотики при ε → 0
є розв’язок вiдповiдної крайової задачi з умовами Дiрiхле.

Якiсно новий результат даної роботи полягає в тому, що першим членом асимптотики
при ε → 0 є вектор-функцiя, компоненти якої є розв’язками двох незалежних крайових
задач (одна — в тiлi з’єднання, iнша — в областi, яка заповнюється тонкими стержнями в
граничному переходi) з однорiдними умовами Дiрiхле на межi з’єднання. Слiд також вiд-
мiтити, що друга задача — це задача для звичайного диференцiального рiвняння другого
порядку з новою правою частиною, яка „запам’ятовує” неоднорiднiсть з крайових умов
Неймана початкової задачi.

1.1. Постановка задачi. Розглянемо дворiвневе з’єднання (див. рисунок). Воно скла-
дається з тiла

Ω0 =
{
x = (x1, x2) ∈ R2 : 0 < x1 < a, 0 < x2 < γ(x1)

}
,

де γ ∈ C1([0, a]), та великої кiлькостi тонких стержнiв

G
(1)
j (ε) =

{
x : |x1 − ε(j + b1)| <

εh1

2
, x2 ∈ (−d1, 0]

}
,

G
(2)
j (ε) =

{
x : |x1 − ε(j + b2)| <

εh2

2
, x2 ∈ (−d2, 0]

}
, j = 0, 1, . . . , N − 1,

тобто Ωε = Ω0 ∪G(1)
ε ∪G(2)

ε , де G(1)
ε =

N−1⋃
j=0

G
(1)
j (ε), G(2)

ε =
N−1⋃
j=0

G
(2)
j (ε). Тут a, d1, d2, b1, b2 —
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Дворiвневе густе з’єднання Ωε.

додатнi дiйснi числа; d2 ≤ d1, 0 < b1 < b2 < 1; h1 та h2 — фiксованi числа з iнтервалу
(0, 1); N — велике натуральне число, тому величина ε =

a

N
— малий дискретний пара-

метр, який характеризує вiдстань мiж тонкими стержнями та їх товщину. Таким чином,
число тонких стержнiв дорiвнює 2N, вони роздiленi на два рiвнi G(1)

ε i G(2)
ε в залежностi

вiд їх довжини. Товщина стержнiв першого рiвня дорiвнює εh1, а стержнiв другого рiвня

— εh2. Вважаємо, що b1 +
h1

2
< b2 −

h2

2
.

Позначимо через S(i,±)
j (ε) вертикальнi сторони тонких стержнiв G(i)

j (ε), знак + або −
позначає вiдповiдно праву або лiву сторону стержнiв,

S(i,±)
ε =

N−1⋃
j=0

S
(i,±)
j (ε), S(i)

ε = S(i,+)
ε ∪ S(i,−)

ε , i = 1, 2.

В областi Ωε розглядається задача

−∆uε(x) = fε(x), x ∈ Ωε,

∂νuε(x) = εgε(x), x ∈ S(1)
ε ,

(1)

uε(x) = 0, x ∈ S(2)
ε ,

∂νuε(x) = 0, x ∈ ∂Ωε\(S(1)
ε ∪ S(2)

ε ),

де ∂ν = ∂/∂ν — зовнiшня нормальна похiдна. Таким чином, на межах стержнiв другого
рiвня задано умови Дiрiхле, а на межах стержнiв першого рiвня та на iнших частинах межi
багаторiвневого з’єднання Ωε — умови Неймана.

Без втрати загальностi можемо вважати, що fε ∈ L2(Ω1), де Ω1 = Ω0 ∪ D1, D1 =
= (0, a) × (−d1, 0). Так само визначаємо D2 = (0, a) × (−d2, 0) i Ω2 = Ω0 ∪D2. Припусти-
мо, що

fε −→ f0 в L2(Ω1) при ε → 0. (2)
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Вiдносно функцiї gε зробимо такi припущення:
1) функцiя gε ∈ C(D1) i

gε −→ g0 в L2(D1) при ε → 0, (3)

причому g0 ∈ C(D1), та iснує така константа C0 > 0, що

∀ ε > 0 ∀ x ∈ D1 : |gε(x)| ≤ C0; (4)

або
2) gε ∈ L2(D1), ∂x1gε ∈ L2(D1), причому норма ‖∂x1gε‖L2(D1) рiвномiрно обмежена

вiдносно ε, i має мiсце збiжнiсть (3).
Функцiя uε ∈ Hε = {u ∈ H1(Ωε) : u(x) = 0, x ∈ S

(2)
ε } називається узагальненим

розв’язком задачi (1), якщо вона задовольняє iнтегральну тотожнiсть∫
Ωε

∇uε · ∇ϕdx =
∫
Ωε

fεϕdx+ ε

∫
S

(1)
ε

gεϕdx2 ∀ϕ ∈ Hε. (5)

З основних положень теорiї крайових задач випливає, що для кожного фiксованого
значення ε > 0 iснує єдиний узагальнений розв’язок задачi (1).

Метою цього дослiдження є вивчення асимптотичної поведiнки узагальненого розв’яз-
ку задачi (1) при ε → 0, тобто коли число тонких стержнiв нескiнченно зростає, а їх
товщина прямує до нуля.

1.2. Особливостi дослiдження та формулювання основного результату. Для крайо-
вих задач Неймана Є. Я. Хрусловим було введено поняття сильно зв’язних областей Dε,
залежних вiд малого параметра ε, пiд яким розумiється iснування рiвномiрно обмеже-
ного вiдносно ε оператора продовження з H1(Dε) в H1(Rn). Пiзнiше в роботах D. Cio-
ranescu, J. Saint Jean Paulin та О. А. Олiйник, Г. А. Iосiф’яна, О. С. Шамаєва (див., напри-
клад, [4, 12]) було доведено iснування таких операторiв продовження та запропоновано
схему їх побудови для перфорованих областей ε-перiодичної структури. Рiвномiрно обме-
женi оператори продовження вiдiграють дуже важливу роль при дослiдженнi крайових
задач в областях, складним чином залежних вiд малого параметра.

Однак, як було показано в роботах [19 – 29], густi з’єднання не попадають до класу
сильно зв’язних (а також i слабко зв’язних) областей, тобто для таких областей не iснує
рiвномiрно обмежених вiдносно параметра ε операторiв продовження у вiдповiдних про-
сторах Соболєва. Це є ще однiєю характерною особливiстю крайових задач у густих
з’єднаннях. У роботах [19 – 29] було розроблено схеми побудови спецiальних операто-
рiв продовження iз збереженням класу простору для розв’язкiв крайових задач у густих
з’єднаннях рiзних типiв i з допомогою цих операторiв вивчено асимптотичну поведiнку
розв’язкiв та доведено теореми збiжностi.

Пiзнiше в роботi [37], де дослiджувалась крайова однорiдна задача Неймана, було по-
казано, що якщо межi тонких стержнiв є прямолiнiйними, то можна для доведення тео-
рем збiжностi продовжувати нулем розв’язок крайової задачi. Це обумовлено тим, що
таке продовження внаслiдок прямолiнiйностi меж стержнiв вздовж осi Ox2 зберiгає уза-
гальнену похiдну по x2. Ми в данiй статтi скористаємося цим фактом. Однак для дворiв-
невих густих з’єднань потрiбно будувати два спецiальнi оператори продовження нулем у
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рiзнi областi. У випадку, коли тонкi стержнi дворiвневого густого з’єднання мають змiнну
товщину, потрiбно будувати спецiальнi оператори продовження (див. [32]).

Крайовi задачi в густих з’єднаннях з неоднорiдними крайовими умовами Неймана,
Фур’є або Стєклова на межах тонких приєднувальних областей мають свої специфiчнi
труднощi. Для усереднення таких крайових задач у роботах [25 – 28, 38] запропоновано
новий пiдхiд iз використанням вiдповiдних iнтегральних тотожностей. У данiй роботi це
буде тотожнiсть (22).

Сформулюємо основний результат даної роботи. Для цього введемо такi операцiї
продовження нулем для функцiй iз простору Hε :

ỹε
(1)(x) =

{
yε, x ∈ Ω0 ∪G(1)

ε ,

0, x ∈ D1 \G(1)
ε ,

(6)

ỹε
(2)(x) =

{
yε, x ∈ Ω0 ∪G(2)

ε ,

0, x ∈ D2 \G(2)
ε ,

(7)

де D1 = (0, a) × (−d1, 0) i D2 = (0, a) × (−d2, 0) — прямокутники, якi заповнюються
тонкими стержнями вiдповiдно з першого та другого рiвнiв у граничному переходi при
ε → 0. Очевидно, що ỹε

(2) ∈ H1(D2), а внаслiдок прямолiнiйностi меж тонких стержнiв
ỹε

(1) належить анiзотропному простору Cоболєва

W 0,1(D1) =
{
v ∈ L2(D1) : iснує узагальнена похiдна ∂x2v ∈ L2(D1)

}
.

Теорема 1. Для розв’язку uε задачi (1) мають мiсце такi спiввiдношення:

uε
w−→ v+

0 в H1(Ω0),
ũε

(1) w−→ h1v
(1,−)
0 в W 0,1(D1),

ũε
(2) w−→ 0 в H1(D2)

 при ε → 0,

де v+
0 — розв’язок задачi

−∆v+
0 (x) = f0(x), x ∈ Ω0,

∂νv
+
0 (x) = 0, x ∈ ∂Ω0 \ [0, a], (8)

v+
0 (x1, 0) = 0, x1 ∈ [0, a],

а v(1,−)
0 — розв’язок крайової задачi

−h1∂
2
x2
v

(1,−)
0 (x) = h1f0(x) + 2g0(x), (x1, x2) ∈ D1,

v
(1,−)
0 (x1, 0) = 0, x1 ∈ [0, a], (9)

∂x2v
(1,−)
0 (x1,−d1) = 0, x1 ∈ [0, a].
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2. Допомiжнi асимптотичнi оцiнки. У просторi Соболєва Hε поряд iз нормою

‖u‖H1(Ωε) =

 ∫
Ωε

(
|∇u|2 + u2

)
dx

 1
2

введемо нову норму ‖ · ‖ε, яка породжується скалярним добутком

(u, v)ε =
∫
Ωε

∇u · ∇vdx, u, v ∈ Hε.

Лема 1. Норми ‖ · ‖ε та ‖ · ‖H1(Ωε) є рiвномiрно еквiвалентними, тобто iснують кон-
станти C1 > 0 та ε0 > 0 такi, що для всiх значень ε ∈ (0, ε0) та для довiльних функцiй
u ∈ Hε

‖u‖ε ≤ ‖u‖H1(Ωε) ≤ C1‖u‖ε. (10)

Доведення. Лiва нерiвнiсть у (10) не викликає сумнiвiв. Праву нерiвнiсть доведемо вiд
супротивного. Тодi iснують послiдовностi {εn : n ∈ N} i {vεn} ∈ Hεn такi, що lim

n→∞
εn = 0,

‖vεn‖H1(Ωεn ) = 1, (11)

‖vεn‖2
εn

=
∫

Ωεn

|∇vεn |2dx <
1
n

∀n ∈ N. (12)

Оскiльки {vεn} обмежена в H1(Ω0), то iснує пiдпослiдовнiсть, яка буде фундаменталь-
ною в L2(Ω0); позначимо її знову через {vεn}. Крiм цього,

‖vεn − vεm‖2
H1(Ω0) ≤ ‖vεn − vεm‖2

L2(Ω0) + 2‖∇vεm‖2
L2(Ω0) + 2‖∇vεn‖2

L2(Ω0) ≤

≤ ‖vεn − vεm‖2
L2(Ω0) +

2
n

+
2
m
→ 0 при n,m → ∞.

Отже, {vεn} є фундаментальною вH1(Ω0), а отже, збiгається в цьому просторi до деякого
елемента v0. На пiдставi (12) ∫

Ω0

|∇v0|2dx = 0,

звiдки випливає, що v0 = const в H1(Ω0).
З урахуванням властивостi оператора слiду

vεn(·, 0) s−→ v0 ≡ const в L2(0, a) при n → ∞. (13)
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Нехай Q(i)
εn = G

(i)
εn ∩ {x2 = 0}, i = 1, 2, — множини, по яких приєднуються до областi

Ω0 стержнi першого та другого рiвнiв вiдповiдно.
Внаслiдок умов Дiрiхле на бiчних межах стержнiв другого рiвня маємо∫

G
(2)
εn

v2
εn
dx ≤ ε2nh

2
2

∫
G

(2)
εn

(∂x1vεn)2 dx, (14)

звiдки, враховуючи (12), одержуємо

∫
Q

(2)
εn

v2
εn

(x1, 0)dx1 ≤ c2

 ∫
G

(2)
εn

(∇vεn)2dx+
∫

G
(2)
εn

v2
εn
dx

 <

< c2
(

1
n

+
ε2nh

2
2

n

)
−→ 0, n → ∞. (15)

Розглянемо 1-перiодичну функцiю χh2(ξ), ξ ∈ R, яка на вiдрiзку [0, 1] задається таким
чином:

χh2(ξ) =


1, |ξ − b2| ≤

h2

2
,

0,
h2

2
< |ξ − b2| ≤ 1.

Легко переконатися, що

χh2

(x1

ε

)
w−→ h2 в L2(0, 1) при ε → 0. (16)

Використовуючи (13) та (16), маємо

∫
Q

(2)
εn

v2
εn

(x1, 0) dx1 =

a∫
0

χh2

(
x1

εn

)
v2
εn

(x1, 0) dx1 −→
a∫

0

h2 v
2
0 dx1, n → ∞.

З iншого боку, у вiдповiдностi з (15)

a∫
0

h2 v
2
0 dx1 = 0. (17)

Оскiльки v0 ≡ const в Ω0, з (17) випливає, що v0 ≡ 0 майже скрiзь в Ω0.

З’ясуємо, до чого прямує
∫

G
(1)
εn

v2
εn

(x1, x2) dx при n → ∞. У вiдповiдностi з (12)

∫
G

(1)
εn

|∇vεn |
2 dx −→ 0 при n → ∞. (18)
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На пiдставi (13) та (17) ∫
Q

(1)
εn

v2
εn

(x1, 0) dx1 −→ 0 при n → ∞. (19)

З нерiвностi ∫
G

(1)
εn

v2
εn

(x1, x2) dx ≤ 2d2
1

∫
G

(1)
εn

|∇vεn |
2 dx+ 2d1

∫
Q

(1)
εn

v2
εn

(x1, 0) dx1 (20)

та (18) i (19) одержуємо ∫
G

(1)
εn

v2
εn

(x1, x2) dx1 −→ 0 при n → ∞. (21)

Враховуючи (12), (14) та (21), отримуємо

‖vεn‖H1(Ωεn ) −→ 0 при n → ∞,

але це суперечить (11).
Лему доведено.

Зауваження. Тут i далi всi константи ci, Ci, якi входять до нерiвностей, не залежать
вiд ε.

Доведемо рiвномiрнi оцiнки для розв’язку задачi (1). Для цього будемо використову-
вати рiвнiсть

εh1

2

∫
S

(1)
ε

v dx2 =
∫

G
(1)
ε

v dx− ε

∫
G

(1)
ε

Y
(x1

ε

)
∂x1v dx ∀ v ∈ H1

(
G(1)

ε

)
, (22)

яка доведена в [27]. Тут Y (ξ) = −ξ + [ξ] + b1, [ξ] — цiла частина ξ. Оскiльки maxR |Y | ≤ 1,
з (22) випливає

‖
√
εuε‖L2

(
S

(1)
ε

) ≤ C2‖uε‖H1
(
G

(1)
ε

). (23)

Покладаючи ϕ = uε в iнтегральнiй тотожностi (5) та використовуючи (23), виводимо∣∣∣∣∣∣
∫
Ωε

|∇uε|2dx

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
∫
Ωε

fεuε dx+ ε

∫
S

(1)
ε

gεuε dx2

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ ‖fε‖L2(Ωε)‖uε‖L2(Ωε) + ‖

√
εgε‖L2

(
S

(1)
ε

)‖√εuε‖L2
(
S

(1)
ε

) ≤
≤ C2

(
‖fε‖L2(Ωε) + ‖

√
εgε‖L2

(
S

(1)
ε

))
‖uε‖H1(Ωε),
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або

‖uε‖2
ε ≤ C2

(
‖fε‖L2(Ωε) + ‖

√
εgε‖L2

(
S

(1)
ε

))
‖uε‖H1(Ωε).

Враховуючи лему 1, отримуємо

‖uε‖H1(Ωε) ≤ C3

(
‖fε‖L2(Ωε) + ‖

√
εgε‖L2

(
S

(1)
ε

))
.

При виконаннi припущення (4) безпосередньо перевiряємо, що ‖
√
εgε‖L2

(
S(1)

) ≤ C4;

якщо ж виконується припущення 2, то попередню нерiвнiсть виводимо з допомогою iн-
тегральної тотожностi (22). Таким чином, беручи до уваги цю нерiвнiсть та (2), робимо
висновок, що iснують такi константи C5 > 0 та ε0 > 0, що для всiх значень ε ∈ (0, ε0)

‖uε‖H1(Ωε) ≤ C5. (24)

3. Доведення теореми збiжностi. 1. Розглянемо такi функцiї:

f (1)
ε (x) =

{
fε(x), x ∈ Ω0 ∪G(1)

ε ,

0, x ∈ G
(2)
ε ,

f (2)
ε (x) =

{
0, x ∈ Ω0 ∪G(1)

ε ,

fε(x), x ∈ G
(2)
ε .

Тодi розв’язок uε задачi (1) можна подати у виглядi

uε = vε + wε, (25)

де vε — узагальнений розв’язок задачi (1) iз правою частиною f
(1)
ε , а wε — узагальнений

розв’язок задачi (1) iз правою частиною f
(2)
ε та однорiдними умовами Неймана на S(1)

ε ,

тобто ∂νwε = 0 на S(1)
ε .

Iнтегральна тотожнiсть (5) для wε має вигляд∫
Ωε

∇wε · ∇ψ dx =
∫

G
(2)
ε

f (2)
ε ψdx ∀ψ ∈ Hε.

Покладемо в данiй iнтегральнiй тотожностi ψ = wε. Тодi на пiдставi (14) будемо мати∫
Ωε

|∇wε|2 dx ≤ ‖f (2)
ε ‖

L2
(
G

(2)
ε

)‖wε‖L2
(
G

(2)
ε

) ≤ εh2‖f (2)
ε ‖

L2
(
G

(2)
ε

)‖∇wε‖L2
(
G

(2)
ε

),
звiдки ‖wε‖ε ≤ εC5, а згiдно з лемою 1

‖wε‖H1(Ωε) ≤ εC6. (26)
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Застосуємо операцiї продовження нулем для розв’язкiв vε та wε (див. (6) та (7)). Оче-
видно, що ṽε

(2) ∈ H1(D2) i w̃ε
(2) ∈ H1(D2), а внаслiдок прямолiнiйностi меж тонких

стержнiв ṽε
(1) ∈ W 0,1(D1) i w̃ε

(1) ∈ W 0,1(D1). Крiм цього,

∂x2

(
ṽε

(1)
)

= ∂̃x2vε

(1)
, ∂x2

(
w̃ε

(1)) = ∂̃x2wε

(1)
. (27)

З (26) випливає, що

wε
s−→ 0 в H1(Ω0),

w̃ε
(2) s−→ 0 в H1(D2),

w̃ε
(1) s−→ 0 в L2(D1),

∂̃xiwε

(1) s−→ 0 в L2(D1)

 при ε → 0. (28)

2. Тепер знайдемо границi продовжень для узагальненого розв’язку vε. На пiдставi
(24) та (25), а також введених позначень маємо, що величини ‖vε‖H1(Ω0), ‖ṽε

(2)‖H1(D2),

‖ṽε
(1)‖W 0,1(D1) є рiвномiрно обмеженими щодо ε. Тому iснує така пiдпослiдовнiсть {ε′} ⊂

⊂ {ε} (яку знову позначимо через ε), що

vε
w−→ v+

0 в H1(Ω0),
ṽε

(2) w−→ v
(2,−)
0 в H1(D2),

ṽε
(1) w−→ v−0 =: h1v

(1,−)
0 в L2(D1),

∂̃xivε

(1) w−→ γi в L2(D1), i = 1, 2,

 при ε → 0, (29)

де v+
0 , v

(2,−)
0 , v

(1,−)
0 , γ1, γ2 — деякi функцiї з вiдповiдних просторiв, якi будуть визначенi

далi.
Згiдно з (14)

‖ṽε
(2)‖2

L2(D2) ≤ ε2h2
2

∫
G

(2)
ε

(∂x1vε)
2 dx ≤ c ε2,

тому v(2,−)
0 = 0 майже скрiзь в D2.

Знайдемо γ2. Розглянемо довiльну функцiю ψ ∈ C∞0 (D1). На пiдставi (27)∫
D1

∂̃x2 vε

(1)
ψ dx =

∫
D1

∂x2 ṽε
(1) ψ dx = −

∫
D1

ṽε
(1) ∂x2 ψ dx.

Переходячи в цiй рiвностi до границi при ε → 0, отримуємо∫
D1

γ2 ψ dx = −h1

∫
D1

v
(1,−)
0 ∂x2 ψ dx ∀ ψ ∈ C∞0 (D1), (30)

звiдки γ2 = h1∂x2v
(1,−)
0 майже скрiзь в D1.
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Знайдемо γ1. Розглянемо тестову функцiю

Φ(x) =

{
0, x ∈ Ω0 ∪G(2)

ε ,

εY
(x1

ε

)
ψ, x ∈ G

(1)
ε ,

∀ψ ∈ C∞0 (D1),

де функцiя Y (ξ) була визначена в (22). Легко бачити, що Φ ∈ Hε i

∇Φ =
(
−ψ + εY

(x1

ε

)
∂x1ψ, εY

(x1

ε

)
∂x2ψ

)
, x ∈ G(1)

ε .

Iнтегральна тотожнiсть для розв’язку vε має вигляд∫
Ω0

∇vε · ∇ϕdx+
∫

G
(1)
ε

∇vε · ∇ϕdx+
∫

G
(2)
ε

∇vε · ∇ϕdx =

=
∫
Ω0

f (1)
ε ϕdx+

∫
G

(1)
ε

f (1)
ε ϕdx+ ε

∫
S

(1)
ε

gε ϕdx2 ∀ϕ ∈ Hε. (31)

Пiдставляючи функцiю Φ в iнтегральну тотожнiсть (31), одержуємо∫
G

(1)
ε

(
− ∂vε

∂x1
ψ + εY

(x1

ε

) ∂vε

∂x1

∂ψ

∂x1
+ ε

∂vε

∂x2

∂ψ

∂x2
Y

(x1

ε

))
dx =

=
∫

G
(1)
ε

εf (1)
ε Y

(x1

ε

)
ψ dx+

ε2h1

2

 ∫
S

(1,−)
ε

gεψ dx2 −
∫

S
(1,+)
ε

gεψ dx2

 .

Тодi∣∣∣∣∣∣∣
∫

G
(1)
ε

∂vε

∂x1
ψ dx

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ε

 ∫
G

(1)
ε

∣∣∣Y (x1

ε

) (
∇vε · ∇ψ − f (1)

ε ψ
)∣∣∣ dx+

εh1

2

∫
S

(1)
ε

|gεψ|dx2

 ≤

≤ εc1

(
‖∇vε‖L2

�
G

(1)
ε

�‖∇ψ‖
L2
�
G

(1)
ε

� + ‖f (1)
ε ‖

L2
�
G

(1)
ε

�‖ψ‖
L2
�
G

(1)
ε

�+

+ ‖
√
εgε‖L2

�
S

(1)
ε

�‖
√
εψ‖

L2
�
S

(1)
ε

�
)
≤ εc1

(
‖f (1)

ε ‖L2(Ωε)‖ψ‖H1
�
(G

(1)
ε

�+

+ c2‖ψ‖H1
�
G

(1)
ε

�
)
≤ εc3‖ψ‖H1(D1),

звiдки в граничному переходi при ε → 0 отримуємо тотожнiсть∫
D1

γ1 ψ dx = 0 ∀ψ ∈ C∞0 (D1), (32)
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тобто γ1 = 0 майже скрiзь в D1.

3. Тепер залишилося визначити функцiї v+
0 та v

(1,−)
0 . Спочатку знайдемо слiди цих

функцiй на iнтервалi {(x1, 0) : 0 < x1 < a}. Внаслiдок компактностi оператора слiду i
перших двох спiввiдношень в (29) маємо

vε(x1, 0) s−→ v+
0 (x1, 0) в L2(0, a) при ε → 0,

ṽε
(2)(x1, 0) s−→ 0 в L2(0, a) при ε → 0.

(33)

З рiвностi ṽε
(2)(x1, 0) = χh2

(x1

ε

)
vε(x1, 0), x1 ∈ (0, a), та (16) випливає, що v+

0 (x1, 0) = 0

для майже всiх x1 ∈ (0, a).
Розглянемо рiвнiсть

ṽε
(1)(x1, 0) = χh1

(x1

ε

)
vε(x1, 0) для м. в. x1 ∈ (0, a), (34)

де χh1(ξ), ξ ∈ R, — 1-перiодична функцiя, яка на вiдрiзку [0, 1] задається таким чином:

χh1(ξ) =


1, |ξ − b1| ≤

h1

2
,

0,
h1

2
< |ξ − b1| ≤ 1.

Легко перевiрити, що права частина рiвностi (34) на пiдставi (33) та того факту, що
v+
0 (·, 0) = 0, прямує до нуля слабко в L2(0, a) при ε → 0. Отже, ṽε

(1)(·, 0) w−→ 0 в L2(0, a)
при ε → 0. З iншого боку,

a∫
0

ṽε
(1)(x1, 0)ψ(x1)dx1 =

1
d1

∫
D1

ṽε
(1)ψ(x1) dx1 dx2+

+
1
d1

∫
D1

(x2 + d1)∂x2 ṽε
(1) · ψ(x1) dx1 dx2 ∀ ψ ∈ C∞0 (0, a). (35)

Переходячи до границi в (35) при ε → 0, одержуємо

0 = h1

a∫
0

v
(1,−)
0 (x1, 0)ψ(x1)dx1 ∀ ψ ∈ C∞0 (0, a),

звiдки випливає, що v(1,−)
0 (·, 0) = 0 майже скрiзь на (0, a).

Таким чином,

v+
0 (x1, 0) = v

(1,−)
0 (x1, 0) = 0 для м. в. x1 ∈ (0, a). (36)

4. Виберемо довiльну функцiю ϕ ∈ H1(Ω1), слiд якої на {(x1, 0) : 0 < x1 < a}
дорiвнює нулю. З допомогою функцiї ϕ визначимо функцiю

ϕ̂(x) =

 ϕ(x), x ∈ Ω0 ∪G(1)
ε ,

0, x ∈ G
(2)
ε .
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Очевидно, що ϕ̂ ∈ Hε. Iнтегральна тотожнiсть (31) з пробною функцiєю ϕ̂ матиме вигляд

∫
Ω0

∇vε · ∇ϕ̂ dx+
∫

G
(1)
ε

∇vε · ∇ϕ̂ dx =
∫
Ω0

f (1)
ε ϕ̂ dx+

∫
G

(1)
ε

f (1)
ε ϕ̂ dx+

+ ε

∫
S

(1)
ε

gεϕ̂dx2 ∀ ϕ̂ ∈ H1(Ω1), ϕ̂
∣∣
[0,a] = 0,

або ∫
Ω0

∇ vε · ∇ϕdx+
∫
D1

(
∂̃x1vε

(1)
∂x1 ϕ+ ∂̃x2vε

(1)
∂x2ϕdx

)
=

=
∫
Ω0

f (1)
ε ϕdx+

∫
D1

χh1

(x1

ε

)
f (1)

ε ϕdx+ ε

∫
S

(1)
ε

gε ϕdx2 ∀ϕ ∈ H1(Ω1), ϕ
∣∣
[0,a] = 0. (37)

Невiдомою залишається границя останнього доданка у правiй частинi тотожностi (37).
Якщо для функцiї gε має мiсце припущення 2, то з допомогою (22) одержуємо

ε lim
ε→0

∫
S

(1)
ε

gε ϕdx2 = 2
∫
D1

g0 ϕdx.

Якщо має мiсце перше припущення, тобто виконуються спiввiдношення (3), (4), то даний
iнтеграл подамо у виглядi суми

ε

∫
S

(1)
ε

(gε − g0)ϕdx2 + ε

∫
S

(1)
ε

g0ϕdx2.

На пiдставi умов (3), (4) та теореми Лебега про граничний перехiд перший доданок у цiй
сумi прямує до нуля. Другий доданок можна розглядати як двi iнтегральнi суми

ε

∫
S

(1)
ε

g0ϕdx2 =

0∫
−d1

N−1∑
j=0

(g0ϕ)
∣∣
x1=ε(j+b1±h1/2)

(
ε(j + 1)− εj

)
dx2 (38)

для функцiї g0 ϕ. Згiдно з теоремою Лебега та теоремою Фубiнi така границя дорiвнює

2
∫
D1

g0 ϕdx.

Переходячи в (37) до границi, коли ε → 0, i враховуючи (2), (16), (29), (30) та (32),
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маємо ∫
Ω0

∇v+
0 · ∇ϕdx+ h1

∫
D1

∂v0
∂x2

(1,−) ∂ϕ

∂x2
dx =

∫
Ω0

f0 ϕdx+

+h1

∫
D1

f0 ϕdx+ 2
∫
D1

g0 ϕdx ∀ϕ ∈ H1(Ω1), ϕ
∣∣
[0,a] = 0 . (39)

На пiдставi рiвностi (36) iнтегральна тотожнiсть (31) еквiвалентна таким двом iнтег-
ральним тотожностям:∫

Ω0

∇v+
0 · ∇ϕdx =

∫
Ω0

f0 ϕdx ∀ ϕ ∈ H1(Ω0), ϕ|[0,a] = 0, (40)

та

h1

∫
D1

∂v0
∂x2

(1,−) ∂ϕ

∂x2
dx = h1

∫
D1

f0 ϕdx+ 2
∫
D1

g0 ϕdx ∀ϕ ∈ H1(Ω1), ϕ|[0,a] = 0. (41)

З (40) та (36) випливає, що v+
0 — єдиний узагальнений розв’язок задачi (8), а з (41) та

(36) — що v(1,−)
0 — розв’язок крайової задачi (9) для звичайного диференцiального опера-

тора другого порядку. В задачi (9) змiнна x1 вiдiграє роль параметра. Легко переконатися,
що

v
(1,−)
0 (x1, x2) = −x2

x2∫
−d1

(
f0(x1, t) + 2h−1

1 g0(x1, t)
)
dt−

0∫
x2

t
(
f0(x1, t) + 2h−1

1 g0(x1, t)
)
dt.

(42)

Таким чином, теорему 1 доведено.

Слабка збiжнiсть у просторах H1 продовжень розв’язкiв крайових задач у перфо-
рованих областях дає можливiсть довести збiжнiсть iнтегралiв енергiй (див., наприклад,
[5, 12]). Таку саму можливiсть дає теорема 1. Введемо такi позначення:

Eε(uε) :=
∫
Ωε

|∇uε|2 dx, E+
0 (v+

0 ) :=
∫
Ω0

∣∣∇v+
0

∣∣2 dx, E−0 (v(1,−)
0 ) := h1

∫
D

∣∣∣∂x2v
(1,−)
0

∣∣∣2 dx.
ВеличиниEε(uε), E+

0 (v+
0 ) iE−0 (v(1,−)

0 ) задають енергiю систем, якi моделюються задачами
(1), (8) та (9) вiдповiдно.

Використовуючи зображення (25) та iнтегральну тотожнiсть (31), маємо

Eε(uε) = Eε(vε) + Eε(wε) +
∫

Ωε

∇vε · ∇wε dx =

=
∫
Ω0

f (1)
ε vε dx+

∫
G

(1)
ε

f (1)
ε vε dx+ ε

∫
S

(1)
ε

gε vε dx2 + Eε(wε) +
∫

Ωε

∇vε · ∇wε dx.
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Переходячи до границi в цiй рiвностi при ε → 0 i враховуючи (2), (3), (26) та (29), як в
теоремi 1, отримуємо

lim
ε→0

Eε(uε) = h1

∫
D1

f0 v
+
0 dx+ 2

∫
D1

g0 v
(1,−)
0 dx.

З iнтегральних тотожностей (40) та (41) випливає такий наслiдок.

Наслiдок. lim
ε→0

Eε(uε) = E+
0 (v+

0 ) + E−0 (v(1,−)
0 ).

Висновки. В роботi вивчено вплив крайових умов на асимптотичну поведiнку розв’яз-
ку задачi (1). Показано, що однорiднi крайовi умови Дiрiхле на вертикальних сторонах
стержнiв другого рiвня приводять до того, що гранична задача розпадається на двi не-
залежнi задачi. Неоднорiднiсть у крайових умовах Неймана на вертикальних сторонах
стержнiв першого рiвня приводить до появи нового члена в правiй частинi однiєї з гранич-
них задач. Такий ефект було помiчено в роботi [38] при усередненнi елiптичних рiвнянь,
якi описують процеси в сильно неоднорiдних тонких перфорованих областях з швидко
змiнною товщиною. Якщо умови Дiрiхле замiнити на умови Неймана або умови Фур’є,
то, як показано в роботi [32], гранична задача не розпадається i являє собою три крайовi
задачi, якi через певнi умови спряження в зонi з’єднання зв’язуються в одну задачу.

В [5] зазначено, що для функцiоналiв, якi заданi на рефлексивних просторах i ростуть
швидше за норму, фактично, має мiсце тiльки одне природне означення усереднення та-
ких функцiоналiв — це означення через збiжнiсть енергiй. Тому наслiдок 1 є дуже важли-
вим результатом, який дає можливiсть дослiджувати варiацiйнi задачi в густих багаторiв-
невих з’єднаннях.

Питання про побудову асимптотичних наближень для розв’язку задачi (1) залиша-
ється вiдкритим.

1. Бахвалов Н. С., Панасенко Г. П. Осреднение процессов в периодических средах. — М.: Наука, 1984. —
352 c.

2. Bensoussan A., Lions J., and Papanicolau G. Asymptotic analysis for periodic structure. — Amsterdam:
North Holland, 1978.

3. Ciarlet P. G. Plates and junctions in elastic multi-structures. — Paris: Masson, 1990.

4. Cioranescu D., Saint Jean Paulin J. Homogenization of reticulated structures // Appl. Math. Sci. — 1999. —
136. — 343 p.

5. Jikov V. V., Kozlov S. M., and Oleinik O. A. Homogenization of differential operators and integral functionals.
— Berlin; Heidelberg: Springer, 1994.

6. Ковалевский А. А. Усреднение задач Неймана для нелинейных эллиптических уравнений в областях
с накопителями // Укр. мат. журн. — 1995. — 47, № 2. — С. 194 – 212.

7. Kozlov V. A., Maz’ya V. G., and Movchan A. B. Asymptotic representation of an elastic field in a multi-
structure // Asymptot. Anal. — 1995. — 11. — P. 343 – 415.

8. Lobo M., Perez E. Asymptotic behaviour of an elastic body with a surface having small stuck regions // Math.
Models and Methods in Appl. Sci. — 1988. — 22, № 4. — P. 609 – 624.

9. Lobo M., Perez E. Asymptotic behaviour of the solutions of a body having many concentrated masses near
the boundary // C. r. Acad. sci. Ser II. — 1992. — 314. – P. 13 – 18.

10. Марченко В. А., Хруслов Е. Я. Краевые задачи в областях с мелкозернистой границей. — Киев: Наук.
думка, 1974. — 279 c.

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2005, т . 8, N◦ 2



256 Т. А. МЕЛЬНИК, П. С. ВАЩУК

11. Назаров С. А. Асимптотический анализ тонких пластин и стержней. Том 1. Понижение размерности и
интегральные оценки. — Новосибирск: Науч. книга, 2002. — 406 с.

12. Олейник О. А., Иосифьян Г. А., Шамаев А. С. Математические задачи теории сильно неоднородных
упругих сред. — М.: Изд-во Моск. ун-та, 1990. — 310 c.

13. Sanchez-Hubert J., Sanchez-Palencia E. Vibration and coupling of continuous systems. — Berlin; Heidelberg:
Springer, 1989.

14. Скрыпник И. В. Методы исследования нелинейных эллиптических граничных задач. — М.: Наука,
1990. — 448 c.

15. Fleury F., Sanchez-Palencia E. Asymptotic and spectral properties of the acoustic vibrations of body perforated
by narrow channels // Bull. Sci. Math. — 1986. — 2, № 110. — P. 149 – 176.

16. Котляров В. П., Хруслов Е. Я. О предельном граничном условии одной задачи Неймана // Теория
функций, функцион. анализ и их прил. — 1970. — № 10. — С. 83 – 96.

17. Сузиков Г. В., Хруслов Е. Я. О прохождении звуковых волн через тонкие каналы в отражающем слое
// Там же. — 1976. — № 5. — С. 35 – 49.

18. Хруслов Е. Я. О резонансных явлениях в одной задаче дифракции // Там же. — 1968. — № 10. — С. 113 –
120.

19. Mel’nyk T. A., Nazarov S. A. Asymptotic structure of the spectrum of the Neumann problem in a thin comb-
like domain // C. r. Acad. sci. Ser. I — 1994. — 319. — P. 1343 – 1348.

20. Мельник Т. А., Назаров С. А. Асимптотика собственных значений задачи Неймана в области типа „гу-
стого гребешка” // Докл. РАН. — 1995. — 342, № 1. — С. 23 – 25.

21. Мельник Т. А., Назаров С. А. Асимптотика решения спектральной задачи Неймана в области типа
„густого гребешка” // Тр. сем. им. И. Г. Петровского. — 1996. — 19. — С. 138 – 174 (Engl. transl.: J. Math.
Sci. — 1997. – 85, № 6. — P. 2326 – 2346).

22. Mel’nyk T. A. Homogenization of the Poisson equation in a thick periodic junction // Z. Analysis und ihre
Anwendungen. — 1999. — 18, № 4. — P. 953 – 975.

23. Mel’nyk T. A. Asymptotic analysis of a spectral problem in a periodic thick junction of type 3:2:1 // Math.
Methods in Appl. Sci. — 2000. — 23, № 4. — P. 321 – 346.

24. Мельник Т. А., Назаров С. А. Асимптотический анализ задачи Неймана на соединении тела с тонкими
тяжелыми стержнями // Алгебра и анализ. — 2000. — 12, № 2. — С. 188 – 238 (Engl. transl.: St.Petersburg
Math. J. — 2001. — 12, № 2. – P. 317 – 351).

25. Мельник Т. А. Усереднення сингулярно збуреної параболiчної задачi в густому перiодичному з’єднаннi
типу 3:2:1 // Укр. мат. журн. — 2000. – 52, № 11. — С. 1524 – 1534 (Engl. transl.: Ukr. Math. J. — 2000. —
52, № 11. — P. 1737 – 1749).

26. Mel’nyk T. A. Asymptotic behavior of eigenvalues and eigenfunctions of the Steklov problem in a thick
periodic junction // Nonlinear Oscillations. — 2001. — 4, № 1. — P. 91 – 105.

27. Мельник Т. А. Асимптотика спектра задачi Фур’є в густому з’єднаннi типу 2:1:1 // Вiсн. Київ. ун-ту.
Фiз-мат. науки. — 2001. — 1. – C. 143 – 153.

28. Мельник Т. А. Асимптотична поведiнка власних значень та власних функцiй задачi Фур’є в густому
з’єднаннi типу 3:2:1 // Груповi та аналiтичнi методи в математичнiй фiзицi: Пр. Iн-ту математики НАН
України. — 2001. — 36. — C. 187 – 196.

29. Mel’nyk T. A. Vibrations of a thick periodic junction with concentrated masses // Math. Models and Methods
in Appl. Sci. — 2001. — 11, № 6. — P. 1001 – 1029.

30. Назаров С. А. Соединения сингулярно вырождающихся областей различных предельных размерно-
стей // Тр. сем. им. И. Г. Петровского. — 1995. — 18. — С. 1 – 78 (Ч. I); 2000. — 20. – С. 155 – 196 (Ч. II).

31. Mel’nyk T. A. Eigenmodes and pseudo-eigenmodes of thick multi-level junctions // Proc. Int. Conf. "Days on
Diffraction 2004". — 2004. — P. 51 – 52.

32. De Maio U., Mel’nyk T. A., and Perugia C. Homogenization of the Robin problem in a thick multi-level
junction // Нелiнiйнi коливання. — 2004. – 7, № 3. — С. 336 – 356.

33. De Maio U., Durante T., and Mel’nyk T. A. Asymptotic approximation for the solution to the Robin problem
in a thick multi-level junction // Math. Models and Methods in Appl. Sci. — 2005 (to appear).

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2005, т . 8, N◦ 2



УСЕРЕДНЕННЯ КРАЙОВОЇ ЗАДАЧI ЗI ЗМIНОЮ ТИПУ КРАЙОВИХ УМОВ . . . 257

34. Damlamian A., Li Ta-Tsien. Boundaty homogenization for elliptic problems // J. Math. Pures et Appl. —
1987. — 66. — P. 351 – 361.

35. Чечкин Г. А. Усреднение краевых задач с сингулярными возмущениями граничных условий // Мат. сб.
— 1993. — 184, № 6. — C. 99 – 105.

36. Чечкин Г. А. Асимптотическое разложение решения краевой задачи с быстро меняющимся типом гра-
ничных условий // Тр. сем. им. И. Г. Петровского. — 1996. — 19. — С. 323 – 338.

37. Brizzi R., Chalot J. P. Boundary homogenization and Neumann boundary value problem // Ric. mat. — 1997.
— 46. — P. 341 – 387.

38. Мельник Т. А. Усереднення елiптичних рiвнянь, якi описують процеси в сильно неоднорiдних тонких
перфорованих областях з швидко змiнною товщиною // Допов. НАН України. — 1991. — № 10. —
C. 15 – 19.

Одержано 28.03.2005

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2005, т . 8, N◦ 2


