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We study extremal problems for regions with free poles lying in ray systems of points.

Вивчаються екстремальнi задачi про областi з вiльними полюсами, що належать променевим
системам точок.

Введение. В геометрической теории функций комплексной переменной экстремальные
задачи о неналегающих областях представляют известное классическое направление.
Возникновение этого направления связано с известной работой М. А. Лаврентьева [1],
где была впервые поставлена и решена задача о произведении конформных радиусов
двух взаимно не пересекающихся односвязных областей. В последующем эта задача обоб-
щалась и усиливалась в работах многих авторов (см., например, [2 – 8]). Следует отме-
тить, что большое значение при решении таких задач имеет теория квадратичных диф-
ференциалов, в частности результаты, описывающие локальную и глобальную структу-
ру их траекторий (см., например, [2]).

1. Обозначения и определения. Пусть N, R, C обозначают множества натуральных,
вещественных и комплексных чисел соответственно.

Системой неналегающих областей (с. н. о.) называется конечный набор {Bk}n
k=1 , n ∈

∈ N, n ≥ 2, таких произвольных областей любой связности, что Bk ⊂ C, Bk
⋂

Bm = ∅
∀k 6= m, k,m = 1, n.

Рассмотрим при n ∈ N, n ≥ 2, множество Λn всех наборов точек An = {ak}n
k=1 ⊂

⊂ C \ {0} таких, что

0 = arg a1 < arg a2 < . . . < arg an < 2π.

Такие системы точек An ∈ Λn будем называть лучевыми системами точек. Для лучевых

систем точек введем следующие обозначения: an+1 := a1, a0 := an, σk :=
1
π

(arg ak+1−

− arg ak), k = 1, n. Очевидно, что
n∑

k=1

σk = 2.

На Λn определим функционал

µ = µ (An) = µ ({ak}n
k=1) =

n∏
k=1

χ

(∣∣∣∣ ak

ak+1

∣∣∣∣ 1
2σk

)
|ak|,

где χ (t) =
1
2
(
t + t−1

)
.
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Величину r (B, a) будем называть внутренним радиусом области B относительно точ-
ки a (определение внутреннего радиуса области см., например, в [6]).

Рассмотрим функционал

Jn = (r (B0, 0) r (B∞,∞))α
n∏

k=1

r (Bk, ak) ,

где An = {ak}n
k=1 , n ≥ 2, — произвольная система точек множества Λn, {B0, B1, B2, . . .

. . . , Bn, B∞} — произвольная с. н. о., причем 0 ∈ B0, ∞ ∈ B∞, ak ∈ Bk, k = 1, n, а
фиксированное число α ∈ R, α ≥ 0.

В работе при любом n ∈ N, n ≥ 3, и при некоторых ограничениях на систему то-
чек An = {ak}n

k=1 ∈ Λn и с. н. о. {B0, B1, B2, . . . , Bn, B∞} оцениваются сверху значения
функционала Jn. Близкие задачи были рассмотрены в работах [4 – 14].

2. Основные результаты.

Теорема 1. Пусть n ≥ 3, n ∈ N, α ∈ [0; 0, 125] . Тогда для произвольной системы
точек An = {ak}n

k=1 ∈ Λn и произвольной с. н. о. {B0, B1, B2, . . . , Bn, B∞} такой, что
0 ∈ B0, ak ∈ Bk, k = 1, n,∞ ∈ B∞, выполняется неравенство

(r (B0, 0) r (B∞,∞))α
n∏

k=1

r (Bk, ak) ≤ (r (D0, 0) r (D∞,∞))α
n∏

k=1

r (Dk, dk) , (1)

где области D0, D∞, Dk и точки dk, k = 1, n, — соответственно круговые области и
полюсы квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = −
αw2n + µ

(
n2 − 2α

)
wn + αµ2

w2 (wn − µ)2
dw2. (2)

Теорема 2. Пусть n ≥ 3, n ∈ N, 0 ≤ α ≤
(

7
20

n

)2

. Тогда для произвольной системы

точек An = {ak}n
k=1 ∈ Λn, для которой σk ≤

7
10
√

α
∀k = 1, n, и произвольной с. н. о.

{B0, B1, B2, . . . , Bn, B∞} такой, что 0 ∈ B0, ak ∈ Bk, k = 1, n, ∞ ∈ B∞, выполняется
неравенство (1) с аналогичным утверждением о знаке равенства.

Непосредственно из теоремы 2 получаем следующий результат.

Следствие 1. Пусть n ≥ 3, n ∈ N, 0 < ε0 <
1
n

, 0 ≤ α ≤ 1
2

(
n

2 + ε0n

)2

. Тогда для

произвольной системы точек An = {ak}n
k=1 ∈ Λn, для которой σk =

2
n

+ εk, |εk| ≤ ε0,

k = 1, n, и произвольной с. н. о. {B0, B1, B2, . . . , Bn, B∞} такой, что 0 ∈ B0, ak ∈ Bk,
k = 1, n, ∞ ∈ B∞, выполняется неравенство (1) с аналогичным утверждением о знаке
равенства.

При α = 0 из формулировки теоремы 1 получаем следующий результат.
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Следствие 2. Пусть n ≥ 3, n ∈ N. Тогда для произвольной системы точек An =
= {ak}n

k=1 ∈ Λn и с. н. о. {B1, B2, . . . , Bn} такой, что ak ∈ Bk, k = 1, n, выполняется
неравенство

n∏
k=1

r (Bk, ak) ≤
n∏

k=1

r (Dk, dk) ,

где области Dk и точки dk, k = 1, n, — соответственно круговые области и полюсы
квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2

(wn − µ)2
dw2.

3. Доказательства. Доказательство теоремы 1. При доказательстве этой теоремы так-
же воспользуемся методом кусочно-разделяющего преобразования В. Н. Дубинина.

Функция

ζk (w) = −i
(
e−i arg akw

) 1
σk , k = 1, 2, . . . , n, (3)

конформно отображает область

∆k := {w : arg ak < arg w < arg ak+1} , k = 1, n,

на правую полуплоскость. Из соотношений (3) видно, что

|ζk (w)− ζk (am)| ∼ 1
σk
|am|

1
σk
−1 |w − am| , w → am,

k = 1, 2, . . . , n, m = k, k + 1, (4)

|ζk (w)| = |w|
1

σk , w → 0, w → ∞.

Обозначим

ζk (ak) =: ω
(k)
1 , ζk (ak+1) =: ω

(k)
2 , k = 1, 2, . . . , n. (5)

Из формул (3) и (5) получаем

ω
(k)
1 = ζk (ak) = −i

(
|ak|
ak

ak

) 1
σk

= −i |ak|
1

σk ,

(6)

ω
(k)
2 = ζk (ak+1) = −i

(
ei(arg ak+1−arg ak) |ak+1|

) 1
σk = i |ak+1|

1
σk , k = 1, n.
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Результаты разделяющего преобразования [5, 6] областей B0 и B∞ относительно семей-

ства функций {ζk}n
k=1 обозначим соответственно

{
G

(k)
0

}n

k=1
и
{

G
(k)
∞
}n

k=1
. Результат раз-

деляющего преобразования области Bk, k = 2, 3, . . . , n, относительно семейства функ-

ций {ζk−1, ζk} обозначим
{

G
(k−1)
2 , G

(k)
1

}
. Для области B1 результатом разделяющего пре-

образования относительно семейства функций {ζ1, ζn} будет пара областей
{

G
(1)
1 , G

(n)
2

}
.

Таким образом, совокупность областей {∆k}n
k=1 и любая система точек {0, {ak}n

k=1 ,∞} ,
{ak}n

k=1 ∈ Λn с с. н. о. {B0, B1, B2, . . . , Bn, B∞} такой, что 0 ∈ B0, ak ∈ Bk, k = 1, n, ∞ ∈
∈ B∞, порождают систему точек

{
0, ω

(k)
1 , ω

(k)
2 ,∞

}
такую, что

{
ω

(k)
1 , ω

(k)
2

}
∈ Λ∗2 ∀k = 1, n,

и с. н. о.
{

G
(k)
0 , G

(k)
1 , G

(k)
2 , G

(k)
∞
}

такую, что 0 ∈ G
(k)
0 , ω

(k)
1 ∈ G

(k)
1 , ω

(k)
2 ∈ G

(k)
2 , ∞ ∈ G

(k)
∞ ,

k = 1, n.
Из теоремы 1.9 [6] и соотношений (4) – (6) следуют неравенства

r (Bk, ak) ≤

r
(
G

(k)
1 , ω

(k)
1

)
σ−1

k |ak|
1

σk
−1

r
(
G

(k−1)
2 , ω

(k−1)
2

)
σ−1

k−1 |ak|
1

σk−1
−1


1
2

∀k = 2, . . . , n,

r (B1, a1) ≤

r
(
G

(1)
1 , ω

(1)
1

)
σ−1

1 |a1|
1

σ1
−1

r
(
G

(n)
2 , ω

(n)
2

)
σ−1

n |a1|
1

σn
−1


1
2

, (7)

r (B0, 0) ≤
n∏

k=1

[
r
(
G

(k)
0 , 0

)]σ2
k
2

, r (B∞,∞) ≤
n∏

k=1

[
r
(
G(k)
∞ ,∞

)]α2
k
2

.

Условия реализации знака равенства в неравенствах (7) полностью описаны в теоре-
ме 1.9 [6]. На основании соотношений (7) получаем неравенство

Ξn (p) = [r (B0, 0) r (B∞,∞)]α
n∏

k=1

r (Bk, ak) ≤

≤
n∏

k=1


(
r
(
G

(k)
0 , 0

)
r
(
G(k)
∞ ,∞

))ασ2
k

2

 r
(
G

(k)
1 , ω

(k)
1

)
r
(
G

(k)
2 , ω

(k)
2

)
(σk−1σk)−1 (|ak| |ak+1|)

1
σk
−1


1
2

 , (8)

где σ0 := σn. Выражение (8) можно записать следующим образом:

Ξn ≤ 2n
n∏

k=1

σk

n∏
k=1

χ

(∣∣∣∣ ak

ak+1

∣∣∣∣ 1
2σk

)
|ak|×

×
n∏

k=1


r
(
G

(k)
1 , ω

(k)
1

)
r
(
G

(k)
2 , ω

(k)
2

)
(
|ak|

1
σk + |ak+1|

1
σk

)2

(
r
(
G

(k)
0 , 0

)
r
(
G(k)
∞ ,∞

))ασ2
k


1
2

. (9)
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Каждое выражение, стоящее в фигурных скобках неравенства (9), является значением
функционала

Γτ = (r (B0, 0) r (B∞,∞))τ2 r (B1, a1) r (B2, a2)
|a1 − a2|2

(10)

на системе точек
{

0, ω
(k)
1 , ω

(k)
2 ,∞

}
и с. н. о.

{
G

(k)
0 , G

(k)
1 , G

(k)
2 , G

(k)
∞
}

, k = 1, n. На основании

теоремы 1 [10, 11] и инвариантности функционала (10) получаем оценку

Γτ ≤ Ψ(τ) , (11)

где Ψ(τ) — положительная функция, равная значению функционала Γτ на системе точек
{0, i,−i,∞} и с. н. о.

{
B0

0 , B0
1 , B0

2 , B0
∞
}

, а B0
0 , B0

1 , B0
2 , B0

3 — круговые области квадратич-
ного дифференциала

Q(w)dw2 = −
w4 + 2

(
1− 2

τ2

)
w2 + 1

w2 (w2 + 1)2
dw2.

Тогда из (9) и (11) получаем соотношение

Ξn ≤
(

4
n

)n

µ

(
n∏

k=1

Ψ
(√

ασk

)) 1
2

. (12)

Пользуясь результатами [6, 8], нетрудно показать, что функция log Ψ (τ) выпукла на

промежутке
[
0;

1√
2

]
. Тогда из (12) имеем соотношение

Ξn ≤
(

4
n

)n

µ

(
Ψ
(

2
√

α

n

))n
2

для 0 ≤ α ≤ 0, 125. Из (13) следует справедливость неравенства (1) и квадратичного
дифференциала (2).

Теорема 1 доказана.
Доказательство теоремы 2, в основном, аналогично доказательству теоремы 1.
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