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ПРО ПЕРIОДИЧНI РОЗВ’ЯЗКИ СИСТЕМИ НЕЛIНIЙНИХ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНО-ФУНКЦIОНАЛЬНИХ РIВНЯНЬ
З ЧАСТИННИМИ ПОХIДНИМИ

Н. I. Блащак

Тернопiл. техн. ун-т
Україна, 46001, Тернопiль, вул. Руська, 56

Sufficient conditions for existence of periodic solutions of a system of nonlinear partial differential-functio-
nal equations are obtained.

Одержано достатнi умови iснування перiодичних розв’язкiв системи нелiнiйних диференцiально-
функцiональних рiвнянь з частинними похiдними.

Розглянемо систему нелiнiйних диференцiально-функцiональних рiвнянь вигляду

ut(t, x) + Λux(t, x) = Au(t, x) + f (t, x, u(t, x), u (q1t + h1, r1x + s1) , . . .

. . . , u (qkt + hk, rkx + sk)) , (1)

де Λ = diag (λ1, . . . , λn), A = diag (a1, . . . , an), λi, ai = const, i = 1, . . . , n, qj , rj , j =
= 1, . . . , k, — довiльнi цiлi числа (qj , rj 6= 0), hj , sj , j = 1, . . . , k, — довiльнi дiйснi числа,
t ∈ R, x ∈ R, f : R×R×R(k+1)n → Rn i u(t, x) — невiдома n-вимiрна вектор-функцiя.

Питання iснування неперервно диференцiйовних при t ∈ R, x ∈ R розв’язкiв окремих
класiв систем вигляду (1) вивчались у роботах багатьох математикiв (див., наприклад,
[1 – 3] i наведену в них бiблiографiю). Зокрема, в [1] одержано достатнi умови iснуван-
ня неперервно диференцiйовних обмежених при t ∈ R, x ∈ R розв’язкiв одного класу
систем рiвнянь вигляду (1). У данiй роботi цi дослiдження продовжуються, i основною її
метою є встановлення умов iснування неперервно диференцiйовних перiодичних розв’яз-
кiв системи (1).

Теорема 1. Нехай виконуються умови:
1)Re ai > 0, i = 1, . . . , p, Re aj < 0, j = p + 1, . . . , n;
2) вектор-функцiя f(t, x, u0, . . . , uk) є неперервною за всiма своїми змiнними, має непе-

рервнi i обмеженi частиннi похiднi по x, u0, . . . , uk при (t, x, u0, . . . , uk) ∈ R×R×R(k+1)n,
є T -перiодичною по t i X-перiодичною по x;

3) вектор-функцiя f(t, x, u0, . . . , uk) та її частиннi похiднi

∣∣∣∣∣ ∂i1+i2

∂xi1∂ui2
j

f(t, x, u0, . . . , uk)

∣∣∣∣∣ ,
i1 + i2 = 1, j = 0, . . . , k, задовольняють умови Лiпшиця з константою ` за аргументами
u0, . . . , uk.

Тодi при достатньо малому ` система рiвнянь (1) має неперервно диференцiйовний
при (t, x) ∈ R2 розв’язок, який є T -перiодичним по t i X-перiодичним по x.

Доведення. Оскiльки згiдно з [1] неперервно диференцiйовний перiодичний по t i x
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розв’язок W (t, x) системи рiвнянь вигляду

ui

(
t, x
)

=

+∞∫
−∞

n∑
j=1

Gij(t− τ)fj

(
τ, λj(τ − t)u(τ, λj(τ − t) + x),

u(q1τ + h1, r1(λj(τ − t) + x) + s1), . . .

. . . , u(qkτ + hk, rk(λj(τ − t) + x) + sk)
)
dτ, i = 1, . . . , n, (2)

де матрична функцiя G(t) = (Gij(t)) визначається спiввiдношеннями

G(t) =

{
−diag (eA1t, 0) при t < 0,

diag (0, eA2t) при t > 0,

причому A1 = diag (a1, . . . , ap), A2 = diag (ap+1, . . . , an), є також перiодичним розв’яз-
ком початкової системи диференцiально-функцiональних рiвнянь (1), то для доведення
теореми достатньо довести iснування такого розв’язку для системи (2).

Розв’язок системи (2) будемо будувати за допомогою методу послiдовних наближень,
якi визначимо формулами

u0
i (t, x) = 0,

um
i

(
t, x
)

=

+∞∫
−∞

n∑
j=1

Gij(t− τ)fj

(
τ, λj(τ − t) + x, um−1(τ, λj(τ − t) + x),

um−1(q1τ + h1, r1(λj(τ − t) + x) + s1), . . .

. . . , um−1(qkτ + hk, rk(λj(τ − t) + x) + sk)
)
dτ, (3)

i = 1, . . . , n, m = 1, 2, . . . .

Покажемо, що при всiх m ≥ 1, t ∈ R, x ∈ R виконуються оцiнки∣∣um
i (t, x)− um−1

i (t, x)
∣∣ ≤ Nθm−1, i = 1, . . . , n, (4)

де 0 < θ < 1.
Згiдно з умовою 2 теореми покладемо

sup |f(t, x, 0, . . . , 0)| = K при t ∈ R, x ∈ R, (5)

sup

∣∣∣∣∣∂i1+i2f(t, x, u0, . . . , uk)
∂xi1∂ui2

j

∣∣∣∣∣ ≤ ` при t ∈ R, x ∈ R, uj ∈ R, (6)

j = 0, . . . , k,
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де |f | = max
1≤i≤n

|fi|. Оскiльки для функцiї G(t) виконується оцiнка [1]

|G(t)| ≤ Le−α|t| при всiх t 6= 0, (7)

де L,α — додатнi сталi, то, враховуючи (3) i (5), одержуємо

|u1
i (t, x)− u0

i (t, x)| = |u1
i (t, x)| ≤

≤
+∞∫
−∞

max
i

n∑
j=1

|Gij(t− τ)||fj(τ, λj(τ − t) + x, 0, . . . , 0)|dτ ≤

≤ K

+∞∫
−∞

|G(t− τ)|dτ ≤ K
2L

α
, i = 1, . . . , n.

Отже, поклавши N = K
2L

α
, одержимо, що оцiнки (4) справджуються для m = 1.

Мiркуючи за iндукцiєю, припустимо, що оцiнки (4) мають мiсце для деякого m ≥ 1, i
покажемо, що вони не змiняться при переходi вiд m до m + 1. Справдi, на пiдставi (3), (7)
i умови 3 теореми маємо

|um+1
i (t, x)− um

i (t, x)| ≤
+∞∫
−∞

n∑
j=1

|Gij(t− τ)|`
k∑

p=0

|um(qpτ + hp, rp(λj(τ − t) + x) + sp)−

− um−1(qpτ + hp, rp(λj(τ − t) + x) + sp)|dτ ≤

≤ Nθm−1(k + 1)`

+∞∫
−∞

|G(t− τ)|dτ ≤

≤ Nθm−1 2L

α
(k + 1)`,

де q0 = r0 = 1, h0 = s0 = 0.

Оскiльки θ =
2L

α
(k + 1)` < 1 при достатньо малому `, то оцiнки (4) виконуються для

m + 1 i, отже, для всiх m ≥ 1.

Таким чином, всi наближення um
i (t, x), i = 1, . . . , n, m = 0, 1, . . . , мають сенс, є не-

перервними T -перiодичними по t i X-перiодичними по x функцiями (згiдно з (3)) i для
них справджуються оцiнки (4). Звiдси безпосередньо випливає, що послiдовнiсть вектор-
функцiй

um(t, x) = (um
1 (t, x), . . . , um

n (t, x)), m = 0, 1, . . . ,

рiвномiрно збiгається при t ∈ R, x ∈ R до деякої неперервної T -перiодичної по t, X-
перiодичної по x вектор-функцiї W (t, x) = (W1(t, x), . . . ,Wn(t, x)).
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Доведемо тепер, що знайденi функцiї Wi(t, x) мають неперервнi першi похiднi по t i
x. Зауважимо, що з умови 3 теореми випливає, що всi наближення, побудованi при дове-
деннi iснування розв’язку, мають неперервнi похiднi по t i x. Тому, диференцiюючи по t i
x спiввiдношення (2), одержуємо

∂um
i (t, x)
∂x

=

+∞∫
−∞

n∑
j=1

Gij(t− τ)

(
∂fj(τ, t, x)

∂x
+

k∑
p=0

rp
∂fj(τ, t, x)

∂up
×

× ∂um−1(qpτ + hp, rp(λj(τ − t) + x) + sp)
∂x

)
dτ, (8)

∂um
i (t, x)
∂t

= fi

(
t, x, um−1(t, x), um−1(q1t + h1, r1x + s1), . . .

. . . , um−1(qkt + hk, rkx + sk)
)
+aiu

m
i (t, x)+

+

+∞∫
−∞

n∑
j=1

Gij(t− τ)

(
−λj

∂fj(τ, t, x)
∂x

− λj

k∑
p=0

rp
∂fj(τ, t, x)

∂up
×

× ∂um−1(qpτ + hp, rp(λj(τ − t) + x) + sp)
∂x

)
dτ, (9)

де

(τ, t, x) =
(

τ, λj(τ − t) + x, um−1(τ, λj(τ − t) + x), um−1(q1τ+

+ h1, r1(λj(τ − t) + x) + s1), . . . , um−1(qkτ + hk, rk(λj(τ − t) + x) + sk)
)

.

Iз (8) i (9) видно, що для доведення iснування i неперервностi перших похiдних по t, x
достатньо довести, що послiдовностi

∂um
i (t, x)
∂x

, i = 1, . . . , n, m = 0, 1, . . . ,

рiвномiрно збiгаються при t ∈ R, x ∈ R.
Аналогiчно тому, як було доведено оцiнки (4), враховуючи (4) – (7), (8), можна пока-

зати, що при всiх m ≥ 1, t ∈ R, x ∈ R виконуються оцiнки∣∣∣∣∂um
i (t, x)
∂x

−
∂um−1

i (t, x)
∂x

∣∣∣∣ ≤ Ñ θ̃m−1, i = 1, . . . , n, (10)

де Ñ >
2L

α
` — достатньо велика додатна стала, а θ̃ — деяка додатна стала (залежить вiд

α, L, N, Ñ , K, `) така, що при достатньо малому ` виконується умова θ̃ < 1.
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Iз (10) випливає, що послiдовностi

∂um
i (t, x)
∂x

, i = 1, . . . , n, m = 0, 1, . . . ,

рiвномiрно збiгаються при t ∈ R, x ∈ R до неперервних функцiй

∂Wi(t, x)
∂x

, i = 1, . . . , n.

Теорему доведено.
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