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It is shown that the motion of two bodies taking into account a finite velocity of gravity is not carried out
by Kepler’s laws and this motion is unstable.

Показано, что движение двух тел з учетом конечной скорости гравитации не осуществляется по
законам Кеплера и это движение не устойчиво.

1. Вступ. Дана стаття присвячена дослiдженню руху двох тiл довiльних мас пiд дiєю сил
закону всесвiтнього тяжiння з урахуванням скiнченної швидкостi гравiтацiї.

Завдяки тому, що гравiтацiйний вплив одного тiла на iнше не може вiдбуватися мит-
тєво, а потрiбен час, за який гравiтацiйне поле проходить вiдстань мiж цими тiлами, то
природним є те, що математичнi моделi руху двох тiл мають бути системами рiвнянь iз
пiслядiєю. Тому для дослiдження таких систем найбiльш прийнятним є математичний
апарат, в основу якого покладено теорiю диференцiальних рiвнянь iз запiзнювальним ар-
гументом.

Використання таких рiвнянь дало змогу встановити, що рух двох тiл у реальному про-
сторi здiйснюється не за законами Кеплера i цей рух нестiйкий.

2. Задача двох тiл у класичнiй небеснiй механiцi. З моменту вiдкриття I. Ньютоном
(1643–1727) закону всесвiтнього тяжiння, опублiкованого в його знаменитих “Philosophiae
Naturalis Principia mathematica” в 1687 р., для дослiдження руху тiл використовувалися
звичайнi диференцiальнi рiвняння, оскiльки вважалося, що швидкiсть гравiтацiї є нескiн-
ченною i гравiтацiйне поле поширюється миттєво вiд джерела, як би далеко вiд нього не
знаходитися.

Задача двох тiл—найпростiша задача класичної небесної механiки. На пiдставi другого
закону Ньютона та закону всесвiтнього тяжiння диференцiальнi рiвняння руху тiл цiєї
задачi в деякiй нерухомiй декартовiй системi координат мають вигляд





m1~̈r1(t) = − Gm1m2

|~r2(t)− ~r1(t)|3
(~r1(t)− ~r2(t)) ,

m2~̈r2(t) = − Gm1m2

|~r2(t)− ~r1(t)|3
(~r2(t)− ~r1(t)) ,

(1)

де G — гравiтацiйна стала, m1 i m1 — маси тiл i |~r2(t) − ~r1(t)| — евклiдова довжина
вектора ~r2(t)− ~r1(t) . Очевидно, що в рiвняннях цiєї системи можна зробити скорочення
на m1 i m2 вiдповiдно.

Якщо як невiдомi замiсть ~r1 i ~r2 розглянути абсолютнi координати ньютонового центра
iнерцiї (центра мас) системи тiл i вiдноснi координати першого тiла вiдносно другого
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~r0 =
m1

m1 +m2
~r1 +

m2

m1 +m2
~r2, ~r = ~r1 − ~r2,

то система (1) розпадається на двi нескладнi для дослiдження системи

~̈r0 = 0, (2)

~̈r = −G(m1 +m2)

|~r|3 ~r. (3)

Iз (2) випливає,що центр iнерцiї системи двох тiл рухається рiвномiрно та прямолiнiйно.
Система (3) визначає вiдносний рух тiла маси m1 вiдносно центрального тiла маси m2.
Дослiдження цiєї системи наведено в багатьох працях (див., наприклад, [1 – 3]).

Загальний розв’язок задачi двох тiл знайшов ще Ньютон. Вiн також надав розв’язку
геометричної форми (траєкторiями руху одного тiла вiдносно другого та вiдносно центра
маси є конiчнi перерiзи).

3. Закони Кеплера. Кiнематична картина руху тiл (зокрема, руху планет) у класичнiй
небеснiй механiцi [4, с. 138] визначається трьома законами Кеплера:

1. Кожна планета рухається по елiпсу, в одному з фокусiв якого знаходиться Сонце.
2. Площа, що описується радiусом-вектором планети, проведеним iз Сонця, зростає

пропорцiйно до часу.
3. Квадрати перiодiв обертання планет навколо Сонця вiдносяться як куби великих

пiвосей їхнiх орбiт.
За допомогою цих законiв Ньютон встановив закон всесвiтнього тяжiння [3, c. 42].
Застосування законiв Кеплера до дослiдження руху небесних тiл,що враховує скiнченну

швидкiсть гравiтацiї, призводить до деяких неточностей.
4. Принцип запiзнювання гравiтацiйного поля та математична модель руху двох тiл iз

урахуванням скiнченної швидкостi гравiтацiї. У реальному свiтi швидкiсть гравiтацiї не
може бути нескiнченною, як у теорiї Ньютона. Це твердження узгоджується з теорiєю вiд-
носностi Ейнштейна, в якiй постулюється, що швидкiсть гравiтацiї дорiвнює швидкостi
свiтла, та з дослiдженнями С. М. Копейкiна та Е. Фомалонта про фундаментальну межу
швидкостi гравiтацiї [5]. Використання цiєї властивостi гравiтацiї дає змогу побудувати ма-
тематичну модель руху двох тiл, що використовує не звичайнi диференцiальнi рiвняння, як
у класичнiй небеснiй механiцi, а диференцiальнi рiвняння iз запiзнювальним аргументом,
i встановити новi властивостi руху цих тiл.

Пояснимо вплив запiзнювання гравiтацiйного поля на прикладi взаємодiї двох точок
M1 i M2 з масами m1 i m2 вiдповiдно. Рух цих точок будемо розглядати, використовуючи
прямокутну систему координат x, y, z з початком координат у точцi O. Систему координат
вважатимемо iнерцiальною. Положення точок M1 i M2 в момент часу t визначається їх
радiусами-векторами ~ri(t), i = 1, 2.

Якби швидкiсть гравiтацiї була нескiнченною, як у теорiї Ньютона, тодi на пiдставi
закону всесвiтнього тяжiння в момент часу t точка M2 притягувала б точку M1 iз силою

~F (t) =
Gm1m2

|~r2(t)− ~r1(t)|3
(~r2(t)− ~r1(t)) (4)

(напрямок цiєї сили збiгається з напрямком вектора ~r2(t)− ~r1(t) [2, 3]).
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Однак, завдяки скiнченнiй швидкостi гравiтацiї на точку M1 дiє iнша сила

~F1(t) =
Gm1m2

|~r2(t  ⌧2(t))  ~r1(t)|3
(~r2(t  ⌧2(t))  ~r1(t)). (0.5)

Запiзнення гравiтацiї ⌧2(t) в (0.5) визначається з рiвностi

c⌧2(t) = |~r2(t  ⌧2(t))  ~r1(t)|, (0.6)

де c – швидкiсть гравiтацiї. Справдi (див. рис. 1), нехай точки M2 i M1 рухаються по
вiдповiдним траєкторiям, частини яких зображенi на рис. 1, зi швидкостями ~v2(t) = ~̇r2(t)
i ~v1(t) = ~̇r1(t) i в момент часу t  ⌧2(t) , де ⌧2(t) задовольняє (0.6), знаходяться в точках C
i D вiдповiдно. За промiжок часу [t  ⌧2(t), t] точка M2 перемiститься з точки C в точку
A , а точка M1 – з точки D в точку B . Цього промiжку часу достатньо, щоб гравiтацiйне
поле зi швидкiстю c поширилося з точки C в точку B . Отже, в момент часу t на точку B
дiє не сила (0.4), а сила (0.5).
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Рис. 1. Розташування точок M1 i M2 в моменти часу t i t  ⌧2(t) .

~r2(t)  ~r1(t)

~r2(t  ⌧2(t))  ~r1(t)
���

Аналогiчно, завдяки скiнченнiй швидкостi гравiтацiї на точку M2 дiє сила

~F2(t) =
Gm1m2

|~r1(t  ⌧1(t))  ~r2(t)|3
(~r1(t  ⌧1(t))  ~r2(t)). (0.7)

Запiзнення гравiтацiї ⌧1(t) в (0.7) визначається з рiвностi

c⌧1(t) = |~r1(t  ⌧1(t))  ~r2(t)|. (0.8)

Iснування функцiй ⌧2(t) i ⌧1(t) , що задовольняють спiввiдношення (0.6) i (0.7), показано
в [6]. Завдяки теоремам про неявну функцiю [7, с. 449–453] цi функцiї є неперервними i
диференцiйовними.

Iз наведених мiркувань з урахуванням другого закону Ньютона, закону всесвiтнього
тяжiння та (0.5) i (0.7) отримуємо, що рух двох точок M1 i M2 з масами m1 i m2 вiдповiдно
описується наступною системою рiвнянь

8
>>><
>>>:

m1~̈r1(t) =
Gm1m2

|~r2(t  ⌧2(t))  ~r1(t)|3
(~r2(t  ⌧2(t))  ~r1(t)),

m2~̈r2(t) =
Gm2m1

|~r1(t  ⌧1(t))  ~r2(t)|3
(~r1(t  ⌧1(t))  ~r2(t)).

(0.9)

3

Рис. 1. Розташування точок M1 i M2 в моменти часу t i t− τ2(t).

Однак, завдяки скiнченнiй швидкостi гравiтацiї, на точку M1 дiє iнша сила

~F1(t) =
Gm1m2

|~r2(t− τ2(t))− ~r1(t)|3 (~r2(t− τ2(t))− ~r1(t)) . (5)

Запiзнення гравiтацiї τ2(t) в (5) визначається з рiвностi

cτ2(t) = |~r2(t− τ2(t))− ~r1(t)| , (6)

де c — швидкiсть гравiтацiї. Справдi (рис. 1), нехай точки M2 i M1 рухаються по вiд-
повiдним траєкторiям, частини яких зображенi на рис. 1, зi швидкостями ~v2(t) = ~̇r2(t) i
~v1(t) = ~̇r1(t) i в момент часу t− τ2(t), де τ2(t) задовольняє (6), знаходяться в точках C i D
вiдповiдно. За промiжок часу [t− τ2(t), t] точка M2 перемiститься з точки C в точку A, а
точка M1 — з точки D в точку B. Цього промiжку часу достатньо, щоб гравiтацiйне поле
зi швидкiстю c поширилося з точки C в точку B. Отже, в момент часу t на точку B дiє
не сила (4), а сила (5).

Аналогiчно, завдяки скiнченнiй швидкостi гравiтацiї, на точку M2 дiє сила

~F2(t) =
Gm1m2

|~r1(t− τ1(t))− ~r2(t)|3
(~r1(t− τ1(t))− ~r2(t)) . (7)

Запiзнення гравiтацiї τ1(t) в (7) визначається з рiвностi

cτ1(t) = |~r1(t− τ1(t))− ~r2(t)| . (8)

Iснування функцiй τ2(t) i τ1(t), що задовольняють спiввiдношення (6) i (7), показано в
[6]. Згiдно з теоремами про неявну функцiю [7, с. 449 – 453] цi функцiї є неперервними та
диференцiйовними.

З наведених мiркувань iз урахуванням другого закону Ньютона, закону всесвiтнього
тяжiння та (5), (7) одержуємо, що рух двох точок M1 i M2 з масами m1 i m2 вiдповiдно
описується системою рiвнянь





m1~̈r1(t) =
Gm1m2

|~r2(t− τ2(t))− ~r1(t)|3
(~r2(t− τ2(t))− ~r1(t)) ,

m2~̈r2(t) =
Gm2m1

|~r1(t− τ1(t))− ~r2(t)|3
(~r1(t− τ1(t))− ~r2(t)) .

(9)
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Ця система є системою диференцiальних рiвнянь iз запiзнювальним аргументом (запiзнен-
ня τ2(t) i τ1(t) залежать вiд розмiщення точок M1 i M2 у просторi та вiд швидкостi
гравiтацiї) i суттєво вiдрiзняється вiд системи (1).

Елементи теорiї диференцiальних рiвнянь iз вiдхилювальним аргументом викладено
в [8 – 11].

Здiйснюючи в рiвняннях системи (9) скорочення на вiдмiннi вiд 0 маси m1 i m2,
отримуємо





~̈r1(t) =
Gm2

|~r2(t− τ2(t))− ~r1(t)|3
(~r2(t− τ2(t))− ~r1(t)) ,

~̈r2(t) =
Gm1

|~r1(t− τ1(t))− ~r2(t)|3
(~r1(t− τ1(t))− ~r2(t)) .

(10)

Для повного опису руху точок M1 i M2 в системi (10) також потрiбно використовувати
додатковi початковi або крайовi умови, як у наступних задачах.

Задача 1. Зафiксуємо довiльнi момент часу t0 i неперервнi на вiдрiзках [t0 − τi(t0), t0],
i = 1, 2, векторнi функцiї ~ϕ0,i(s) i ~ϕ1,i(s), i = 1, 2, вiдповiдно. Потрiбно знайти розв’язки
~ri(t), i = 1, 2, системи (10), що задовольняють початковi умови




~ri(s) = ~ϕ0,i(s), s ∈ [t0 − τi(t0), t0],

~̇ri(s) = ~ϕ1,i(s), s ∈ [t0 − τi(t0), t0],
i = 1, 2. (11)

Задача 2. Нехай t1 i t2 —довiльнi моменти часу, для яких t1 < t2− τi(t2), для i = 1, 2.
Розглянемо двiчi неперервно диференцiйовнi на вiдрiзках [t1 − τi(t1), t1] i [t2 − τi(t2), t2],
i = 1, 2, векторнi функцiї ~ψ1,i(s) i ~ψ2,i(s), i = 1, 2, вiдповiдно. Потрiбно знайти розв’язки
~ri(t), i = 1, 2, системи (10), що задовольняють умови




~ri(s1) = ~ψ1,i(s1), s1 ∈ [t1 − τi(t1), t1],

~ri(s2) = ~ψ2,i(s2), s2 ∈ [t2 − τi(t2), t2],
i = 1, 2. (12)

Систему рiвнянь (6), (8) i (10) з умовами (11) або (12) можна розглядати як математичну
модель руху двох тiл, що враховує скiнченну швидкiсть гравiтацiї.

Отже, для побудови математичної моделi руху двох тiл важливим є розглянутий вище
принцип запiзнювання гравiтацiйного поля. Вiн полягає в тому, що в момент часу t точка
M1 (точка B ) притягується не до точки M2 (точки A), а до точки C, що збiгається з M2

в момент часу t− τ2(t) , де τ2(t) задовольняє (6). Сила, що дiє на точку M1, визначається
формулою (5).

5. Деякi наслiдки з принципу запiзнювання гравiтацiйного поля й основна мета стат-
тi. Формулювання законiв Кеплера у випадку небесної механiки, що враховує скiнченну
швидкiсть гравiтацiї, вимагають уточнення.

Справдi, завдяки принципу запiзнювання гравiтацiйного поля при русi планети навколо
Сонця притягувальною точкою для планети в момент часу t (момент t довiльний) є не
центр Сонця, як у першому законi Кеплера, а iнша точка простору, в якiй був центр Сонця
в деякий момент часу t − τ(t), де τ(t) — запiзнення, залежне вiд розмiщення планети i
Сонця, аналогiчне запiзненням τ2(t) i τ1(t), що задовольняють (6) i (8). Тому обертання
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планети в момент часу t здiйснюється не навколо центра Сонця, а навколо точки, в якiй
був центр Сонця в момент часу t− τ(t).

Отже, рух планет навколо Сонця не здiйснюється за першим законом Кеплера. На це
звернено увагу автором ще в [6].

Нескладнi розрахунки показують [6], що кожна планета рухається (обертається) нав-
коло “своєї” притягувальної точки, що не збiгається з центром Сонця, i цi точки попарно
не спiвпадають мiж собою.

У зв’язку з цим важливим є проведення дослiдженьщодо застосовностi законiв Кеплера
в некласичнiй небеснiй механiцi.

Мета даної роботи — показати, що:
1. Рух двох тiл також не здiйснюється за другим та третiм законами Кеплера.
2. Для вiдстанi d(M1,M2) мiж двома точками M1 i M2 limt→+∞ d(M1,M2) = 0 (тодi

за скiнченний промiжок часу вiдбувається зiткнення двох тiл ненульових розмiрiв) або
limt→+∞ d(M1,M2) = +∞.

3. Траєкторiї руху тiл нестiйкi.
Обґрунтування цих тверджень наведемо в пунктах 7 – 11.
6. Закон про зростання секторної швидкостi. Розглянемо одну важливу для подальшого

викладу властивiсть руху матерiальних точок.
Використаємо систему рiвнянь (10), що описує рух точок M1 i M2 з масами m1 i

m2 з урахуванням скiнченної швидкостi гравiтацiї. Положення цих точок визначається
векторними функцiями ~r1(t) i ~r2(t), а їх швидкостi — функцiями ~v1(t) = ~̇r1(t) i ~v2(t) =
= ~̇r2(t).

Будемо вважати, що траєкторiї руху точок M1 i M2 знаходяться в деякiй площинi E.
З’ясуємо, як змiнюється векторна функцiя ~vσ(t) =

1

2
(~r1(t)− ~r2(t)) ×

(
~̇r1(t)− ~̇r2(t)

)
,

де × — векторний добуток вiдповiдних векторiв. Зазначимо, що ця функцiя є секторною
швидкiстю руху точки M1 вiдносно точки M2 в момент часу t i в класичнiй механiцi
~vσ(t) ≡ ~vσ(t0) (секторна швидкiсть є сталою [4, с. 134]). Тут t0 —довiльний (зафiксований)
момент часу.

Враховуючи властивостi векторного добутку, на пiдставi рiвнянь системи (10) одер-
жуємо

2
d~vσ(t)

dt
=
(
~̇r1(t)− ~̇r2(t)

)
×
(
~̇r1(t)− ~̇r2(t)

)
+ (~r1(t)− ~r2(t))×

(
~̈r1(t)− ~̈r2(t)

)
=

= (~r1(t)− ~r2(t))×
(
~̈r1(t)− ~̈r2(t)

)
=

= (~r1(t)− ~r2(t))×
(

Gm2

|~r2(t− τ2(t))− ~r1(t)|3
(~r2(t− τ2(t))− ~r1(t))−

− Gm1

|~r1(t− τ1(t))− ~r2(t)|3
(~r1(t− τ1(t))− ~r2(t))

)
=

= (~r1(t)− ~r2(t))×

×
(

Gm2

|~r2(t− τ2(t))− ~r1(t)|3
((~r2(t− τ2(t))− ~r2(t))− (~r1(t)− ~r2(t)))−
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+
Gm1

|~r1(t � ⌧1(t)) � ~r2(t)|3
(~r1(t) � ~r1(t � ⌧1(t)))

◆
. (0.13)

�������������� �������
����!
M2M1 = ~r1(t) � ~r2(t),

����!
M⇤

1 M1 = ~r1(t) � ~r1(t � ⌧1(t)) i
����!
M2M

⇤
2 = ~r2(t � ⌧2(t)) � ~r2(t),

�� M⇤
1 i M⇤

2 – ����� ��������, � ���� ����������� ����� M1 i M2 � ������� ���� t� ⌧1(t)
i t � ⌧2(t) �i����i��� (���. ���. 2), � ����� ��i��i�������� (0.5)–(0.8), ���������

d~v�(t)

dt
=

1

2
(~r1(t) � ~r2(t)) ⇥

✓
1

m1c⌧2(t)

���~F1(t)
���
����!
M2M

⇤
2 +

1

m2c⌧1(t)

���~F2(t)
���
����!
M⇤

1 M1

◆
. (0.14)

����� ⌧(t) = max{⌧1(t), ⌧2(t)} . �������i����� ������� ��������� ��i��i��������

~v�(s) 6= ~0 ��� ��i� s 2 [t0 � ⌧(t0), t0]. (0.15)

���������, �� ��� i����i������ ������� ���������, �� ����������������, ������ ��-
��� ������� i��� i����i����� ������� ��������� ���,��� ��� �i���������� ~v1(t0 ) i ~v2(t0)
������� ����i��� (⇡/2,⇡) (�� �� ���. 2). ��� ����� ����i��� �������� ����� ��i����
�������� ������ ��������i ���� ����� O . ��� �������i �� i���� i����i������ �������
��������� �������� �����i��� ���� ����� M1 �i������ ����� M2 �� ��i������, ���i����
������� ~r1(t0) � ~r2(t0) i ~v1(t0) � ~v2(t0) i����i����i �� �i�������� �� ��i�� i����i������
������� ���������. sM⇤

1

����������*

~v1(t)

s�
✏

M1

⇠⇠⇠⇠⇠⇠⇠⇠⇠:~r1(t)

sM2

⌫
~v2(t)

s
�

M⇤
2

sO
~r1(t � ⌧1(t))

~r2(t)

XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXz

HHHHHHHHHHHHHHHHHHj

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
QQk

~r2(t � ⌧2(t))

���. 2. ��������i� ���� ����� M1 i M2 �� ��������i ���� ��� �����.

~r1(t) � ~r2(t)

�� ���. 2 M⇤
1 i M⇤

2 – ����� ��������, � ���� ����������� M1 i M2 � ������� ����
t � ⌧1(t) i t � ⌧2(t) �i����i���.

��� ���������� ����i��i ����i ����������. ����� LM1,M2 – �����, �� ��������� �����
����� M1 i M2 , E+

M1,M2
– �i��������, �� �i����� �i���� ������� ~v1(t) (� �������� � ����i

M1 ) i �� �i����� ����� ������ LM1,M2 , i E�
M1,M2

= E \
⇣
E+

M1,M2

S
LM1,M2

⌘
– �i��������,

�� �i����� �i���� ������� ~v2(t) (� �������� � ����i M2 ) i �� �i����� ����� ������ LM1,M2 .
�������� ����i������ ���� ����� M1 i M2 � ���������i, �� �����������
����� �. ��� ��i� t > t0 �i���� ������� ~v1(t) i ����� M⇤

1 ����������� �� E+
M1,M2

i
E�

M1,M2

S
LM1,M2 �i����i���, � �i���� ������� ~v2(t) i����� M⇤

2 – �� E�
M1,M2

i E+
M1,M2

S
LM1,M2

�i����i��� i ��������i� ���� ����� M1 i M2 �� � �i���������� ���i�� ������.

6

Рис. 2. Траєкторiї руху точок M1 i M2 та швидкостi руху цих точок.

− Gm1

|~r1(t− τ1(t))− ~r2(t)|3
((~r1(t− τ1(t))− ~r1(t)) + (~r1(t)− ~r2(t)))

)
.

Отже,

d~vσ(t)

dt
=

1

2
(~r1(t)− ~r2(t))×

(
Gm2

|~r2(t− τ2(t))− ~r1(t)|3
(~r2(t− τ2(t))− ~r2(t)) +

+
Gm1

|~r1(t− τ1(t))− ~r2(t)|3 (~r1(t)− ~r1(t− τ1(t)))

)
. (13)

Використовуючи вектори
−−−−→
M2M1 = ~r1(t)−~r2(t),

−−−−→
M∗1M1 = ~r1(t)−~r1(t−τ1(t)) i

−−−−→
M2M

∗
2 = ~r2(t−τ2(t))−~r2(t),

де M∗1 i M∗2 —точки простору, в яких знаходилися точки M1 i M2 в моменти часу t− τ1(t)
i t− τ2(t) вiдповiдно (рис. 2), а також спiввiдношення (5) – (8), отримуємо

d~vσ(t)

dt
=

1

2
(~r1(t)− ~r2(t))×

(
1

m1cτ2(t)

∣∣∣~F1(t)
∣∣∣
−−−−→
M2M

∗
2 +

1

m2cτ1(t)

∣∣∣~F2(t)
∣∣∣
−−−−→
M∗1M1

)
. (14)

Нехай τ(t) = max{τ1(t), τ2(t)}. Проаналiзуємо випадок виконання спiввiдношення

~vσ(s) 6= ~0 для всiх s ∈ [t0 − τ(t0), t0]. (15)

Зазначимо, що для iнерцiальної системи координат, що використовується, завжди мож-
на вибрати iншу iнерцiальну систему координат так, щоб кут мiж векторами ~v1(t0 ) i ~v2(t0)
належав промiжку (π/2, π) (як на рис. 2). Для цього потрiбно належним чином змiнити
напрямок сталої швидкостi руху точки O. При переходi до iншої iнерцiальної системи
координат секторна швидкiсть руху точки M1 вiдносно точки M2 не змiниться, оскiльки
вектори ~r1(t0) − ~r2(t0) i ~v1(t0) − ~v2(t0) iнварiантнi по вiдношенню до змiни iнерцiальної
системи координат.

На рис. 2 M∗1 i M∗2 — точки простору, в яких знаходяться M1 i M2 в моменти часу
t− τ1(t) i t− τ2(t) вiдповiдно.
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Для подальшого викладу потрiбнi деякi позначення. Нехай LM1,M2 —пряма, що прохо-
дить через точкиM1 iM2, E

+
M1,M2

—пiвплощина,щомiстить кiнець вектора ~v1(t) (з почат-
ком у точцi M1 ) i не мiстить точок прямої LM1,M2 , i E−M1,M2

= E \
(
E+
M1,M2

⋃
LM1,M2

)
—

пiвплощина, що мiстить кiнець вектора ~v2(t) (з початком у точцi M2 ) i не мiстить точок
прямої LM1,M2 .

Наведемо дослiдження руху точок M1 i M2 в припущеннi, що виконується така умова.
Умова А. Для всiх t ≥ t0 кiнець вектора ~v1(t) i точка M∗1 знаходяться на E+

M1,M2

та E−M1,M2

⋃
LM1,M2 вiдповiдно, а кiнець вектора ~v2(t) i точка M∗2 — на E−M1,M2

та
E+
M1,M2

⋃
LM1,M2 вiдповiдно, при цьому траєкторiї руху точок M1 i M2 не є пiдмножи-

нами однiєї прямої.
Вимога виконання цiєї умови є природною. Наприклад, для планет Сонячної системи

та Сонця ця умова виконується завдяки невеликим швидкостям руху планет та Сонця в
порiвняннi зi швидкiстю гравiтацiї c [12] та близькостi їх траєкторiй руху до елiптичних
траєкторiй.

Зазначимо, що траєкторiї руху точок M1 i M2 не мають точок перегину, оскiльки рух
кожної точки здiйснюється пiд впливом ненульової сили. Тому цi траєкторiї є опуклими,
крiм випадку, коли рух точок здiйснюється по прямiй. Ця властивiсть траєкторiй полегшує
дослiдження руху точок M1 i M2.

Очевидно, що завдяки виконанню умови А пари векторiв −−−−→M2M1 i ~v1(t)− ~v2(t),
−−−−→
M2M1

i −−−−→M∗1M1, а також −−−−→M2M1 i −−−−→M2M
∗
2 в моменти часу t > t0 мають однакову орiєнтацiю (на

рис. 2 цi пари векторiв є правими).
Використання спiввiдношень (13), (14) та умови А приводить до висновку, що справ-

джується таке твердження.
Твердження 1 (закон зростання секторноїшвидкостi). Якщо виконуються спiввiдношен-

ня (15) та умова А, то секторна швидкiсть ~vσ(t) руху точки M1 вiдносно точки M2 є нену-
льовою для всiх t > t0 (згiдно з (14)), причому величина цiєї швидкостi є строго зростаючою.

Як рухаються точки M1 i M2, якщо

~vσ(s) = ~0 для всiх s ∈ [t0 − τ(t0), t0]? (16)

У цьому випадку ~v1(s)−~v2(s) = ~0 або ~v1(s)−~v2(s) 6= ~0 i вектори ~r1(s)−~r2(s), ~v1(s)−~v2(s)
колiнеарнi для кожного s ∈ [t0− τ(t0), t0]. Звiдси випливає, що в момент часу t0 точки M1,
M∗1 , M2 i M∗2 знаходяться на однiй прямiй. Ця пряма проходить через кiнцi векторiв ~r1(t0)
i ~r2(t0), початок яких спiвпадає з точкою O. Тому з урахуванням (13) i (14) подальший рух
точок M1 i M2 пiд дiєю сил тяжiння здiйснюється по цiй прямiй.

Отже, також справджується таке твердження.
Твердження 2. Якщо виконується спiввiдношення (16), то секторна швидкiсть ~vσ(t)

руху точки M1 вiдносно точки M2 буде нульовою в усi моменти часу t ≥ t0 i рух точок M1

та M2 буде здiйснюватися по прямiй.
Зазначимо, що для секторної швидкостi ~vσ(t) руху точки M1 вiдносно точки M2 не

може виконуватися спiввiдношення ~vσ(t) ≡ ~vσ(t0) 6= ~0. Якщоце спiввiдношення справджу-
ється, то згiдно з (13) i (14) d~vσ(t)

dt
≡ ~0. Тому точки M1, M

∗
1 , M2 i M∗2 будуть знаходитися

на однiй прямiй для всiх t ≥ t0, що суперечить умовi А.
З’ясуємо причини зростання секторної швидкостi з фiзичної точки зору у випадку

виконання умови А. Вважатимемо, що ця швидкiсть у момент часу t0 є ненульовою.
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sM⇤
1

����������*

~v1(t)

s
✏

M1

⇠⇠⇠⇠⇠⇠⇠⇠⇠:

s
M2

~v2(t)

s

~r1(t � ⌧1(t))

JJ
PPPPP

~F1,⇤⇤(t)

~r1(t) ⌦
⌦
⌦

⌦⌦�⌦⌦�⌦⌦�
Q
Q

Q
QQs

Q
Q

Q
QQs

Q
Q
Q

QQs

Q
Q
Q

Q
Q

Q
Q
Q

Q
QQ

^̂̂
p⌦⌦

⌦⌦

~F1(t)
⌦

⌦
⌦⌦

~F1,⇤(t)

⌦⌦�⌦⌦�⌦⌦� ~F2,⇤⇤(t)QQ

⌦
⌦

~F2,⇤(t)
⌦

⌦⌦

~F2(t)

⌦
⌦
⌦

~r2(t � ⌧2(t))

⌦
⌦
⌦
⌦⌦

~r2(t)

}}}
III

⌫

M⇤
2

sOXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXz

HHHHHHHHHHHHHHHHHHj

���. 3. ���i����i �� �������������i �������i ��� ~F1(t) i ~F2(t) .

��������i �������i ~F1,⇤⇤(t) i ~F2,⇤⇤(t) ��� ~F1(t) i ~F2(t) , ��������i ���i��������� ���-
�i���i����� ����, �� ��������� �� ��i����� �������������� ����� ��� ����� M1 i M2 ,
��������� �� ��i�� ��������� ��������i ���� ����� M1 �i������ ����� M2 i � ��������
��������� �������� �i�� ��������i.

����������, ��

d(~r1(t) � ~r2(t)) ⇥
⇣
~̇r1(t) � ~̇r2(t)

⌘

dt
= (~r1(t) � ~r2(t)) ⇥

⇣
~̈r1(t) � ~̈r2(t)

⌘

i
(~r1(t) � ~r2(t)) ⇥

⇣
~̈r1(t) � ~̈r2(t)

⌘
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✓
1

m1

~F1(t) �
1

m2

~F2(t)

◆
=
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✓

1

m1

⇣
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⌘
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1
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◆

(��� ��������� ���i�����i��� ������i� ~r1(t) � ~r2(t) , 1

m1

~F1,⇤(t) i 1

m2

~F2,⇤(t)), ��������� ��
��������, �� ��i��i�������� (0.13) ����� ������ � ������i
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=

1

2
(~r1(t) � ~r2(t)) ⇥

✓
1

m1
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1
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◆

.

�������� ��i��i�������� � �i��� ������� ��� ������������ (� �i������ ����� ����),
�i� ��i��i�������� (0.13).

����������,��������� ~r1(t)�~r2(t) i 1

m1

~F1,⇤⇤(t) �
1

m2

~F2,⇤⇤(t) �����������i, ���������
�� �i�����i ��������� �������� ��������� ��������i, ��

d |~v�(t)|
dt

=
|~r1(t) � ~r2(t)|

2
·
����

1

m1

~F1,⇤⇤(t) �
1

m2

~F2,⇤⇤(t)

���� .

8

Рис. 3. Радiальнi та трансверсальнi складовi сил ~F1(t) i ~F2(t).

Використаємо рис. 3. На точку M1 дiє сила ~F1(t), що визначається формулою (5). Ця сила
i вектор −−−−→M1M

∗
2 мають однаковий напрямок. Аналогiчно на точку M2 дiє сила ~F2(t) (див.

формулу (7)). Її напрямок збiгається з напрямком вектора −−−−→M2M
∗
1 . Тодi

~F1(t) = ~F1,∗(t) + ~F1,∗∗(t) i ~F2(t) = ~F2,∗(t) + ~F2,∗∗(t),

де ~F1,∗(t) i ~F2,∗(t) та ~F1,∗∗(t) i ~F2,∗∗(t) — радiальнi та трансверсальнi складовi сил ~F1(t)

i ~F2(t) вiдповiдно (вектори ~F1,∗(t) i ~F2,∗(t) колiнеарнi вектору −−−−→M1M2, а вектори ~F1,∗∗(t) i
~F2,∗∗(t) ортогональнi до цього вектора i утворюють гострi кути з векторами ~v1(t) та ~v2(t)
вiдповiдно).

Ненульовi складовi ~F1,∗∗(t) i ~F2,∗∗(t) сил ~F1(t) i ~F2(t), породженi запiзнюванням гра-
вiтацiйного поля, що приводить до змiщення притягувальних точок для точок M1 i M2,
впливають на змiну секторної швидкостi руху точки M1 вiдносно точки M2 i є причиною
зростання величини цiєї швидкостi.

Враховуючи, що

d(~r1(t)− ~r2(t))×
(
~̇r1(t)− ~̇r2(t)

)

dt
= (~r1(t)− ~r2(t))×

(
~̈r1(t)− ~̈r2(t)

)

i

(~r1(t)− ~r2(t))×
(
~̈r1(t)− ~̈r2(t)

)
=

= (~r1(t)− ~r2(t))×
(

1

m1

~F1(t)− 1

m2

~F2(t)

)
=

= (~r1(t)− ~r2(t))×
(

1

m1

(
~F1,∗(t) + ~F1,∗∗(t)

)
− 1

m2

(
~F2,∗(t) + ~F2,∗∗(t)

))
=

= (~r1(t)− ~r2(t))×
(

1

m1

~F1,∗∗(t)−
1

m2

~F2,∗∗(t)
)
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(
тут використано колiнеарнiсть векторiв ~r1(t)−~r2(t),

1

m1

~F1,∗(t) i
1

m2

~F2,∗(t)
)
, приходимо

до висновку, що спiввiдношення (13) можна подати у виглядi

d~vσ(t)

dt
=

1

2
(~r1(t)− ~r2(t))×

(
1

m1

~F1,∗∗(t)−
1

m2

~F2,∗∗(t)
)
.

Отримане спiввiдношення є бiльш зручним для користування (з фiзичної точки зору),
нiж спiввiдношення (13).

З урахуванням того, що вектори ~r1(t) − ~r2(t) i 1

m1

~F1,∗∗(t) −
1

m2

~F2,∗∗(t) ортогональнi,
одержуємо на пiдставi зростання величини секторної швидкостi, що

d |~vσ(t)|
dt

=

∣∣~r1(t)− ~r2(t)
∣∣

2

∣∣∣∣
1

m1

~F1,∗∗(t)−
1

m2

~F2,∗∗(t)

∣∣∣∣ .

Оскiльки вектори ~F1,∗∗(t) i −~F2,∗∗(t) мають однаковi напрямки (рис. 3), то
∣∣∣∣

1

m1

~F1,∗∗(t)−
1

m2

~F2,∗∗(t)

∣∣∣∣ =
1

m1

∣∣∣~F1,∗∗(t)
∣∣∣+

1

m2

∣∣∣~F2,∗∗(t)
∣∣∣

i

d |~vσ(t)|
dt

=

∣∣~r1(t)− ~r2(t)
∣∣

2

(
1

m1

∣∣∣~F1,∗∗(t)
∣∣∣+

1

m2

∣∣∣~F2,∗∗(t)
∣∣∣
)
. (17)

Це спiввiдношення справджується й у випадку, коли виконується спiввiдношення (16).
Тодi

1

m1

∣∣∣~F1,∗∗(t)
∣∣∣+

1

m2

∣∣∣~F2,∗∗(t)
∣∣∣ ≡ 0

i

~F1,∗∗(t) ≡ ~F2,∗∗(t) ≡ ~0. (18)

Тому на точкиM1 iM2 дiють лише сили ~F1,∗(t) i ~F2,∗(t) вiдповiдно, i цi точки рухаються по
прямiй, що проходить через кiнцi векторiв ~r1(t0) i ~r2(t0) (початки цих векторiв збiгаються
з точкою O ). Тотожнiсть (18) означає, що точки M1, M2, M

∗
1 i M∗2 при русi знаходяться

на однiй прямiй.
7. Неможливiсть руху двох точок за другим законом Кеплера. За законом зростання

секторної швидкостi (у випадку виконання умови А) рух точки M1 вiдносно точки M2 не
може здiйснюватися за другим законом Кеплера, оскiльки рух точок за законами Кеплера
є перiодичним i ~vσ(t) ≡ ~vσ(t0) 6= ~0, а для кожного перiодичного руху (тут також врахову-
ється перiодичнiсть швидкостей руху точок) величина секторної швидкостi не може бути
зростаючою функцiєю.

Отже, рух Землi вiдносно Сонця не може здiйснюватися за другим законом Кеплера.
Як насправдi здiйснюється рух точки M1 вiдносно точки M2? Вiдповiдь на це питання

дамо в наступних пунктах.

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2018, т. 21, № 3



406 В. Ю. СЛЮСАРЧУК

8. Прямування вiдстанi мiж точками M1 i M2 до 0 або до +∞ при t → +∞ у випадку
нульової секторної швидкостi. Використаємо швидкiсть ~v(t) = ~v1(t)−~v2(t) руху точки M1

вiдносно точки M2. У загальному випадку цю швидкiсть можна подати у виглядi суми

~v(t) = ~v∗(t) + ~v∗∗(t), (19)

де ~v∗(t) — радiальна складова швидкостi ~v(t), що паралельна вектору −−−−→M2M1, i ~v∗∗(t) —
трансверсальна складова цiєї швидкостi, що ортогональна до −−−−→M2M1.

Дослiдимо рух точок M1 i M2 у випадку виконання спiввiдношення (16).
Згiдно з твердженням 2, означенням секторної швидкостi та рiвностями

|~vσ(t)| = 1

2

∣∣ (~r1(t)− ~r2(t))× (~v1(t)− ~v2(t))
∣∣ =

1

2

∣∣~r1(t)− ~r2(t)
∣∣ |~v∗∗(t)| , t ≥ t0, (20)

~v∗∗(t) ≡ ~0 для всiх t ≥ t0. Тому ~v1(t)− ~v2(t) ≡ ~v∗(t) i на точки M1 i M2 дiють тiльки сили
~F1(t) ≡ ~F1,∗(t) i ~F2(t) ≡ ~F2,∗(t) вiдповiдно (рис. 3), оскiльки ~F1,∗∗(t) ≡ ~F2,∗∗(t) ≡ ~0. Тодi
точки M1, M2, M

∗
1 i M∗2 знаходяться на однiй прямiй (рис. 4).

Пiд дiєю сил ~F1(t) i ~F2(t) можливi наступнi рухи точки M1 вiдносно точки M2 :
1) величина |~r1(t)− ~r2(t)| при t ≥ t0 монотонно спадає;
2) на деякому промiжку [t0, t1] величина |~r1(t)− ~r2(t)| зростає, а при t ≥ t1 — спадає;
3) величина |~r1(t)− ~r2(t)| при t ≥ t0 монотонно зростає.
Поведiнка величини |~r1(t)−~r2(t)| залежить вiд векторiв ~v1(t0)−~v2(t0) i ~r1(t0)−~r2(t0).

Якщо ~v1(t0)−~v2(t0) = ~0 або ~v1(t0)−~v2(t0) 6= ~0 i напрямок вектора ~v1(t0)−~v2(t0) збiгає-
ться з напрямком вектора −−−−→M1M2, то рух точки M1 вiдносно точки M2 буде здiйснюватися
згiдно з першим випадком. Тодi величина |~v1(t)−~v2(t)| буде монотонно зростати, оскiльки
напрямок вектора ~v1(t)−~v2(t) збiгається з напрямком вектора ~F1,∗(t)− ~F2,∗(t). Зафiксуємо
довiльне як завгодно мале число ε ∈ (0, |~r1(t0)− ~r2(t0)|). Завдяки зростанню |~v1(t)− ~v2(t)|
в деякий момент часу t1 > t0 буде виконуватися рiвнiсть |~r1(t1) − ~r2(t1)| = ε. Тому на
пiдставi довiльностi вибору ε

lim
t→+∞

|~r1(t)− ~r2(t)| = 0. (21)

Якщо ~v1(t0) − ~v2(t0) 6= ~0 i напрямок вектора ~v1(t0) − ~v2(t0) збiгається з напрямком
вектора −−−−→M2M1, то рух точкиM1 вiдносно точкиM2 буде здiйснюватися згiдно з другим або
третiм випадками. Справдi, пiд дiєю сили ~F1,∗(t), напрямок якої протилежний до напрямку
вектора −−−−→M1M2, величина швидкостi руху точки M1 буде зменшуватися. Швидкiсть руху
точки M2 при цьому буде збiльшуватися. Вiдстань d(M1,M2) мiж точками M1 i M2 буде
збiльшуватися на деякому промiжку (t0, t1) (у момент часу t1 швидкiсть ~v1(t1) − ~v2(t1)
буде дорiвнювати ~0). Такий рух можливий, якщо величина |~v1(t0) − ~v2(t0)| невелика (ця
величина залежить вiд |~r1(t0) − ~r2(t0)|). Починаючи з моменту часу t1, точка M1 буде
рухатися в напрямку до точки M2 (як у першому випадку). В результатi також прийдемо
до спiввiдношення (21).

Зауважимо, що рух точок M1 i M2, для якого

|~v1(t)− ~v2(t)| > 0 i |~v1(t)| − |~v2(t)| > 0 для всiх t ∈ (t0,+∞) (22)
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3) �������� |~r1(t) � ~r2(t)| ��� t > t0 ��������� �������.
�����i��� �������� |~r1(t)�~r2(t)| �������� �i� ������i� ~v1(t0)�~v2(t0) i ~r1(t0)�~r2(t0) .
���� ~v1(t0)�~v2(t0) = ~0 ��� ~v1(t0)�~v2(t0) 6= ~0 i �������� ������� ~v1(t0)�~v2(t0) ��i���-

���� � ��������� ������� ����!
M1M2 , �� ��� ����� M1 �i������ ����� M2 ���� ��i����������

��i��� � ������ ��������. ���i �������� |~v1(t)�~v2(t)| ���� ��������� ��������, ���i����
�������� ������� ~v1(t)�~v2(t) ��i������� � ��������� ������� ~F1,⇤(t)� ~F2,⇤(t) . ���i������
���i���� �� �������� ���� ����� " 2 (0, |~r1(t0) � ~r2(t0)|) . ������� ��������� |~v1(t) � ~v2(t)|
� ������ ������ ���� t1 > t0 ���� ������������ �i��i��� |~r1(t1) � ~r2(t1)| = " . ���� ��
�i�����i ���i������i ������ "

lim
t!+1

|~r1(t) � ~r2(t)| = 0. (0.21)

���� ~v1(t0) � ~v2(t0) 6= ~0 i �������� ������� ~v1(t0) � ~v2(t0) ��i������� � ���������
������� ����!M2M1 , �� ��� ����� M1 �i������ ����� M2 ���� ��i���������� ��i��� � ������ ���
����i� ���������.������i, �i� �i�� ���� ~F1,⇤(t) , �������� ���� ����������� �� ��������
������� ����!

M1M2 , �������� ��������i ���� ����� M1 ���� ������������. �����i��� ����
����� M2 ��� ����� ���� ��i����������. �i������ d(M1, M2) �i� ������� M1 i M2 ����
��i���������� �� ������� ����i��� (t0, t1) (� ������ ���� t1 �����i��� ~v1(t1) � ~v2(t1)
���� ���i������� ~0). ����� ��� ��������, ���� �������� |~v1(t0) � ~v2(t0)| �������� (��
�������� �������� �i� |~r1(t0) � ~r2(t0)|). ��������� � ������� ���� t1 ����� M1 ����
�������� � �������� �� ����� M2 (�� � ������� �������). � ���������i ����� ��������
�� ��i��i�������� (0.21).

p⇣⇣⇣⇣⇣⇣⇣⇣⇣⇣⇣⇣⇣⇣⇣⇣⇣⇣⇣⇣⇣⇣

⇣⇣1⇣⇣1⇣⇣1~e
s

M⇤
2

s
M2

⇣⇣⇣1⇣⇣⇣1
⇣⇣⇣1
~v2(t)

s
M⇤

1

s
M1

⇣⇣⇣⇣1
⇣⇣⇣⇣1
⇣⇣⇣⇣1
~v1(t)

���. 4. ��� ����� M1 i M2 � ������� ~v�(t) ⌘ ~0 .

���������, �� ��� ����� M1 i M2 , ��� �����

|~v1(t) � ~v2(t)| > 0 i |~v1(t)| � |~v2(t)| > 0 ��� ��i� t 2 (t0, +1) (0.22)

(�i������ �i� ������� M1 i M2 ��������� �������),

lim
t!+1

|~v1(t) � ~v2(t)| = 0 (0.23)

i
lim

t!+1
|~r1(t) � ~r2(t)| 2 (0, +1), (0.24)

����� ��������i� ���� ����� M1 �i������ ����� M2 � ���������, ����������. ������i,
������� ���i�������

|~v2(t0)| < |~v2(t)| < |~v1(t)| < |~v1(t0)| < c, t > t0, (0.25)

10

Рис. 4. Рух точок M1 i M2 у випадку ~vσ(t) ≡ ~0.

(вiдстань мiж точками M1 i M2 монотонно зростає),

lim
t→+∞

|~v1(t)− ~v2(t)| = 0 (23)

i

lim
t→+∞

|~r1(t)− ~r2(t)| ∈ (0,+∞), (24)

тобто траєкторiя руху точки M1 вiдносно точки M2 є обмеженою, неможливий. Справдi,
завдяки нерiвностям

|~v2(t0)| < |~v2(t)| < |~v1(t)| < |~v1(t0)| < c, t > t0, (25)

що випливають iз (22) та монотонностi величин |~v2(t)| i |~v1(t)| на [t0,+∞), нерiвностям
c

c− |~v1(t0)|
∣∣~r1(t)− ~r2(t)

∣∣ ≥
∣∣~r2(t− τ2(t))− ~r1(t)

∣∣ ≥
∣∣~r1(t)− ~r2(t)

∣∣, t ≥ t0, (26)

∣∣~r1(t)− ~r2(t)
∣∣ ≥

∣∣~r1(t− τ1(t))− ~r2(t)
∣∣ ≥ |~r1(t)− ~r2(t)|

2
, t ≥ t0, (27)

та (24), виконується спiввiдношення

sup
t≥t0

{∣∣~r1(t)− ~r2(t− τ2(t))
∣∣,
∣∣~r2(t)− ~r1(t− τ1(t))

∣∣} < +∞. (28)

Нерiвностi (26) випливають з (25) та того, що для всiх t > t0
∣∣∣
−−−−→
M1M

∗
2

∣∣∣ ≥
∣∣∣−−−−→M1M2

∣∣∣

i
∣∣∣
−−−−→
M1M

∗
2

∣∣∣ =
∣∣∣−−−−→M1M2

∣∣∣+
∣∣∣
−−−−→
M2M

∗
2

∣∣∣ ≤
∣∣∣−−−−→M1M2

∣∣∣+
|~v2(t)|
c

∣∣∣
−−−−→
M1M

∗
2

∣∣∣ ≤
∣∣∣−−−−→M1M2

∣∣∣+
|~v1(t0)|

c

∣∣∣
−−−−→
M1M

∗
2

∣∣∣ ,

а нерiвностi (27) — з того, що для всiх t ≥ t0
∣∣∣−−−−→M1M2

∣∣∣ ≥
∣∣∣
−−−−→
M2M

∗
1

∣∣∣ =
∣∣∣−−−−→M1M2

∣∣∣−
∣∣∣
−−−−→
M1M

∗
1

∣∣∣ i
∣∣∣
−−−−→
M1M

∗
1

∣∣∣ ≤ τ1(t)c =
∣∣∣
−−−−→
M2M

∗
1

∣∣∣ .

Тому на пiдставi формул (5), (7), спiввiдношення (28) та того, що вектори ~F1(t) i ~F2(t)
мають протилежнi напрямки, для деякого числа δ > 0

δ < inf
t≥t0

∣∣∣∣
1

m1

~F1(t)− 1

m2

~F2(t)

∣∣∣∣ = inf
t≥t0

(
1

m1

∣∣∣~F1(t)
∣∣∣+

1

m2

∣∣∣~F2(t)
∣∣∣
)
. (29)
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Враховуючи рiвняння системи (10), отримуємо, що для всiх достатньо великих t > t0

(~v1(t+ 1)− ~v2(t+ 1))− (~v1(t)− ~v2(t)) =

t+1∫

t

(
1

m1

~F1(s)− 1

m2

~F2(s)

)
ds.

Тодi на пiдставi (29)
∣∣ (~v1(t+ 1)− ~v2(t+ 1))− (~v1(t)− ~v2(t))

∣∣ > δ

для всiх достатньо великих t > t0, що неможливо згiдно з (23).
Отже, рух точок M1 i M2, для якого виконуються спiввiдношення (22) – (24), немож-

ливий.
Нарештi, розглянемо третiй випадок руху точок M1 i M2, коли величина |~r1(t)− ~r2(t)|

монотонно зростає на промiжку [t0,+∞). Позначимо через ~e вектор, напрямок якого
збiгається з напрямком вектора ~v1(t0)− ~v2(t0) i |~e | = 1 (рис. 4).

Покажемо, що коли

|~v1(t0)− ~v2(t0)|2 > 2G(4m1 +m2)

|~r1(t0)− ~r2(t0)| , (30)

тодi

lim
t→+∞

|~r1(t)− ~r2(t)| = +∞. (31)

Враховуючи рiвняння системи (10), отримуємо

(~v1(t)− ~v2(t)) ≡ (~v1(t0)− ~v2(t0)) +

t∫

t0

(
1

m1

~F1(s)− 1

m2

~F2(s)

)
ds. (32)

Згiдно з вимогами до ~r1(t)− ~r2(t), ~v1(t)− ~v2(t), ~F1(t), ~F2(t) i ~e

~r1(t)− ~r2(t) ≡ |~r1(t)− ~r2(t)|~e,
~v1(t)− ~v2(t) ≡ |~v1(t)− ~v2(t)|~e

i
1

m1

~F1(t)− 1

m2

~F2(t) ≡ −
∣∣∣∣

1

m1

~F1(t)− 1

m2

~F2(t)

∣∣∣∣~e ≡ −
(

1

m1

∣∣∣~F1(t)
∣∣∣+

1

m2

∣∣∣~F2(t)
∣∣∣
)
~e.

Тодi з урахуванням (32)

|~v1(t)− ~v2(t)| ≡ |~v1(t0)− ~v2(t0)| −
t∫

t0

(
1

m1

∣∣∣~F1(s)
∣∣∣+

1

m2

∣∣∣~F2(s)
∣∣∣
)
ds,

i, отже, на пiдставi неперервностi функцiї 1

m1

∣∣∣~F1(t)
∣∣∣+

1

m2

∣∣∣~F2(t)
∣∣∣ на [t0,+∞) маємо

d|~v1(t)− ~v2(t)|
dt

≡ − 1

m1

∣∣∣~F1(t)
∣∣∣− 1

m2

∣∣∣~F2(t)
∣∣∣ .
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Звiдси одержуємо

d|~v1(t)− ~v2(t)|2
dt

≡ −2

(
1

m1

∣∣∣~F1(t)
∣∣∣+

1

m2

∣∣∣~F2(t)
∣∣∣
)
|~v1(t)− ~v2(t)|

i

|~v1(t)− ~v2(t)|2 ≡ |~v1(t0)− ~v2(t0)|2−

− 2

t∫

t0

(
1

m1

∣∣∣~F1(s)
∣∣∣+

1

m2

∣∣∣~F2(s)
∣∣∣
)
|~v1(s)− ~v2(s)| ds. (33)

Оцiнимо зверху iнтеграл
t∫

t0

(
1

m1

∣∣∣~F1(s)
∣∣∣+

1

m2

∣∣∣~F2(s)
∣∣∣
)
|~v1(s)− ~v2(s)| ds.

Використовуючи формули (5) i (7), нерiвностi (26) i (27) та спiввiдношення

|~v1(s)− ~v2(s)| ds = d|~r1(s)− ~r2(s)|, s ≥ t0,

отримаємо
1

m1

∣∣∣~F1(t)
∣∣∣ =

Gm2

|~r1(t)− ~r2(t− τ2(t))|2 ≤
Gm2

|~r1(t)− ~r2(t)|2 ,

1

m2

∣∣∣~F2(t)
∣∣∣ =

Gm1

|~r2(t)− ~r1(t− τ1(t))|2 ≤
4Gm1

|~r1(t)− ~r2(t)|2
i

t∫

t0

(
1

m1

∣∣∣~F1(s)
∣∣∣+

1

m2

∣∣∣~F2(s)
∣∣∣
)
|~v1(s)− ~v2(s)| ds ≤

(
G(4m1 +m2)

|~r1(t0)− ~r2(t0)| −
G(4m1 +m2)

|~r1(t)− ~r2(t)|

)
.

Звiдси та з (33) випливає, що

|~v1(t)− ~v2(t)|2 ≥ |~v1(t0)− ~v2(t0)|2 − 2G(4m1 +m2)

|~r1(t0)− ~r2(t0)| .

Тому у випадку виконання спiввiдношення (30)

inf
s>t0
|~v1(s)− ~v2(s)| > 0.

Оскiльки

|~r1(t)− ~r2(t)| ≥ |~r1(t0)− ~r2(t0))|+ (t− t0) inf
s≥t0
|~v1(s)− ~v2(s)|, t ≥ t0,

то спiввiдношення (31) справджується.
Таким чином, у випадку виконання спiввiдношення (30) вiдстань мiж точками M1 i M2

прямує до +∞ при t→ +∞.
Отже, прямування вiдстанi мiж точками M1 i M2 до 0 або до +∞ при t → +∞ у

випадку нульової секторної швидкостi обґрунтоване.
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9. Неможливiсть обмеженого руху точки M1 вiдносно точки M2, зближення яких не мо-
же бути як завгодно малим, у випадку ненульової секторної швидкостi. Зафiксуємо довiльнi
додатнi числа a, a1, a2 i b. Нехай a1 < a2 i b < c.

Припустимо, що iснує такий рух точок M1 i M2, для якого

|~r1(t)| ≤ a, t ≥ t0, (34)

a1 ≤ |~r1(t)− ~r2(t)| ≤ a2, t ≥ t0,
|~v1(t)− ~v2(t)| ≤ b, t ≥ t0,

max{|~v1(t)|, |~v2(t)|} ≤ b, t ≥ t0, (35)

i

0 6= |~vσ(t0)|.

Тодi згiдно з (20) для трансверсальної складової ~v∗∗(t) швидкостi ~v(t) = ~v1(t)− ~v2(t) руху
точки M1 вiдносно точки M2 буде виконуватися спiввiдношення

2|~vσ(t0)|
a2

≤ 2|~vσ(t)|
a2

≤ |~v∗∗(t)| ≤
2|~vσ(t)|
a1

, t ≥ t0, (36)

i тому

0 < inf
t≥t0
|~v1(t)− ~v2(t)|. (37)

Вiдповiдно до нерiвностей (34) – (35) i (37) iснують такi додатнi числа ∆, Λ1, Λ2 (Λ1 <
< Λ2 ) i Υ, що

max{τ1(t), τ2(t)} ≤ ∆, t ≥ t0,

Λ1 ≤ min {|~r1(t− τ1(t))− ~r2(t)|, |~r2(t− τ2(t))− ~r1(t)|} ≤
≤ max {|~r1(t− τ1(t))− ~r2(t)|, |~r2(t− τ2(t))− ~r1(t)|} ≤ Λ2, t ≥ t0,

max
{∣∣∣~F1(t)

∣∣∣ ,
∣∣∣~F2(t)

∣∣∣
}
≤ Υ, t ≥ t0, (38)

а завдяки зростанню секторної швидкостi та рiвностi (17)

1

m1

∣∣∣~F1,∗∗(t)
∣∣∣+

1

m2

∣∣∣~F2,∗∗(t)
∣∣∣ > 0 для всiх t ≥ t0. (39)

Спiввiдношення (39) означає, що кутова швидкiсть обертання точки M1 навколо точки M2

є ненульовою в усi моменти часу t ≥ t0.
Покажемо, що

inf
t≥t0

(
1

m1

∣∣∣~F1,∗∗(t)
∣∣∣+

1

m2

∣∣∣~F2,∗∗(t)
∣∣∣
)
> 0. (40)

Розглянемо множину M упорядкованих четвiрок
(
~r1(t), ~r2(t), ~v1(t), ~v2(t)

)
неперервних

на промiжку [t0 −∆, t0 + ∆] функцiй, де ~v1(t) = ~̇r1(t) i ~v2(t) = ~̇r2(t), кожна з яких описує
рух точок M1 i M2 на промiжку [t0 −∆, t0 + ∆] i задовольняє спiввiдношення (34) – (38).
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Завдяки спiввiдношенням (34) – (38) та рiвнянням системи (10), що описує рух точок
M1 i M2, четвiрки (~r1(t), ~r2(t), ~v1(t), ~v2(t)) функцiй iз множини M рiвномiрно обмеженi та
рiвностепенево неперервнi [13] на промiжку [t0 −∆, t0 + ∆], а множина M є замкненою.
Тому на пiдставi узагальненої теореми Арцела [13] обмежена та замкнена множина M
буде компактною множиною. Зазначимо, що згiдно з (5) i (7) та рiвняннями системи (38)
скалярна величина

min
t∈[t0,t0+∆]

(
1

m1

∣∣∣~F1,∗∗(t)
∣∣∣+

1

m2

∣∣∣~F2,∗∗(t)
∣∣∣
)

неперервно залежить вiд (~r1(t), ~r2(t), ~v1(t), ~v2(t)) ∈ M. Тому за теоремою Вейерштрас-
са про найбiльше та найменше значення (див. [7, с. 176] i [14, с. 34]) iснує така точка
(~r∗1(t), ~r∗2(t), ~v∗1(t), ~v∗2(t)) ∈M, в якiй

min
t∈[t0,t0+∆]

(
1

m1

∣∣∣~F1,∗∗(t)
∣∣∣+

1

m2

∣∣∣~F2,∗∗(t)
∣∣∣
)

досягає найменшого значення. Це значення на пiдставi умови А не може бути нульовим.
Тому для розглянутого на початку пункту руху точок M1 i M2, що описується векторними
функцiями ~r1(t) i ~r2(t), виконується спiввiдношення (40).

Таким чином, |~vσ(t)| → +∞ при t→ +∞, що суперечить (36) та нерiвностям |~v∗∗(t)| <
< c, t ≥ t0.

Отже, припущення про iснування обмеженого руху точки M1 вiдносно точки M2,
зближення яких не може бути як завгодно малим, є хибним.

Як тодi рухається точка M1 вiдносно точки M2 у випадку виконання умови А?
Твердження 3. limt→+∞ d(M1,M2) = 0 (тодi за скiнчений промiжок часу вiдбувається

зiткнення двох тiл ненульових розмiрiв) або limt→+∞ d(M1,M2) = +∞.
Звiдси випливає, що рух точки M1 вiдносно точки M2 у випадку виконання умови А

не може здiйснюватися за третiм законом Кеплера (оскiльки траєкторiя руху точки M1

вiдносно точки M2 не є елiпсом).
Отже, на пiдставi результатiв пп. 5, 7 – 9 рух планет Сонячної системи не здiйснюється

за законами Кеплера.
Завдяки виконанню спiввiдношення (39) (тодi величина секторної швидкостi руху то-

чки M1 вiдносно точки M2 є строго зростаючою) траєкторiї руху точки M1 вiдносно точки
M2 в твердженнi 3 на скiнченних промiжках часу є спiралеподiбними.

10. Iснування необмежених спiралеподiбних траєкторiй. Спочатку покажемо, що мно-
жина траєкторiй руху точокM1 iM2, кожна з яких не знаходиться на прямiй i d(M1,M2)→
→ +∞ при t→ +∞, є не порожньою.

Використаємо спiввiдношення (19) про зображення швидкостi ~v(t) = ~v1(t) − ~v2(t) за
допомогою радiальної та трансверсальної складових ~v∗(t) i ~v∗∗(t).

Розглянемо вектори ~a1 i ~a2, що задовольняють умови, наведенi нижче.
Покажемо, що коли вектори ~a1 −~a2 i ~r1(t0)− ~r2(t0) мають однаковий напрямок, вели-

чини |~a1 − ~a2| i |~r1(t0)− ~r2(y0)| є достатньо великими, величина

ε = sup
s∈[t0−τ1(t0),t0]

|~v1(s)− ~a1|+ sup
s∈[t0−τ2(t0),t0]

|~v2(s)− ~a2|+

+ sup
s∈[t0−τ1(t0),t0]

|~r1(s)− ~r1(t0)|+ sup
s∈[t0−τ2(t0),t0]

|~r2(s)− ~r2(t0)| (41)
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є достатньо малою,

~vσ(t0) 6= ~0 (42)

i справджується нерiвнiсть

(|~a1 − ~a2| − ε)2 >
16G(m1 +m2)

|~r1(t0)− ~r2(t0)| , (43)

тодi

lim
t→+∞

∣∣~r1(t)− ~r2(t)
∣∣ = +∞. (44)

Використаємо спiввiдношення

d(~v1(t)− ~v2(t))

dt
=

1

m1

~F1(t)− 1

m2

~F2(t), t ≥ t0, (45)

що з урахуванням (5) i (7) випливає з рiвнянь системи (10). Завдяки (45) для всiх t ≥ t0

~v(t) = ~v(t0) +

t∫

t0

(
1

m1

~F1(s)− 1

m2

~F2(s)

)
ds. (46)

Позначимо через
(
~a,~b

)
скалярний добуток векторiв ~a i ~b.

Помноживши обидвi частини рiвностi (46) скалярно на вектор ~a1 − ~a2, отримаємо

(~a1 − ~a2, ~v(t)) = (~a1 − ~a2, ~v(t0)) +


~a1 − ~a2,

t∫

t0

(
1

m1

~F1(s)− 1

m2

~F2(s)

)
ds


, t ≥ t0.

Звiдси випливає, що

(~a1 − ~a2, ~v∗(t)) = (~a1 − ~a2,~a1 − ~a2) + (~a1 − ~a2, ~v(t0)− (~a1 − ~a2)) +

+


~a1 − ~a2,

t∫

t0

(
1

m1

~F1(s)− 1

m2

~F2(s)

)
ds


, t ≥ t0,

i, отже,

|~a1 − ~a2| |~v∗(t)| = |~a1 − ~a2|2 + (~a1 − ~a2, ~v(t0)− (~a1 − ~a2)) +

+


~a1 − ~a2,

t∫

t0

(
1

m1

~F1(s)− 1

m2

~F2(s)

)
ds


, t ≥ t0. (47)

Завдяки тому, що вектори ~a1−~a2 i ~r1(t0)−~r2(t0) мають однаковий напрямок, точки M1

i M2 притягуються пiд впливом сили тяжiння, величина ε є достатньо малою i функцiя
~v(t) є неперервною, iснує промiжок [t0, t1), на якому величина |~v∗(t)| монотонно спадає i

|~v∗(t)| > 0 для всiх t ∈ [t0, t1). (48)

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2018, т. 21, № 3



НЕКЕПЛЕРОВIСТЬ ТА НЕСТIЙКIСТЬ РУХУ ДВОХ ТIЛ, СПРИЧИНЕНI СКIНЧЕННIСТЮ ШВИДКОСТI ГРАВIТАЦIЇ 413

Припустимо, що

|~v∗(t1)| = 0. (49)

На пiдставi (41) i (47)

|~a1 − ~a2| |~v∗(t)| ≥ |~a1 − ~a2|2 − |~a1 − ~a2|ε−

− |~a1 − ~a2|
t∫

t0

∣∣∣∣
1

m1

~F1(s)− 1

m2

~F2(s)

∣∣∣∣ ds, t ∈ [t0, t1).

Тому

|~v∗(t)| ≥ |~a1 − ~a2| − ε−
t∫

t0

∣∣∣∣
1

m1

~F1(s)− 1

m2

~F2(s)

∣∣∣∣ ds, t ∈ [t0, t1). (50)

Оцiнимо зверху значення величини

t∫

t0

∣∣∣∣
1

m1

~F1(s)− 1

m2

~F2(s)

∣∣∣∣ ds

для t ∈ [t0, t1), використавши рiвностi
∣∣d|~r1(s)− ~r2(s)|

∣∣ =
∣∣∣d
√

(x1(s)− x2(s))2 + (y1(s)− y2(s))2 + (z1(s)− z2(s))2
∣∣∣ =

=

∣∣∣∣
(~r1(s)− ~r2(s), ~v1(s)− ~v2(s))

|~r1(s)− ~r2(s)| ds

∣∣∣∣ = |~v∗(s)| ds, t ∈ [t0, t1), (51)

i те, що згiдно з (51)

t∫

t0

∣∣∣∣
1

m1

~F1(s)− 1

m2

~F2(s)

∣∣∣∣ ds =

t∫

t0

∣∣∣∣
1

m1

~F1(s)− 1

m2

~F2(s)

∣∣∣∣

∣∣d|~r1(s)− ~r2(s)|
∣∣

|~v∗(s)|
, t ∈ [t0, t1).

Оскiльки
∣∣∣
−−−−→
M1M

∗
1

∣∣∣+
∣∣∣
−−−−→
M∗1M2

∣∣∣ ≥
∣∣∣−−−−→M1M2

∣∣∣ ,
∣∣∣
−−−−→
M2M

∗
2

∣∣∣+
∣∣∣
−−−−→
M∗2M1

∣∣∣ ≥
∣∣∣−−−−→M1M2

∣∣∣

(на пiдставi нерiвностi трикутника, див. рис. 3),
∣∣∣−−−−→M1M2

∣∣∣ = |~r1(t)− ~r2(t)|,
∣∣∣
−−−−→
M∗1M2

∣∣∣ = |~r1(t− τ1(t))− ~r2(t)|,
∣∣∣
−−−−→
M∗2M1

∣∣∣ = |~r2(t− τ2(t))− ~r1(t)|

i ∣∣∣
−−−−→
M1M

∗
1

∣∣∣ ≤
∣∣∣
−−−−→
M∗1M2

∣∣∣ ,
∣∣∣
−−−−→
M2M

∗
2

∣∣∣ ≤
∣∣∣
−−−−→
M∗2M1

∣∣∣
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(на пiдставi того, що швидкостi руху точок M1 i M2 не можуть бути бiльшими швидкостi
гравiтацiї c), то

|~r1(t− τ1(t))− ~r2(t)| ≥ |~r1(t)− ~r2(t)|
2

i |~r2(t− τ2(t))− ~r1(t)| ≥ |~r1(t)− ~r2(t)|
2

, t ≥ t0.

Тому

∣∣∣∣
1

m1

~F1(t)− 1

m2

~F2(t)

∣∣∣∣ ≤

∣∣∣~F1(t)
∣∣∣

m1
+

∣∣∣~F2(t)
∣∣∣

m2
=

=
Gm2

|~r2(t− τ2(t))− ~r1(t)|2 +
Gm1

|~r1(t− τ1(t))− ~r2(t)|2 ≤

≤ 4G(m1 +m2)

|~r1(t)− ~r2(t)|2 , t ≥ t0.

Отже, на пiдставi (48), (51) та того, що |~v∗(t)| монотонно спадає на [t0, t1),

t∫

t0

∣∣∣∣
1

m1

~F1(s)− 1

m2

~F2(s)

∣∣∣∣ ds =

t∫

t0

∣∣∣∣
1

m1

~F1(s)− 1

m2

~F2(s)

∣∣∣∣
|d(~r1(s)− ~r2(s))|

|~v∗(s)|
≤

≤
t∫

t0

4G(m1 +m2)

|~r1(s)− ~r2(s)|2
|d|~r1(s)− ~r2(s)||

|~v∗(s)|
≤

≤ 4G(m1 +m2)

|~v∗(t)|

∣∣∣∣
1

|~r1(t0)− ~r2(t0)| −
1

|~r1(t)− ~r2(t)|

∣∣∣∣

для всiх t ∈ [t0, t1), i згiдно з (50) маємо

|~v∗(t)| ≥ |~a1 − ~a2| − ε−
1

|~v∗(t)|

∣∣∣∣
4G(m1 +m2)

|~r1(t0)− ~r2(t0)| −
4G(m1 +m2)

|~r1(t)− ~r2(t)|

∣∣∣∣ , t ∈ [t0, t1). (52)

Завдяки (48) величина |~r1(t)−~r2(t)| є строго зростаючою на вiдрiзку [t0, t1]. Тому з (52)
одержуємо

|~v∗(t)| ≥ |~a1 − ~a2| − ε−
4G(m1 +m2)

|~v∗(t)| |~r1(t0)− ~r2(t0)| , t ∈ [t0, t1). (53)

Оцiнимо знизу величину |~v∗(t)| на промiжку [t0, t1). На пiдставi (48) i (53)

|~v∗(t)|2 − (|~a1 − ~a2| − ε)|~v∗(t)| ≥ −
4G(m1 +m2)

|~r1(t0)− ~r2(t0)| , t ∈ [t0, t1).

Тому
(
|~v∗(t)| −

|~a1 − ~a2| − ε
2

)2

≥ (|~a1 − ~a2| − ε)2

4
− 4G(m1 +m2)

|~r1(t0)− ~r2(t0)| , t ∈ [t0, t1).
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Отже, з урахуванням (43), (50) i (53)

|~v∗(t)| ≥
|~a1 − ~a2| − ε

2
+

√
(|~a1 − ~a2| − ε)2

4
− 4G(m1 +m2)

|~r1(t0)− ~r2(t0)| , t ∈ [t0, t1). (54)

Оскiльки функцiя |~v∗(t)| неперервна i число

λ =
|~a1 − ~a2| − ε

2
+

√
(|~a1 − ~a2| − ε)2

4
− 4G(m1 +m2)

|~r1(t0)− ~r2(t0)|

додатне, то нерiвнiсть (54) суперечить (49).
Таким чином, припущення про виконання спiввiдношення (49) є хибним.
Отже, нерiвнiсть (48) виконується при t1 = +∞.
Далi, очевидно, що завдяки виконанню для кожного t ≥ t0 нерiвностi |~v∗(t)| ≥ λ

справджується спiввiдношення (44).
Таким чином, множина траєкторiй руху точок M1 i M2, для кожної з яких d(M1,M2)→

→ +∞ при t → +∞ i ~vσ(t) 6= ~0, t ≥ t0, є не порожньою. Усi траєкторiї руху точки
M1 вiдносно точки M2 цiєї множини завдяки (42) (тодi |~v∗∗(t)| > 0 для всiх t ≥ t0 ) є
спiралеподiбними.

11. Нестiйкiсть необмежених рухiв тiл. Iз наведених дослiджень випливає, що в ре-
альному просторi зi скiнченною швидкiстю гравiтацiї два тiла рухаються не за законами
Кеплера, а вiдбувається зiткнення їх або траєкторiї руху одного тiла вiдносно другого тiла
є необмеженими.

Дослiдимо нестiйкiсть руху цих тiл.
Позначимо через

~ri(t, t0, ~ϕ0,1, ~ϕ0,2, ~ϕ1,1, ~ϕ1,2), i = 1, 2, (55)

розв’язки системи рiвнянь (10), що задовольняють початковi умови (11).
Рух точок M1 i M2, що описується векторними функцiями (55), називається стiйким

(за Ляпуновим), якщо для кожного як завгодно малого числа ε > 0 iснує таке число δ > 0,
що для будь-якого iншого руху цих точок, що описується векторними функцiями

~̂ri

(
t, t0, ~̂ϕ0,1, ~̂ϕ0,2, ~̂ϕ1,1, ~̂ϕ1,2

)
, i = 1, 2 (56)

(
тут ~̂ϕ0,1, ~̂ϕ0,2, ~̂ϕ1,1, ~̂ϕ1,2 —неперервнi функцiї, аналогiчнi функцiям ~ϕ0,1, ~ϕ0,2, ~ϕ1,1, ~ϕ1,2

)
,

iз нерiвностi

sup
s∈[t0−τ1(t0),t0]

(∣∣∣~ϕ0,1(s)− ~̂ϕ0,1(s)
∣∣∣+
∣∣∣~ϕ1,1(s)− ~̂ϕ1,1(s)

∣∣∣
)

+

+ sup
s∈[t0−τ2(t0),t0]

(∣∣∣~ϕ0,2(s)− ~̂ϕ0,2(s)
∣∣∣+
∣∣∣~ϕ1,2(s)− ~̂ϕ1,2(s)

∣∣∣
)
< δ, (57)

випливає
2∑

i=1

∣∣∣~ri (t, t0, ~ϕ0,1, ~ϕ0,2, ~ϕ1,1, ~ϕ1,2)− ~̂ri
(
t, t0, ~̂ϕ0,1, ~̂ϕ0,2, ~̂ϕ1,1, ~̂ϕ1,2

)∣∣∣ < ε, t ≥ t0.

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2018, т. 21, № 3



416 В. Ю. СЛЮСАРЧУК

Рух точок M1 i M2, що описується векторними функцiями (55), називається нестiйким
(за Ляпуновим), якщо iснує таке число ε > 0, що для кожного як завгодно малого числа
δ > 0, знайдуться такi рух цих точок, що описується векторними функцiями (56), i момент
часу t1 > t0, для яких виконуються спiввiдношення (57) i

2∑

i=1

∣∣∣~ri (t1, t0, ~ϕ0,1, ~ϕ0,2, ~ϕ1,1, ~ϕ1,2)− ~̂ri
(
t1, t0, ~̂ϕ0,1, ~̂ϕ0,2, ~̂ϕ1,1, ~̂ϕ1,2

)∣∣∣ > ε.

Очевидно, що рух точок M1 i M2, що описується векторними функцiями (55), є не-
стiйким, якщо нестiйким є вiдповiдний рух точки M1 вiдносно точки M2, тобто iснує таке
число ε > 0, що для кожного як завгодно малого числа δ > 0 знайдуться такi рух цих точок,
що описується векторними функцiями (56), i момент часу t1 > t0, для яких виконуються
спiввiдношення (57) i для функцiй

~r (t, t0, ~ϕ0,1, ~ϕ0,2, ~ϕ1,1, ~ϕ1,2) = ~r1 (t, t0, ~ϕ0,1, ~ϕ0,2, ~ϕ1,1, ~ϕ1,2)− ~r2 (t, t0, ~ϕ0,1, ~ϕ0,2, ~ϕ1,1, ~ϕ1,2) ,

~̂r
(
t, t0, ~̂ϕ0,1, ~̂ϕ0,2, ~̂ϕ1,1, ~̂ϕ1,2

)
= ~̂r1

(
t, t0, ~̂ϕ0,1, ~̂ϕ0,2, ~̂ϕ1,1, ~̂ϕ1,2

)
− ~̂r2

(
t, t0, ~̂ϕ0,1, ~̂ϕ0,2, ~̂ϕ1,1, ~̂ϕ1,2

)

справедлива нерiвнiсть
∣∣∣~r (t1, t0, ~ϕ0,1, ~ϕ0,2, ~ϕ1,1, ~ϕ1,2)− ~̂r

(
t1, t0, ~̂ϕ0,1, ~̂ϕ0,2, ~̂ϕ1,1, ~̂ϕ1,2

)∣∣∣ > ε.

Тому в подальшому покажемо нестiйкiсть руху точкиM1 вiдносно точкиM2 у випадку,
коли траєкторiї руху цих точок є необмеженими.

Припустимо, що векторна функцiя ~r(t, t0, ~ϕ0,1, ~ϕ0,2, ~ϕ1,1, ~ϕ1,2), є необмеженою, тобто
limt→+∞ d(M1,M2) = +∞.

Не обмежуючи загальностi, можна вважати, що траєкторiя руху точки M1 вiдносно
точки M2 є плоскою i знаходиться на деякiй площинi E, яка мiстить центр мас точок
M1 i M2 (точку O ). Вважаємо, що на площинi E вибрана декартова прямокутна система
координат iз початком координат у точцi O.

Зафiксуємо довiльний кут ω ∈ (0, 2π] i розглянемо оператор Aω повороту на кут ω
точок площини E та вiдповiдних векторiв навколо центра обертання — точки O. Цей
оператор подається за допомогою матрицi

(
cosω − sinω
sinω cosω

)
[15, с. 286]. Це означає, що

коли ~b = Aω~a i ~a = (a1, a2), тодi ~b = (a1 cosω − a2 sinω, a1 sinω + a2 cosω), де a1 i a2 —
координати вектора ~a.

Розглянемо функцiю ~r(t, t0, Aω ~ϕ0,1, Aω ~ϕ0,2, Aω ~ϕ1,1, Aω ~ϕ1,2). Тут Aω ~ϕ0,1, Aω ~ϕ0,2, Aω ~ϕ1,1

i Aω ~ϕ1,2 — функцiї Aω ~ϕ0,1(s), Aω ~ϕ0,2(s), Aω ~ϕ1,1(s) i Aω ~ϕ1,2(s) вiдповiдно, для яких

~ri (s, t0, Aω ~ϕ0,1, Aω ~ϕ0,2, Aω ~ϕ1,1, Aω ~ϕ1,2) = Aω ~ϕ0,i(s), s ∈ [t0 − τi(t0), t0], i = 1, 2, (58)

~̇r (s, t0, Aω ~ϕ0,1, Aω ~ϕ0,2, Aω ~ϕ1,1, Aω ~ϕ1,2) = Aω ~ϕ1,i(s), s ∈ [t0 − τi(t0), t0], i = 1, 2. (59)

Неважко перевiрити, що розв’язками системи рiвнянь (10) також є векторнi функцiї

Aω~ri (t, t0, ~ϕ0,1, ~ϕ0,2, ~ϕ1,1, ~ϕ1,2) , i = 1, 2,

для яких

Aω~ri (s, t0, ~ϕ0,1, ~ϕ0,2, ~ϕ1,1, ~ϕ1,2) = Aω ~ϕ0,i(s), s ∈ [t0 − τi(t0), t0], i = 1, 2,
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i, ����,

A!~r(t, t0, ~'0,1, ~'0,2, ~'1,1, ~'1,2) = ~r(t, t0, A! ~'0,1, A! ~'0,2, A! ~'1,1, A! ~'1,2).

���������� ��������i� ���� ����� M1 �i������ ����� M2 , �� �i����i����� �����i��

~r(t, t0, ~'0,1, ~'0,2, ~'1,1, ~'1,2) (0.66)

i
~r(t, t0, A! ~'0,1, A! ~'0,2, A! ~'1,1, A! ~'1,2) (0.67)

(���. ���. 5 (������� ��i�������i����� ����) i ���. 6 (������� ������i�i����� ����)).
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A
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PPPP
B1rHHHH
A1

rCC

XX !

���. 5. ������� ��i�������i����� ����
����� M1 �i������ ����� M2 .

OrPPPPPPPPPPP

B1rHHHHHHHHHHH

A1

r rB2r
A2

�
�
!

���. 6. ������� ������i�i����� ����
����� M1 �i������ ����� M2 .

��������i� � ������� A1 i A1 �i����i����� �����i� (0.66), � ��������i� � ������� B1 i
B1 – �����i� (0.67).

������� (0.65) ����i ��������i� ����������� � ������ ��������i� ��������� �� ��� !
����� ������������ ���i��� ������� ����� O .

���������, �� ��!
OA1 = ~r(t0, t0, ~'0,1, ~'0,2, ~'1,1, ~'1,2),

��!
OA2 = ~r(t, t0, ~'0,1, ~'0,2, ~'1,1, ~'1,2), (0.68)

��!
OB1 = ~r(t0, t0, A! ~'0,1, A! ~'0,2, A! ~'1,1, A! ~'1,2),

��!
OB2 = ~r(t, t0, A! ~'0,1, A! ~'0,2, A! ~'1,1, A! ~'1,2) (0.69)

i ���� �i� ��������� ��!
OA1 i ��!OB1 , � ����� �i� ��������� ��!

OA2 i ��!OB2 ���i������ ! .
���i���� ��������i� ���� ����� M1 �i������ ����� M2 � �����������, �� ��� �������

! > 0 lim
t!+1

d(A2, B2) = +1 i ������� (0.68) �� (0.69) ��� ��i� ! > 0

lim
t!+1

|~r(t, t0, ~'0,1, ~'0,2, ~'1,1, ~'1,2) � ~r(t, t0, A! ~'0,1, A! ~'0,2, A! ~'1,1, A! ~'1,2)| = +1. (0.70)

���������,�� lim
!!0

A!~a = ~a ��� ������� ������� ~a .���� ������� �����������i�����i�
~'0,1(s) , ~'1,1(s) �� [t0 � ⌧1(t0), t0] i ~'0,2(s) , ~'1,2(s) �� [t0 � ⌧2(t0), t0]

lim
!!0

 
sup

s2[t0�⌧1(t0),t0]
(|A! ~'0,1(s) � ~'0,1(s)| + |A! ~'1,1(s) � ~'1,1(s)|)+

20

i, ����,

A!~r(t, t0, ~'0,1, ~'0,2, ~'1,1, ~'1,2) = ~r(t, t0, A! ~'0,1, A! ~'0,2, A! ~'1,1, A! ~'1,2).
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����� ������������ ���i��� ������� ����� O .

���������, �� ��!
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!!0
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Рис. 5. Випадок спiралеподiбного руху Рис. 6. Випадок прямолiнiйного руху
точкиM1 вiдносно точкиM2. точкиM1 вiдносно точкиM2.

i
(Aω~ri (s, t0, ~ϕ0,1, ~ϕ0,2, ~ϕ1,1, ~ϕ1,2))′ = Aω ~ϕ1,i(s), s ∈ [t0 − τi(t0), t0], i = 1, 2.

Завдяки єдиностi розв’язку системи рiвнянь (10), що задовольняє умови (58) i (59),
справджуються рiвностi

~ri (t, t0, Aω ~ϕ0,1, Aω ~ϕ0,2, Aω ~ϕ1,1, Aω ~ϕ1,2) = Aω~ri (t, t0, ~ϕ0,1, ~ϕ0,2, ~ϕ1,1, ~ϕ1,2) , i = 1, 2, (60)

i, отже,

Aω~r (t, t0, ~ϕ0,1, ~ϕ0,2, ~ϕ1,1, ~ϕ1,2) = ~r (t, t0, Aω ~ϕ0,1, Aω ~ϕ0,2, Aω ~ϕ1,1, Aω ~ϕ1,2) .

Розглянемо траєкторiї руху точки M1 вiдносно точки M2, що вiдповiдають функцiям

~r (t, t0, ~ϕ0,1, ~ϕ0,2, ~ϕ1,1, ~ϕ1,2) (61)

i

~r (t, t0, Aω ~ϕ0,1, Aω ~ϕ0,2, Aω ~ϕ1,1, Aω ~ϕ1,2) (62)

(див. рис. 5, випадок спiралеподiбного руху, i рис. 6, випадок прямолiнiйного руху).
Траєкторiї з точками A1 i A2 вiдповiдають функцiї (61), а траєкторiї з точками B1 i

B2 — функцiї (62).
Завдяки (60) другi траєкторiї отримуються з перших траєкторiй поворотом на кут ω

проти годинникової стрiлки навколо точки O.
Зазначимо, що

−−→
OA1 = ~r (t0, t0, ~ϕ0,1, ~ϕ0,2, ~ϕ1,1, ~ϕ1,2) ,

−−→
OA2 = ~r (t, t0, ~ϕ0,1, ~ϕ0,2, ~ϕ1,1, ~ϕ1,2) ,

(63)

−−→
OB1 = ~r (t0, t0, Aω ~ϕ0,1, Aω ~ϕ0,2, Aω ~ϕ1,1, Aω ~ϕ1,2) ,

−−→
OB2 = ~r (t, t0, Aω ~ϕ0,1, Aω ~ϕ0,2, Aω ~ϕ1,1, Aω ~ϕ1,2)

(64)

i кути мiж векторами −−→OA1 i −−→OB1, а також мiж векторами −−→OA2 i −−→OB2 дорiвнюють ω.
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Оскiльки траєкторiя руху точкиM1 вiдносно точкиM2 є необмеженою, то для кожного
ω > 0 limt→+∞ d(A2, B2) = +∞ i згiдно з (63) та (64)

lim st→+∞
∣∣∣~r
(
t, t0, ~ϕ0,1, ~ϕ0,2, ~ϕ1,1, ~ϕ1,2

)
−

− ~r
(
t, t0, Aω ~ϕ0,1, Aω ~ϕ0,2, Aω ~ϕ1,1, Aω ~ϕ1,2

)∣∣∣ = +∞ для всiх ω > 0. (65)

Зазначимо, що lim
ω→0

Aω~a = ~a для кожного вектора ~a. Тому завдяки неперервностi функ-
цiй ~ϕ0,1(s), ~ϕ1,1(s) на [t0 − τ1(t0), t0] i ~ϕ0,2(s), ~ϕ1,2(s) на [t0 − τ2(t0), t0] маємо

lim
ω→0

(
sup

s∈[t0−τ1(t0),t0]
(|Aω ~ϕ0,1(s)− ~ϕ0,1(s)|+ |Aω ~ϕ1,1(s)− ~ϕ1,1(s)|)+

+ sup
s∈[t0−τ2(t0),t0]

(|Aω ~ϕ0,2(s)− ~ϕ0,2(s)|+ |Aω ~ϕ1,2(s)− ~ϕ1,2(s)|)
)

= 0.

Отже, виконується спiввiдношення (65), якою б малою не була величина

δ = sup
s∈[t0−τ1(t0),t0]

(|Aω ~ϕ0,1(s)− ~ϕ0,1(s)|+ |Aω ~ϕ1,1(s)− ~ϕ1,1(s)|)+

+ sup
s∈[t0−τ2(t0),t0]

(|Aω ~ϕ0,2(s)− ~ϕ0,2(s)|+ |Aω ~ϕ1,2(s)− ~ϕ1,2(s)|) > 0,

що означає нестiйкiсть руху точки M1 вiдносно точки M2, якщо траєкторiя руху M1

вiдносно M2 є необмеженою.
Якщо траєкторiя руху одного тiла вiдносно другого тiла є обмеженою, то за скiнченний

промiжок часу вiдбудеться зiткнення тiл. Рух тiл у цьому випадку також можна вважати
нестiйким, оскiльки в момент їх зiткнення вiдбуваються суттєвi якiснi змiни станiв тiл.

12. Деякi висновки та зауваження. 1. Наведенi дослiдження про рух двох тiл довiльних
мас вказують на те, що в реальному свiтi, в якому швидкiсть гравiтацiї є скiнченною,
небеснi тiла рухаються за законами, що вiдрiзняються вiд законiв, покладених в основу
класичної небесної механiки.

2. Для двох тiл характерними є спiралеподiбнi траєкторiї руху. Такого типу траєкторiям
у небеснiй механiцi не придiлено належної уваги, оскiльки вони не узгоджуються iз за-
конами Кеплера. Множина таких рухiв не є порожньою, що пiдтверджується, наприклад,
спiральними галактиками, до яких вiдносяться, зокрема, наша Галактика i Туманнiсть
Андромеди. Подвiйнi зiрки, зiрка та чорна дiра також рухаються не за законами Кепле-
ра (згiдно з викладеними в статтi дослiдженнями), а рухаються по спiралеподiбних або
прямолiнiйних кривих.

3. За допомогою спостережень за небесними об’єктами важко помiтити вiдхилення
реальних траєкторiй їхнього руху вiд траєкторiй руху, знайдених з урахуванням законiв
Кеплера. Такi вiдхилення можуть бути дуже малими (вiдхилення залежать вiд станiв не-
бесних об’єктiв у “початковий момент” часу). Наприклад, вiдстань мiж Землею i Сонцем
за рiк збiльшується приблизно на 15 см, а мiж Землею i Мiсяцем – на 3,82 см [16].

Вiдхилення вiд елiптичних (за Кеплером) траєкторiй руху двох тiл викликане зростан-
ням секторної швидкостi руху одного тiла вiдносно iншого. Причиною цього є скiнченна
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швидкiсть гравiтацiї. Зазначимо, що збiльшення вiдстаней мiж Землею i Сонцем та мiжМi-
сяцем i Землею авторами статтi [16] пояснюється припливо-вiдливною взаємодiєю. Однак,
в iдеальному випадку, коли маси тiл зосередженi в центрах мас (тодi припливо-вiдливна
взаємодiя вiдсутня), згiдно з викладеною теорiєю руху тiл також можливi збiльшення вiд-
станi мiж тiлами (а можливi i зменшення вiдстанi мiж тiлами). Це говорить про неповноту
причин збiльшення вiдстанi мiж небесними об’єктами, наведених у [16], i що використання
для цих цiлей закону про зростання секторної швидкостi заслуговує уваги.

Такi вiдхилення (15 см та 3,82 см) в порiвняннi з вiдстанями вiд Землi до Сонця та до
Мiсяця (1,495978706960×1011±0,1 м та 3,844×108 м) є надзвичайномалими.Перенесення
законiв Кеплера на реальнi системи (зi скiнченною швидкiстю гравiтацiї), аналогiчнi (за
розмiрами) Сонячнiй системi, не приводять до великих похибок у випадкумалих промiжкiв
часу. Однак у випадку великих промiжкiв часу (це в першу чергу стосується руху тiл iз
необмеженими траєкторiями) похибки можуть бути достатньо великими.

4. Використання звичайних диференцiальних рiвнянь (1) для дослiдження динамiки ру-
ху двох тiл на великих промiжках часу може привести до значних розбiжностей мiж отри-
маними (у процесi дослiджень) та реальними рухами тiл. Такi розбiжностi будуть вiдсутнi у
випадку використання диференцiальних рiвнянь iз запiзнювальним аргументом (10). При
цьому не можна не враховувати нестiйкiсть необмежених траєкторiй руху тiл.
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