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Conditions of existence of continuous on R+ solutions for a system of linear differential-functional equati-
ons with a linearly transformed argument are established.

Получены условия существования непрерывных на R+ решений системы линейных дифферен-
циально-функциональных уравнений с линейно преобразованным аргументом.

Розглянемо систему диференцiально-функцiональних рiвнянь вигляду

ẋ(t) = A(t)x(t) + B(t)x(λt), (1)

де 0 < λ < 1, t ∈ R+ = [0,+∞), A(t), B(t) — (n× n)-матричнi функцiї.
Рiзнi частковi випадки таких рiвнянь були об’єктом дослiдження багатьох математи-

кiв, i на даний час одержано велику кiлькiсть результатiв щодо вивчення рiзних задач те-
орiї таких рiвнянь. При цьому активно вивчались питання iснування рiзного роду розв’яз-
кiв, поведiнки розв’язкiв та iн. [1 – 5]. У данiй роботi дослiджується питання iснування
неперервних при t ∈ R+ розв’язкiв системи рiвнянь (1).

Має мiсце наступна теорема.

Теорема 1. Якщо A(t), B(t) — неперервнi i обмеженi при t ∈ R+ функцiї, то система
рiвнянь (1) має сiм’ю неперервних при t ∈ R+ розв’язкiв x(t) = x(t, c), де c = (c1, . . . , cn),
ci, i = 1, n, — довiльнi сталi.

Доведення. Розв’язок рiвняння (1) шукатимемо у виглядi

x(t) =
+∞∑
k=0

xk(t), (2)

де xk(t), k = 0, 1, 2, . . . , — деякi, поки що невiдомi, функцiї.
Пiдставляючи (2) в (1), отримуємо

+∞∑
k=0

x′k(t) = A(t)
+∞∑
k=0

xk(t) + B(t)
+∞∑
k=0

xk(λt).
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Зрозумiло, що якщо xk(t) вибрати таким чином, що

x′0(t) = 0,

(3)
x′k(t) = A(t)xk−1(t) + B(t)xk−1(λt), k = 1, 2, . . . ,

то ряд (2) буде формальним розв’язком системи (1).
Безпосередньою пiдстановкою в (3) можна переконатися, що функцiї

x0(t) = c, c = (c1, . . . , cn), ci, i = 1, n, — довiльнi сталi,
(4)

xk(t) =

t∫
0

[
A(τ)xk−1(τ) + B(τ)xk−1(λτ)

]
dτ, k = 1, 2, . . . ,

є неперервними при t ∈ R+ i задовольняють вiдповiднi системи рiвнянь (3).
Доведемо, що ряд (2), члени якого визначено формулами (4), рiвномiрно збiгається

при t ∈ R+.
Дiйсно, оскiльки всi елементи матриць A(t), B(t) є неперервними i обмеженими при

t ∈ R+ функцiями, то sup
t∈R+

|A(t)| ≤ a, sup
t∈R+

|B(t)| ≤ b, де a, b — деякi додатнi числа i

|A(t)| = max
1≤i≤n

n∑
j=1

|aij(t)|. Тодi, беручи до уваги (4), за допомогою методу математичної

iндукцiї можна показати, що для функцiй xk(t), k = 1, 2, . . . , виконується оцiнка

|x0(t)| = |c| = c̃,

(5)
|xk(t)| ≤ akt

k,

де

a0 = c̃, ak = ak−1
a + bλk−1

k
, k = 1, 2, . . . .

Справдi, на пiдставi (4) маємо

|x1(t)| ≤
t∫

0

[
|A(τ)||x0(τ)|+ |B(τ)||x0(λτ)|

]
dτ ≤

≤
t∫

0

[
ac̃ + bc̃

]
dτ = c̃(a + b)t = a1t,

тобто при k = 1 оцiнка (5) має мiсце. Припустимо, що оцiнку (5) доведено для деякого
k ≥ 1, i покажемо, що вона не змiниться при переходi вiд k до k + 1. Дiйсно, з огляду на
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(4), (5) одержуємо

|xk+1(t)| ≤
t∫

0

[
|A(τ)||xk(τ)|+ |B(τ)||xk(λτ)|

]
dτ ≤

≤
t∫

0

[
aakτ

k + bak(λτ)k
]
dτ =

= ak(a + bλk)
tk+1

(k + 1)
= ak+1t

k+1 .

Цим самим доведено, що оцiнка (5) має мiсце для довiльного k ≥ 1.
Беручи до уваги умови теореми i спiввiдношення (4), (5), аналогiчно можна показати,

що виконуються оцiнки

|x′k(t)| ≤ kakt
k−1, k = 1, 2, . . . ,

|x′0(t)| = 0.

Оскiльки на будь-якому вiдрiзку [0, T ] ⊂ R+

|xk(t)| ≤ akT
k, k = 1, 2, . . . , (6)

i

lim
k→+∞

ak+1T
k+1

akT k
= lim

k→+∞

a + bλk

k + 1
T = 0,

то ряди
+∞∑
k=0

akt
k,

+∞∑
k=1

kakt
k−1

рiвномiрно збiгаються на будь-якому вiдрiзку [0, T ] ⊂ R+. Тодi внаслiдок (5) ряд (2) також
рiвномiрно збiгається на будь-якому вiдрiзку [0, T ] ⊂ R+. Тим самим ми довели iснування
сiм’ї неперервно диференцiйовних при t ∈ R+ розв’язкiв x(t) = x(t, c) системи (1).

Теорему доведено.

Дослiдимо тепер питання про iснування неперервних при t ∈ R+ розв’язкiв неодно-
рiдної системи рiвнянь вигляду

ẋ(t) = A(t)x(t) + B(t)x(λt) + f(t), (7)

де 0 < λ < 1, t ∈ R+ = [0,+∞), A(t), B(t) — (n × n)-матричнi функцiї, f(t) — вектор-
функцiя розмiрностi n.

Для системи рiвнянь (7) має мiсце наступна теорема.
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Теорема 2. Якщо A(t), B(t) i f(t) — неперервнi i обмеженi при t ∈ R+ функцiї, то
система рiвнянь (7) має принаймнi один неперервний при t ∈ R+ розв’язок x̃(t).

Доведення. Розв’язок рiвняння (7) шукатимемо у виглядi

x̃(t) =
+∞∑
k=0

xk(t), (8)

де xk(t), k = 0, 1, 2, . . . , — деякi, поки що невiдомi, функцiї.
Пiдставляючи (8) в (7), одержуємо

+∞∑
k=0

x′k(t) = A(t)
+∞∑
k=0

xk(t) + B(t)
+∞∑
k=0

xk(λt) + f(t).

Звiдси випливає, що якщо xk(t) вибрати таким чином, що

x′0(t) = f(t),
(9)

x′k(t) = A(t)xk−1(t) + B(t)xk−1(λt), k = 1, 2, . . . ,

то ряд (8) буде формальним розв’язком системи (7).
Можна послiдовно показати, що векторнi функцiї

x0(t) =

t∫
0

f(τ)dτ,

(10)

xk(t) =

t∫
0

[
A(τ)xk−1(τ) + B(τ)xk−1(λτ)

]
dτ, k = 1, 2, . . . ,

є неперервними при t ∈ R+ розв’язками вiдповiдних рiвнянь системи (9).
Доведемо, що ряд (8), члени якого визначено формулами (10), рiвномiрно збiгається

при t ∈ R+. Дiйсно, оскiльки A(t), B(t) i f(t) — неперервнi i обмеженi при t ∈ R+ функцiї,
то sup

t∈R+

|A(t)| ≤ a, sup
t∈R+

|B(t)| ≤ b, sup
t∈R+

|f(t)| ≤ f∗, де a, b, f∗ — деякi додатнi числа.

Мiркуючи за iндукцiєю, можна показати, що для функцiй xk(t), k = 1, 2, . . . , вико-
нуються оцiнки

|x0(t)| ≤
t∫

0

|f(τ)|dτ ≤ f∗t = ã0t,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (11)

|xk(t)| ≤ ãkt
k+1, k = 1, 2, . . . ,
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де

ã0 = f∗,

ãk =
f∗(a + bλ)(a + bλ2) . . . (a + bλk)

(k + 1)!
= ãk−1

a + bλk

k + 1
, k = 1, 2, . . . ,

i
|x′k(t)| ≤ (k + 1)ãkt

k, k = 1, 2, . . . ,

|x′0(t)| ≤ ã0.

Оскiльки на будь-якому вiдрiзку [0, T ] ⊂ R+

|xk(t)| ≤ ãkT
k+1, k = 1, 2, . . . ,

i

lim
k→+∞

ãk+1T
k+2

ãkT k+1
= lim

k→+∞

a + bλk+1

k + 2
T = 0,

то ряди
+∞∑
k=0

ãkt
k+1,

+∞∑
k=0

(k + 1)ãkt
k

рiвномiрно збiгаються на будь-якому вiдрiзку [0, T ] ⊂ R+. Тодi внаслiдок (11) ряд (8) та-
кож рiвномiрно збiгається на будь-якому вiдрiзку [0, T ] ⊂ R+. Тим самим доведено iсну-
вання неперервно диференцiйовного при t ∈ R+ розв’язку x̃(t) системи рiвнянь (7).

Iз теорем 1 i 2 випливає наступна теорема.

Теорема 3. Якщо A(t), B(t) i f(t) — неперервнi i обмеженi при t ∈ R+ функцiї, то сис-
тема рiвнянь (7) має сiм’ю неперервних при t ∈ R+ розв’язкiв x(t) = x(t) + x̃(t), де x(t)
визначено спiввiдношеннями (2), (4), а x̃(t) — спiввiдношеннями (8), (10).

Аналогiчнi результати можна отримати i для бiльш загальних систем диференцiально-
функцiональних рiвнянь вигляду

ẋ(t) = A(t)x(t) + B(t)x(ϕ(t)) + f(t). (12)

Зокрема, доведено наступну теорему.

Теорема 4. Якщо матричнi функцiї A(t), B(t) i вектор-функцiя f(t) задовольняють
умови теореми 3, а ϕ(t) є неперервною при t ∈ R+ функцiєю такою, що 0 ≤ ϕ(t) ≤ t,
то система рiвнянь (12) має сiм’ю неперервних при t ∈ R+ розв’язкiв x(t) = x(t, c), де
c = (c1, . . . , cn), ci, i = 1, n, — довiльнi сталi.
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