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We obtain a criterion for existence of solutions of degenerate nonhomogeneous Noetherian boundary-
value problems for a system of ordinary differential equations in the assumption that the degenerate system
of differential equations can be reduced to the central canonical form. The results are illustrated with
examples.

Получен критерий существования решений вырожденных неоднородных нетеровых краевых
задач для систем обыкновенных дифференциальных уравнений в предположении, что вырож-
денная система дифференциальных уравнений приводится к центральной канонической форме.
Результаты проиллюстрированы на примерах.

1. Постановка задачi. Розглядається задача про знаходження умов iснування розв’язку
x (t) ∈ C1 [a; b] виродженої лiнiйної неоднорiдної крайової задачi

B (t)
dx

dt
= A (t)x+ f (t) , t ∈ [ a; b] , (1)

l x (·) = α, α ∈ Rm, (2)

де A (t) , B (t) — (n× n)-вимiрнi матрицi, компоненти яких є дiйсними неперервними на
[a; b] функцiями: A (t) , B (t) ∈ C [a; b] ; detB (t) = 0; f (t) — n-вимiрний вектор-стовпець
iз простору C [ a; b] ; α — m-вимiрний вектор-стовпець констант; l — лiнiйний векторний
функцiонал, визначений на просторi n-вимiрних неперервних на [a; b] вектор-функцiй: l =
= col (l1, ..., lm) : C [a; b] → Rm, li : C [a; b] → R [1].

Будемо вважати систему (1) такою, що невиродженим лiнiйним перетворенням зво-
диться до центральної канонiчної форми [2].

Водночас з неоднорiдною крайовою задачею (1), (2) розглянемо однорiдну крайову
задачу

B (t)
dx

dt
= A (t)x, (3)

l x (·) = 0. (4)

* Частково пiдтримано Державним фондом фундаментальних дослiджень України, № 14.1/007.
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Згiдно з [3, с. 62; 4] загальний розв’язок системи лiнiйних диференцiальних рiвнянь (1) має
вигляд

x (t, c) = Xn−s (t) c+ x̃ (t) ∀ c ∈ Rn−s, (5)

де Xn−s (t) — фундаментальна матриця розмiру n × (n− s), складена з n− s лiнiйно не-
залежних розв’язкiв вiдповiдної однорiдної системи (3); c — (n − s)-вимiрний вектор до-
вiльних дiйсних сталих; x̃ (t) — деякий частинний розв’язок неоднорiдної диференцiальної
системи (1), який можна знайти за формулою [3, с. 64]

x̃ (t) =

t∫
a

Xn−s (t)Y ∗
n−s (τ) f (τ) dτ − Φ (t)

q−1∑
k=0

Ik
dk

dtk
[Ψ∗ (t)LΦ (t)]−1 Ψ∗ (t) f (t) ,

в якiй Yn−s (t) — фундаментальна матриця розмiру n × (n − s), складена з n − s лiнiйно
незалежних розв’язкiв спряженої до (3) системи:

d

dt
B∗(t)y = −A∗(t)y, t ∈ [a; b];

L (t) = A (t) − B (t)
d

dt
— оператор, що дiє в унiтарному просторi n-вимiрних вектор-

функцiй класу C1 [a; b] ; rankB(t) = n − r = const ∀t ∈ [a; b]; матриця B (t) має на
вiдрiзку [a; b] повний жорданiв набiр векторiв вiдносно оператора L (t), який складається
з r ланцюжкiв завдовжки si, i = 1, r; q = max si; Φ (t) ,Ψ(t) − (n × s)-матрицi, складе-
нi з векторiв, якi утворюють жордановi набори матрицi B (t) вiдносно оператора L (t) i

матрицi B∗ (t) вiдносно оператора L∗ (t)
(
L∗ (t) = A∗ (t) +

d

dt
B∗ (t)

)
:

Φ (t) =
[
ϕ

(1)
1 (t) , ..., ϕ(s1)

1 (t) ;ϕ(1)
2 (t) , ..., ϕ(s2)

2 (t) ; ...;ϕ(1)
r (t) , ..., ϕ(sr)

r (t)
]
,

Ψ(t) =
[
ψ

(s1)
1 (t) , ..., ψ(1)

1 (t) ;ψ(s2)
2 (t) , ..., ψ(1)

2 (t) ; ...;ψ(sr)
r (t) , ..., ψ(1)

r (t)
]
.

2. Основний результат. Для того щоб загальний розв’язок (5) диференцiальної си-
стеми (1) задовольняв крайову умову (2), необхiдно i достатньо, щоб була розв’язною ал-
гебраїчна вiдносно c ∈ Rn−s система з (m× (n− s))-вимiрною матрицеюQ : = l Xn−s (·) :

Qc = α− l x̃ (·) , (6)

де

lx̃(·) = l

 ·∫
a

Xn−s(·)Y ∗
n−s(τ)f(τ)dτ − Φ(·)

[
q−1∑
k=0

Ik d
k

dtk
[Ψ∗(t)LΦ(t)]−1

]
(·) Ψ∗(·)f(·)

 .

Визначимо умови, при яких система (6), а отже i крайова задача (1), (2), є розв’язною.
Нехай rankQ = n1 ≤ min (m, n− s). Система (6), згiдно з [1, с. 91], є розв’язною тодi i
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тiльки тодi, коли її вiльний член [α−l x̃] належить ортогональному доповненнюN⊥(Q∗) =
= R(Q) пiдпростору N(Q∗), тобто коли

PQ∗ [α− lx̃] = 0,

де PQ∗ − (m × m)-вимiрна матриця (ортопроектор), яка проектує простiр Rm на нуль-
простiр N (Q∗) матрицi Q∗:

PQ∗ : Rm −→ N (Q∗) , N (Q∗) = PQ∗Rm.

Оскiльки rankPQ∗ = m − n1 = d, то матрицю PQ∗ можна замiнити (d×m)-вимiрною
матрицею PQ∗

d
, яка складається з d лiнiйно незалежних рядкiв матрицi PQ∗ . Отже, необ-

хiдною i достатньою умовою розв’язностi системи (6) є d лiнiйно незалежних умов

PQ∗
d
[α− lx̃] = 0.

Якщо ця умова виконується, то розв’язок системи (6) має вигляд

c = Q+(α− lx̃) + PQr1
cr1 ∀ cr1 ∈ Rr1 , r1 = (n− s)− n1,

де Q+ — єдина псевдообернена за Муром – Пенроузом до Q матриця [1], PQ − ((n − s) ×
×(n − s))-вимiрна матриця (ортопроектор), яка проектує простiр Rn−s на нуль-простiр
N (Q) матрицi Q:

PQ : Rn−s −→ N (Q) , N (Q) = PQR
n−s.

Оскiльки rankPQ = r1, то матрицю PQ можна замiнити ((n− s)× r1)-вимiрною матри-
цею PQr1

, яка складається з r1 лiнiйно незалежних стовпцiв матрицi PQ. Пiдставимо знай-
дену константу в (5) та отримаємо загальний розв’язок крайової задачi (1), (2) у виглядi

x (t, cr1) = Xn−s (t)PQr1
cr1 + (Gf) (t) +Xn−s (t)Q+α ∀ cr1 ∈ Rr1 ,

де (Gf) (t) — узагальнений оператор Грiна виродженої крайової задачi (1), (2), який дiє
на довiльну вектор-функцiю f (t) з C [a, b] таким чином:

(Gf)(t) = −Xn−s(t)Q+l

 ·∫
a

Xn−s(·)Y ∗
n−s(τ)f(τ)dτ −

− Φ(·)

[
q−1∑
k=0

Ik
dk

dtk
[Ψ∗(·)LΦ(·)]−1

]
(·)Ψ∗n(·)f(·)

)
+

t∫
a

Xn−s(t)Y ∗
n−s(τ)f(τ)dτ−

− Φ(t)
q−1∑
k=0

Ik
dk

dtk
[Ψ∗(t)LΦ(t)]−1 Ψ∗(t)f(t). (7)

Отже, доведено наступне твердження.
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Теорема 1. Крайова задача (1), (2) для виродженої лiнiйної системи (1) розв’язна тодi
i тiльки тодi, коли неоднорiдностi f (t) ∈ C [a, b] в диференцiальнiй системi та α ∈
∈ Rm у крайовiй умовi задовольняють d лiнiйно незалежних умов

PQ∗
d

α− l

 ·∫
a

Xn−s(·)Y ∗
n−s(τ)f(τ)dτ−

− Φ(·)

[
q−1∑
k=0

Ik
dk

dtk
[Ψ∗(t)LΦ(t)]−1

]
(·)Ψ∗(·)f(·)

))
= 0, d = m− n1, (8)

при цьому задача (1), (2) має r1-параметричну сiм’ю лiнiйно незалежних розв’язкiв

x (t, cr1) = Xn−s (t)PQr1
cr1 + (Gf) (t) +Xn−s (t)Q+α ∀ cr1 ∈ Rr1 , (9)

де (Gf) (t) — узагальнений оператор Грiна, який дiє на довiльну вектор-функцiю f (t) з
C [a, b] згiдно з (7).

Якщо B (t) ≡ E, то маємо невироджену нетерову крайову задачу для систем звичай-
них диференцiальних рiвнянь [1, с. 169; 5].

3. Наслiдок. Як iлюстрацiю до доведеної теореми розглянемо наступну задачу. Знай-
демо умову на α ∈ Rm, при якiй крайова задача (1), (2) буде розв’язною при довiльних не-
однорiдностях f (t) ∈ C [a, b]. Цей пiдхiд можна розглядати як задачу керування за допо-
могою вектора-констант α, при якому нерозв’язну крайову задачу (1), (2) можна зробити
завжди розв’язною. Використаємо необхiдну i достатню умову (6) розв’язностi системи
(6) доведеної теореми 1:

PQ∗
d
[α− lx̃] = 0.

Вiдповiдно до доведеної теореми з умови (8) маємо алгебраїчну вiдносно α систему з (d ×
×m)-вимiрною матрицею PQ∗

d
:= D:

Dα = Dlx̃. (10)

Система (10) згiдно з [1, с. 91] є розв’язною тодi i тiльки тодi, коли

PD∗Dlx̃ = 0. (11)

Ця умова виконується завжди, оскiльки за визначенням ортопроектора маємо PD∗D =
= [PD∗ ]∗D = [D∗PD∗ ]∗ = 0.

Отже, система (10) завжди має розв’язок у виглядi

α = D+Dlx̃+ PDr2
cr2 ∀ cr2 ∈ Rr2 ,

де D+ — єдина псевдообернена за Муром – Пенроузом до D матриця, PD − (m×m)-
вимiрна матриця (ортопроектор), яка проектує простiр Rm на нуль-простiр N (D) мат-
рицi D:

PD : Rm −→ N (D) , N (D) = PDR
m.
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Оскiльки rankPD = r2, то матрицю PD можна замiнити (m× r2)-вимiрною матрицею
PDr2

, яка складається з r2 лiнiйно незалежних стовпцiв матрицi PD.

Теорема 2. Задача (1), (2) буде розв’язною при довiльних неоднорiдностях f (t) ∈
∈ C [a, b] тодi i тiльки тодi, коли неоднорiднiсть в крайовiй умовi (2) має вигляд

α = D+Dl

 ·∫
a

Xn−s (·)Y ∗
n−s (τ) f (τ) dτ−

−Φ (·)

[
q−1∑
k=0

Ik
dk

dtk
[Ψ∗ (t)LΦ (t)]

−1
]

(·)Ψ∗ (·) f (·)

)
+ PDr2

cr2 ∀ cr2 ∈ Rr2 .

Зауважимо, що не скрiзь розв’язну вироджену нетерову крайову задачу можна зро-
бити розв’язною i за допомогою збурень, як в диференцiальнiй системi, так i в крайовiй
умовi [6].

4. Приклад. Покажемо застосування теореми 1 на прикладi крайової задачi(
sin 2t− 1 cos 2t

− cos 2t sin 2t+ 1

)
dx

dt
=

(
2 0

0 −2

)
x+ f(t), (12)

lx (·) = x (0)− x (2π) = α ∈ R2. (13)

Дослiдимо однорiдну крайову задачу (12):(
sin 2t− 1 cos 2t

− cos 2t sin 2t+ 1

)
dx

dt
=

(
2 0

0 −2

)
x, (14)

lx (·) = x (0)− x (2π) = 0. (15)

Фундаментальна матриця системи (14) має вигляд [3, с. 72]:

Xn−s(t) =

(
cos t− sin t

−(cos t+ sin t)

)
e−t.

Матриця Q, ортопроектори PQ, PQ∗ на ядро та коядро матрицi Q i псевдообернена мат-
риця Q+ мають вигляд

Q =

(
1− e−2π

−1 + e−2π

)
, Q+ =

(
1

2(1− e−2π)
− 1

2(1− e−2π)

)
,

PQ∗ =
1
2

(
1 1

1 1

)
, PQ = 0.
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Використовуючи формулу [3, с. 64] (в даному випадку n = 2, r = 1, s = 1, q = 1),
частинний розв’язок виродженої системи рiвнянь (12) записуємо у виглядi [ 3, с. 72]

x̃ (t) = X1 (t)

t∫
0

Y ∗
1 (τ) f (τ) dτ − Φ (t) [Ψ∗ (t)L (t) Φ (t)]−1Ψ∗ (t) f (t) ,

де

X1(t) = Xn−s(t) =

(
cos t− sin t

−(cos t+ sin t)

)
e−t,

Y1 (t) =
1
2

(
sin t

− cos t

)
e−t, — фундаментальна матриця спряженої до (14) системи

d

dt

(
sin 2t− 1 − cos 2t

cos 2t sin 2t+ 1

)
y = −

(
2 0

0 −2

)
y,

Φ (t) =

(
cos t+ sin t

cos t− sin t

)
, Ψ(t) =

(
sin t+ cos t

sin t− cos t

)
,

Y ∗
1 (t) f (t) =

1
2

et
(

sin t − cos t
)
f (t) ,

t∫
0

Y ∗
1 (τ) f (τ) dτ =

1
2

t∫
0

eτ
(

sin τ − cos τ
)
f (τ) dτ,

X1 (t)

t∫
0

Y ∗
1 (τ)f(τ)dτ =

=
1
2
e−t


(cos t− sin t)

t∫
0

eτ
(

sin τ − cos τ
)
f (τ) dτ

−(cos t+ sin t)

t∫
0

eτ
(

sin τ − cos τ
)
f (τ) dτ

 ,

L (t) Φ (t) = A (t) Φ (t)−B (t) Φ′ (t) = 4

(
cos t

sin t

)
,

Ψ∗ (t)L (t) Φ (t) = 4,
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Φ (t) [Ψ∗ (t)L (t) Φ (t)]−1Ψ∗ (t) f (t) =
1
4

Φ (t) Ψ∗ (t) f (t) =

=
1
4

(
1 + sin 2t − cos 2t

cos 2t sin 2t− 1

)
f (t) .

Отже,

x̃(t) =
1
2
e−t


(cos t− sin t)

t∫
0

eτ
(

sin τ − cos τ
)
f (τ) dτ

−(cos t+ sin t)

t∫
0

eτ
(

sin τ − cos τ
)
f (τ) dτ

−

− 1
4

(
1 + sin 2t − cos 2t

cos 2t sin 2t− 1

)
f (t) ,

lx̃ (·) = x̃ (0)− x̃ (2π) = −1
4

(
1 −1

1 −1

)
f(0)−

− 1
2
e−2π



2π∫
0

eτ
(

sin τ − cos τ
)
f (τ) dτ

−
2π∫
0

eτ
(

sin τ − cos τ
)
f (τ) dτ

+
1
4

(
1 −1

1 −1

)
f(2π),

(Gf) (t) = e−t

(
cos t− sin t

−(cos t+ sin t)

)(
1

2(1− e−2π)
− 1

2(1− e−2π)

)
×

×


1
4

(
1 −1

1 −1

)
f (0) +

1
2
e−2π



2π∫
0

eτ
(

sin τ − cos τ
)
f (τ) dτ

−
2π∫
0

eτ
(

sin τ − cos τ
)
f (τ) dτ

−
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− 1
4

(
1 −1

1 −1

)
f (2π)

+

+
1
2
e−t


(cos t− sin t)

t∫
0

eτ
(

sin τ − cos τ
)
f (τ) dτ

−(cos t+ sin t)

t∫
0

eτ
(

sin τ − cos τ
)
f (τ) dτ

−

− 1
4

(
1 + sin 2t − cos 2t

cos 2t sin 2t− 1

)
f (t) ,

Xn−s (t)Q+α = e−t

(
cos t− sin t

−(cos t+ sin t)

)(
1

2(1− e−2π)
− 1

2(1− e−2π)

)
α,

PQr1
= 0, оскiльки PQ = 0; PQ∗

d
=

1
2
(

1 1
)
, оскiльки PQ∗ =

1
2

(
1 1
1 1

)
.

При виконаннi умови (8), яка в даному випадку має вигляд

1
2
(

1 1
)(

α+
1
4

(
1 −1
1 −1

)
f (0)− 1

4

(
1 −1
1 −1

)
f (2π)

)
= 0, (16)

крайова задача (12), (13) має єдиний розв’язок

x (t) = e−t

(
cos t− sin t

−(cos t+ sin t)

)(
1

2(1− e−2π)
− 1

2(1− e−2π)

)
×

×


α+

1
4

(
1 −1

1 −1

)
f (0) +

1
2
e−2π



2π∫
0

eτ
(

sin τ − cos τ
)
f (τ) dτ

−
2π∫
0

eτ
(

sin τ − cos τ
)
f (τ) dτ

−
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− 1
4

(
1 −1

1 −1

)
f (2π)


+

+
1
2
e−t


(cos t− sin t)

t∫
0

eτ
(

sin τ − cos τ
)
f (τ) dτ

−(cos t+ sin t)

t∫
0

eτ
(

sin τ − cos τ
)
f (τ) dτ

−

− 1
4

(
1 + sin 2t − cos 2t

cos 2t sin 2t− 1

)
f (t) .

Проiлюструємо теорему 2, тобто знайдемо чому повинно дорiвнювати α, щоб крайова
задача (12), (13) була розв’язною при довiльних неоднорiдностях f (t) ∈ C [a; b] .

Позначимо PQ∗
d

= D =
1
2
(

1 1
)
, тодi D+ =

(
1

1

)
,

PD∗ = 0, PD =
1
2

(
1 −1

−1 1

)
, PDr2

=
1
2

(
1

−1

)
.

Отже, крайова задача (12), (13) буде розв’язною при довiльних неоднорiдностях f (t) ∈
∈ C [a; b] , якщо

α = D+Dlx̃ (·) + PDr2
cr2 =

1
2

(
1

−1

)
c̄+

+
1
8

(
1 1

1 1

)(
−

(
1 −1

1 −1

)
f (0) +

(
1 −1

1 −1

)
f (2π)

)
∀ c ∈ R.

Для всiх перiодичних функцiiй f (0) = f (2π) = f (T ) при довiльних неоднорiдностях

f (t) ∈ C [a; b] та α =
1
2

(
1

−1

)
c для будь-якого c ∈ R крайова задача (12), (13) завжди

має розв’язок.

Наприклад, якщо, як в [ 3, с. 59], f (t) = 4
√

2

(
sin t

cos t

)
, α = 0, то умова (16) викону-
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ється i

x(t) = (Gf) (t) =

=


2
√

2
5

(sin t− cos t) (cos 2t+ 2 sin 2t)−
√

2 (sin 2t− cos 2t) (sin t+ cos t)

2
√

2
5

(cos t+ sin t) (cos 2t+ 2 sin 2t)−
√

2 (sin 2t− cos 2t) (cos t− sin t)

 .

Одержавний розв’язок збiгається з розв’язком, знайденим за допомогою матрицi моно-
дромiї в [ 3, с. 78].
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