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We find sufficient conditions for existence and uniqueness of a solution to a differential system with fracti-
onal order partial derivative considered on spaces of integrable functions.

Отримано достатнi умови iснування та єдиностi розв’язку системи диференцiальних рiвнянь
з частинними похiдними дробового порядку в просторах сумовних функцiй.

Пусть P = (0, a] × (0, b], 0 < a, b < ∞. Обозначим через Rn пространство n-мерных
векторов, R+ = [0,+∞). L(P ) — пространство интегрируемых по Лебегу функций f :
P → R1 с нормой

‖f(x, y)‖1 =
∫
P

∫
|f(x, y)|dxdy.

Пусть 0 < α, β ≤ 1, r = (α, β). Для f ∈ L(P ) выражение

(Ir
0f)(x, y) =

1
Γ(α)Γ(β)

x∫
0

y∫
0

(x− s)α−1(y − t)β−1f(s, t)dsdt,

где Γ(·) — гамма-функция Эйлера, назовем [1, с. 341] левосторонним смешанным инте-
гралом Римана – Лиувилля порядка r. В частности,

(I1
0f)(x, y) =

x∫
0

y∫
0

f(s, t)dsdt, (I0
0f)(x, y) = f(x, y) для почти всех (x, y) ∈ P .

Если f1−r(x, y) = (I1−r
0 f)(x, y), то смешанной дробной производной Римана – Лиувилля

порядка r называем [1, с. 342] выражение (Dr
0f)(x, y) = Dxyf1−r(x, y), где Dxy =

∂2

∂x∂y
.

1. Пусть q = (γ, δ), q > 0. Имеет место соотношение [1, с. 342]

(Iq
0I

r
0f)(x, y) = (Iq+r

0 f)(x, y). (1)

Рассмотрим систему

(Dri
0 ui)(x, y) = fi[x, y, u(x, y)] ≡ fi[x, y, u1(x, y), . . . , un(x, y))], (2)
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решения которой удовлетворяют условиям

ui,1−ri(x, 0) = ϕi(x), 0 ≤ x ≤ a,

(3)
ui,1−ri(0, y) = ψi(y), 0 ≤ y ≤ b, ϕ(0) = ψ(0),

причем ri = (αi, βi), 0 < αi, βi ≤ 1, ϕi(x) ∈ AC([0, a]), ψi(y) ∈ AC([0, b]), i = 1, n.
Вопросы существования решений задачи типа Коши для обыкновенных дифферен-

циальных уравнений дробного порядка в пространствах суммируемых функций рассмат-
ривались во многих работах (см., например, [2, 3]).

Настоящая работа посвящена исследованию условий существования и единственнос-
ти решений задачи (2), (3) в пространствах суммируемых функций. Заметим, что анало-
гичная задача в пространствах непрерывных функций рассматривалась в [4].

Решением задачи (2), (3) назовем вектор-функцию u(x, y) = (u1(x, y), . . . , un(x, y)) та-
кую, что ui(x, y) принадлежат L(P ), удовлетворяют условиям (3) и системе (2) для почти
всех (x, y) ∈ P .

Рассмотрим следующую задачу:

(Dr
0u)(x, y) = f(x, y), f(x, y) ∈ L(P ), (4)

u1−r(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ a,

u1−r(0, y) = ψ(y), 0 ≤ y ≤ b, ϕ(0) = ψ(0), (5)

где функции ϕ(x) и ψ(y) абсолютно непрерывны.
Под решением задачи (4), (5) понимаем функцию u(x, y) ∈ L(P ), которая удовлетво-

ряет условиям (5) и уравнению (4) для почти всех (x, y) ∈ P .

Лемма 1. Для того чтобы функция u(x, y) ∈ L(P ) была решением задачи (4), (5),
необходимо и достаточно, чтобы u(x, y) для почти всех (x, y) ∈ P удовлетворяла
уравнению

u(x, y) = µ(x, y) + (Ir
0f)(x, y), (6)

где

µ(x, y) =
xα−1

Γ(α)
(Iβ

0 ψ̇)(y) +
yβ−1

Γ(β)
(Iα

0 ϕ̇)(x) +
xα−1yβ−1ϕ(0)

Γ(α)Γ(β)

(точкой обозначаем дифференцирование).

Доказательство. Пусть u(x, y) ∈ L(P ) — решение задачи (4), (5). Тогда с учетом опре-
деления производной (Dr

0u)(x, y) имеем

u1−r(x, y) = γ(x, y) + (I1
0f)(x, y), γ(x, y) = ϕ(x) + ψ(y)− ϕ(0).
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Отсюда в силу (1) получаем

(I1−r
0 (u(x, y)− (I1

0f)(x, y))(x, y) = γ(x, y),

(Ir
0(I1−r

0 (u(x, y)− (Ir
0f)(x, y)))(x, y))(x, y) = (Ir

0γ)(x, y),

(I1
0 (u(x, y)− (Ir

0f)(x, y)))(x, y) = (Ir
0γ)(x, y). (7)

Преобразуем правую часть (7):

(Ir
0γ)(x, y) =

1
Γ(α)Γ(β)

x∫
0

y∫
0

(x− s)α−1(y − t)β−1(ϕ(s) + ψ(t)− ϕ(0))dsdt =

= A1 +A2 +A3.

Поскольку ϕ(x) = ϕ(0) +
∫ x

0
ϕ̇(s)ds, то

A1 =
1

Γ(α)Γ(β)

x∫
0

y∫
0

(x− s)α−1(y − t)β−1

ϕ(0) +

s∫
0

ϕ̇(τ)dτ

 dsdt =

=
yβ

Γ(α)Γ(β + 1)

x∫
0

(x− s)α−1

s∫
0

ϕ̇(τ)dτds+
xαyβϕ(0)

Γ(α+ 1)Γ(β + 1)
=

=
yβ

Γ(β + 1)

x∫
0

 1
Γ(α)

s∫
0

(s− τ)α−1ϕ̇(τ)dτ

 ds+
xαyβϕ(0)

Γ(α+ 1)Γ(β + 1)
.

Аналогично получаем

A2 +A3 =
xα

Γ(α+ 1)

y∫
0

 1
Γ(β)

t∫
0

(t− τ)β−1ψ̇(τ)dτ

 dt.

Следовательно,

(Ir
0γ)(x, y) =

xαyβϕ(0)
Γ(α+ 1)Γ(β + 1)

+
yβ

Γ(β + 1)

x∫
0

 1
Γ(α)

s∫
0

(s− τ)α−1ϕ̇(τ)dτ

 ds+

+
xα

Γ(α+ 1)

y∫
0

 1
Γ(β)

t∫
0

(t− τ)β−1ψ̇(τ)dτ

 dt. (8)
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Поскольку (Iα
0 ϕ̇)(x) ∈ L(0, a), (Iβ

0 ψ̇)(y) ∈ L(0, b), то
∫ x

0
(Iα

0 ϕ̇)(s)ds и
∫ y

0
(Iβ

0 ψ̇)(t)dt —

абсолютно непрерывные функции. Следовательно, для почти всех (x, y) ∈ P существует
D2

xy(I
r
0γ)(x, y). Применив операцию D2

xy к обеим частям (7) с учетом (8), получаем, что
u(x, y) для почти всех (x, y) ∈ P удовлетворяет (6).

Пусть теперь u(x, y) ∈ L(P ) удовлетворяет (6). Тогда из (6) с учетом (1) следует

u1−r(x, y) = (I1−r
0 µ)(x, y) + (I1

0f)(x, y). (9)

Рассмотрим слагаемое (I1−r
0 µ)(x, y) = B1 +B2 +B3. Имеем

B1 = I1−r
0

(
xα−1

Γ(α)
(Iβ

0 ψ̇)(y)
)

(x, y) =
1

Γ(1− α)Γ(1− β)

x∫
0

y∫
0

(x− s)−α(y − t)−β×

×
(
sα−1

Γ(α)
(Iβ

0 ψ̇)(t)
)
dsdt =

1
Γ(α)Γ(1− α)Γ(1− β)

x∫
0

y∫
0

(x− s)−αsα−1×

× (y − t)−β(Iβ
0 ψ̇)(t)dsdt =

1
Γ(α)Γ(1− α)

x∫
0

(x− s)−αsα−1ds
1

Γ(1− β)
×

×
y∫

0

(y − t)−β(Iβ
0 ψ̇)(t)dt =

B(α, 1− α)
Γ(α)Γ(1− α)

(
I1−β
0 (Iβ

0 ψ̇)(t)
)

(y) = (I1
0 ψ̇)(y) =

= ψ(y)− ψ(0),

гдеB(z, w) =
∫ 1

0
xz−1(1−x)w−1dx =

Γ(z)Γ(w)
Γ(z + w)

. Аналогично доказываем, чтоB2 = ϕ(x)−

−ϕ(0), B3 = ϕ(0). Следовательно,

(I1−r
0 µ)(x, y) = γ(x, y), γ(x, y) ∈ AC(P ), P = [0, a]× [0, b],

(10)
u1−r(x, y) = γ(x, y) + (I1

0f)(x, y).

Из (10) следует, что u(x, y) удовлетворяет условиям (5) и (Dr
0u)(x, y) = Dxyu1−r(x, y) =

= f(x, y) для почти всех (x, y) ∈ P .
Лемма доказана.

Введем обозначения (ниже i = 1, n):

µi(x, y) =
xαi−1

Γ(αi)
(Iβi

0 ψ̇i)(y) +
yβi−1

Γ(βi)
(Iαi

0 ϕ̇i)(x) +
xαi−1yβi−1ϕi(0)

Γ(αi)Γ(βi)
,

G = {(x, y, u1(x, y), . . . , un(x, y)) : (x, y) ∈ P, ‖ui(x, y)− µi(x, y)‖1 ≤ di}.
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Используя лемму, легко доказать следующую теорему.

Теорема 1. Пусть для u(x, y) ∈ G fi[x, y, u(x, y)] ∈ L(P ). Для того чтобы вектор-
функция u(x, y) ∈ G была решением задачи (2),(3), необходимо и достаточно, чтобы
u(x, y) для почти всех (x, y) ∈ P удовлетворяла системе интегральных уравнений

ui(x, y) = µi(x, y) +
1

Γ(αi)Γ(βi)

x∫
0

y∫
0

(x− s)αi−1(y − t)βi−1fi[s, t, u(s, t)]dsdt. (11)

Далее приведем условия существования и единственности локального решения зада-
чи (2), (3).

Пусть функции fi[x, y, u] удовлетворяют условиям:
a) существуют mi : P → R+, mi(x, y) ∈ L(P ) такие, что для u(x, y) ∈ G и почти всех

(x, y) ∈ P

|fi[x, y, u(x, y)]| ≤ mi(x, y);

б) для любых u(x, y), v(x, y) ∈ G

‖fi[x, y, u(x, y)]− fi[x, y, v(x, y)]‖1 ≤ K

n∑
j=1

‖uj(x, y)− vj(x, y)‖1.

Теорема 2. Пусть функции fi удовлетворяют условиям а), б) и

aαibβi‖mi(x, y)‖1

Γ(αi + 1)Γ(βi + 1)
≤ di, (12)

δ = nρK < 1, (13)

где

ρ = max
i

aαibβi

Γ(αi + 1)Γ(βi + 1)
.

Тогда существует единственное решение u(x, y) ∈ G, ui(x, y) ∈ L(P ) задачи (2), (3).

Доказательство. Построим последовательность функций
{
u

(m)
i (x, y)

}
, m = 0, 1, 2, . . .,

положив u(0)
i (x, y) = µi(x, y):

u
(m+1)
i (x, y) =µi(x, y) +

1
Γ(αi)Γ(βi)

x∫
0

y∫
0

(x− s)αi−1(y − t)βi−1×

× fi[s, t, u(m)(s, t)]dsdt. (14)
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Используя (12) – (14), условия а), б), доказываем справедливость следующих оценок:

‖u(m)
i (x, y)− µi(x, y)‖1 ≤ di,

(15)

‖u(m+1)
i (x, y)− u

(m)
i (x, y)‖1 ≤

max
i
‖mi(x, y)‖1

nK
δm, m = 1, 2, . . . .

На основании оценок (15) можно утверждать, что последовательности
{
u

(m)
i (x, y)

}
являются фундаментальными в L(P ). Пусть vi(x, y) ∈ L(P ) — сильный предел после-

довательностей
{
u

(m)
i (x, y)

}
. Тогда существует подпоследовательность вектор-функций{

u
(mk)
i (x, y)

}
, k = 1, 2, . . ., которая почти всюду на P сходится к вектор-функции v(x, y).

Согласно мажорантной теореме Лебега о предельном переходе под знаком интеграла
Лебега получаем, что vi(x, y) удовлетворяют системе (11). Очевидно, что v(x, y) ∈ G.

Докажем единственность. Пусть w(x, y) = (w1(x, y), . . . , wn(x, y)) ∈ G — также реше-
ние задачи (2),(3). В силу условия б)

‖vi(x, y)− wi(x, y)‖1 ≤
aαibβiK

Γ(αi + 1)Γ(βi + 1)

n∑
j=1

‖vj(x, y)− wj(x, y)‖1 .

Тогда
n∑

i=1

‖vi(x, y)− wi(x, y)‖1 ≤ nρK
n∑

i=1

‖vi(x, y)− wi(x, y)‖1 .

Отсюда следует, что nρK ≥ 1, что противоречит условию (13).
Теорема 2 доказана.

Замечание 1. Условие а) будет иметь место для функций fi : P × Rn → R1 типа
Каратеодори, т. е.:

1) fi[ , , u] — измеримая функция для любого фиксированного u ∈ Rn;
2) fi[x, y, ·] — непрерывная функция для любых фиксированных (x, y) ∈ P ;
3) существуют mi : P → R+, mi ∈ L(P ), такие, что |fi[x, y, u]| ≤ mi(x, y) для u ∈ Rn

и почти всех (x, y) ∈ P .
Для выполнения условия б) достаточно потребовать еще, чтобы fi(x, y, u1, . . . , un)

удовлетворяли условию Липшица по последним n переменным с постоянной K.

Замечание 2. При αi = βi = 1 задача (2), (3) является хорошо изученной задачей
Дарбу для системы

∂2ui(x, y)
∂x∂y

= fi [x, y, u(x, y)] ,

ui(x, 0) = ϕi(x), x ∈ [0, a], ui(0, y) = ψi(y), y ∈ [0, b], ϕi(0) = ψi(0),

которая эквивалентна решению системы интегральных уравнений

ui(x, y) = ϕi(x) + ψi(y)− ϕi(0) +

x∫
0

y∫
0

fi [s, t, u(s, t)] dsdt
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(система (11) при αi = βi = 1).

Пример 1. Рассмотрим следующую задачу:

(Dr
0u) (x, y) = λu(x, y) + f(x, y), r = (α, β), 0 < α, β ≤ 1, f ∈ L(P ),

u1−r(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, a], u1−r(0, y) = ψ(y), y ∈ [0, b],

ϕ(x) ∈ AC([0, a]), ψ(y) ∈ AC([0, b]), ϕ(0) = ψ(0), f(x, y) ∈ L(P ).

Построим решение этой задачи. С этой целью, как и в теореме 2, построим последо-
вательность {um(x, y)}, m = 0, 1, 2, . . ., положив u0(x, y) = µ(x, y),

um+1(x, y) = µ(x, y) +
1

Γ(α)Γ(β)

λ x∫
0

y∫
0

(x− s)α−1(y − t)β−1um(s, t)dsdt+

+

x∫
0

y∫
0

(x− s)α−1(y − t)β−1f(s, t)dsdt

 .

Используя индукцию, доказываем, что

um(x, y) = xα−1yβ−1ϕ(0)T (m)
α,β

(
λxαyβ

)
+ xα−1

y∫
0

(y − t)β−1T
(m)
α,β

(
λxα(y − t)β

)
ψ̇(t)dt+

+ yβ−1

x∫
0

(x− s)α−1T
(m)
α,β

(
λ(x− s)αyβ

)
ϕ̇(s)ds+

+

x∫
0

y∫
0

(x− s)α−1(y − t)β−1T
(m)
α,β

(
λ(x− s)α−1(y − t)β−1

)
f(s, t)dsdt,

где

T
(m)
α,β =

m∑
k=0

zk

Γ ((k + 1)α) Γ ((k + 1)β)
.
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При m → ∞ получаем

u(x, y) = xα−1yβ−1ϕ(0)Eα,β

(
λxαyβ

)
+ xα−1

y∫
0

(y − t)β−1Eα,β

(
λxα(y − t)β

)
ψ̇(t)dt+

+ yβ−1

x∫
0

(x− s)α−1Eα,β

(
λ(x− s)αyβ

)
ϕ̇(s)ds+

+

x∫
0

y∫
0

(x− s)α−1(y − t)β−1Eα,β

(
λ(x− s)α−1(y − t)β−1

)
f(s, t)dsdt,

где

Eα,β(z) =
∞∑

k=0

zk

Γ ((k + 1)α) Γ ((k + 1)β)
.

При α = β = 1 имеем задачу Гурса для так называемого телеграфного уравнения, а

E1,1(z) =
∞∑

k=0

zk

(k!)2

является для него функцией Римана [5, c. 130].
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